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ABSTRAKT

S kazdym novym dnem nase Slunce vychdzi a zapada. Tento déj se rozhodné stal
dnes a zitra snad také nastane. Pravidelnost tohoto déje jej Cini predvidatelnym
a spolehlivym. Tuto pravidelnost nazyvdme periodicitou a doba, po které nastane
opakovani tohoto déje, je zvana jeho periodou. Nas svét je na riiznych mistech
protkan periodickymi déji o rozdilné povaze. Mnoho periodickych déji 1ze najit
v technickych aplikacich napf. kmitdni lopatek parni turbiny, chod motoru, ro-
tace vrtule letadla apod. A jsou to pravé tyto aplikace, u kterych je periodicita
poZadovéna. Tato priace se vénuje studiu periodickych odezev mechanickych sys-
témi s nelinearitami. UvaZujeme tedy zndmé linedrni mechanické systémy, do
kterych jsme pfidali nelinearity rizného charakteru. Takto sloZené systémy jsou
podrobené dynamické analyze pomoci vybranych numerickych metod. StéZejni
metodou této prace je tzv. metoda harmonické rovnovdhy, ktera uvazuje feSeni
nelinedrniho systému ve formé zkracené Fourierovy fady. DalSimi pouZivanymi
metodami jsou metoda stielby a metoda numerické integrace pocdtecnich tloh.
Vysledky ziskané pomoci vySe zminénych metod jsou mezi sebou porovnany,
jsou zobrazené jak ve fazové rovinné, tak pomoci rekurentnich zobrazeni a je roz-
hodnuto o jejich stabilité¢ z hlediska periodicity. Spojenim metody harmonické
rovnovahy a kontinuace periodického reSeni jsme schopni vytrasovat kompletni
amplitudovou kfivku, kterd pro nelinedrni systémy zahrnuje i vétve feSeni, které
jsou nestabilni. Timto zplisobem tak miZeme posoudit celkovy charakter odezev
nelinedrnich systémii.

Klicova slova: periodické feseni, metoda harmonické rovnovahy, Fourierova rada,
metoda stielby, nelinedrni systémy, kmitani, kontinuace, rekurentni mapy, dyna-
mické systémy.



ABSTRACT

With each new day our sun rises and sets. This event has definitely happened to-
day and hopefully will happen tomorrow. The regularity of this event makes it
predictable and reliable. This regularity is called periodicity, and the period of
time over which the repetition of this event occurs is called its period. Our world
is interwoven with periodic events of different nature in different places. Many
periodic events can be found in engineering applications e.g. the oscillation of
the blades of a steam turbine, the running of an engine, the rotation of the pro-
peller of an aircraft etc. And it is these applications where periodicity is required.
This paper is devoted to the study of periodic responses of mechanical systems
with non-linearities. Thus, we consider well-known linear mechanical systems to
which we have added non-linearities of different nature. Such composite systems
are subjected to dynamical analysis using selected numerical methods. The central
method of this work is the so-called harmonic balance method, which considers
the solution of the non-linear system in the form of a truncated Fourier series.
The other methods used are shooting method and numerical integration method
of initial value problems. The results obtained by the above mentioned methods
are compared with each other, they are represented both in the phase plane and by
recurrent representations and their stability in terms of periodicity is decided. By
combining the harmonic equilibrium method and the continuation of the periodic
solution, we are able to obtain a complete amplitude curve, which for non-linear
systems includes the branches of the solution that are unstable. In this way, we
can assess the overall nature of the responses of the non-linear systems.

Keywords: periodic solutions, harmonic balance method, Fourier series, shoo-
ting method, vibration, non-linear system, continuation, recurrence plots, dyna-
mical systems.



Umeélecka predstava mozné trajektorie béZce pfi preskoku propasti [34].
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Kapitola 1
Uvod

Predstavte si, jak se planeta, na které se pravé nachdzite, ota¢i okolo své osy. Ta
samd planeta pak cestuje po eliptické drdze okolo zdroje naseho denniho svétla,
Slunce. Muzete si také predstavit, jak soubézné s témito déji rotuje Mésic okolo
nasi Zemé. Pokud jste pri dobré ndladé, miZete se téZ uvolnit, poloZit ruku na
srdce a pozorovat jeho tlukot. To, co maji vSechny tyto jevy spolecné, je, Ze se po
urité dobé zaCnou znovu opakovat. Doba mezi jednotlivymi opakovdnimi jevu
se nazyva periodou a tento jev je tak klasifikovan jako periodicky. At uz jde
o kmitani kyvadla, refrén v pisni, lidskou chuzi, rotaci rucicek hodin ¢i lopatek
parni turbiny nebo o vySe zminéné déje, je nase denni zkuSenost protkdna perio-
dicitou.

Predkladana diplomova prace se zabyva studiem takovychto jevi. MnoZinu
vsech systémd, které mohou vykazovat periodickou odezvu, omezime na systémy
mechanické. U téchto systémill nds v praxi Casto zajima praveé ustdlend (perio-
dickd) odezva. MizZe se jednat napf. o chod parni turbiny na urcitych otackach,
kmitani lopatek vrtule ¢i odezvu ndpravy automobilu na nerovnost vozovky.

V pripadé linedrnich systému existuje ucelena teorie [25], diky niZ mtizeme
tyto systémy studovat. Takova teorie vSak pro studium nelinearnich systému nent,
a tak je Casto nutné analyzovat systémy jednolivé. Hlavnim tématem této price
je zkoumani projevu urcitého druhu nelinearity na periodické odezvé systému.
K zodpovézeni této otdzKky vyuZivame ndstroji z teorie dynamickych systéma a
numerické matematiky. V nasledujici kapitole 2 je predloZena potirebnd teorie pro
studium ustdlené odezvy nelinearnich mechanickych systému. Dale jsou predsta-
veny vybrané numerické metody vhodné pro jejich studium. Dominantou kapitoly
2 je metoda harmonické rovnovdhy, ktera je hlavnim ndstrojem analyzy. Posledni
cast kapitoly 2 je vénovana Floquetové teorii stability periodickych feseni.
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1.1. HISTORIE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Samotnymi nelindrnimi systémy se zabyva kapitola 4, kde je provedena jejich
analyza z hlediska kvality odezvy a stability. Tato kapitola zkouma vliv riznych
druhii nelinearit na zndmych mechanickych systémech. Pro ziskdné periodické
odezvy jsou vypocteny a zobrazeny amplitudové charakteristiky, které jsou po-
rovnany napri¢ metodami. Déle jsou vysledky zobrazeny ve fazové roviné a jsou
vypoctena rekurentni zobrazeni prislusnych odezev. V kapitole 4 je téZ provedena
diskuze nad vysledky obdrZené zménou parametrit numerickych metod.

V nasledujici ¢asti uvedeme stru¢nou historii hledani periodickych feseni dy-
namickych systému spolu s motivaci ke studiu této problematiky a predstavime
cile této diplomové préce.

1.1 Historie dynamickych systémii

Vratme se nyni zpét k tématice nebeské mechaniky. UvaZzujme pohyb Mésice
kolem Zemé, kde gravitacni sila Zemé udrzuje Mésic v orbité. MiiZeme pred-
pokladat, Ze gravitacni sila vzdalenéjsiho Slunce ma na M¢ésic také néjaky vliv.
Toto dodatecné plisobeni Slunce na Mésic je asi pul procenta gravitacni sily pu-
sobici od Slunce na Zemi [20]. Takovyto pfirtistek se miZe zdit zanedbatelny, ale
predstavme si, co by se stalo, kdyby se tento piil procentni vliv nascitaval s kaz-
dou nové zapocatou orbitou! Tento jev nazyva nebeskd mechanika ,,sekuldarnim*
efektem, tedy takovym efektem ktery nartsta s Casem. Pravdou je, Ze takovy efekt
se opravu projevuje, protoZe rovina obéhu Mésice se oto¢i jednou za osmnéct let
[20]. Avsak staleti pozorovani ukazuji, Ze vzdalenost Mésice od Zemé se nijak vy-
razné nevyviji, stejné jako se nevyviji excentricita jeho obéZné drahy. Je ziejmé,
Ze je tfeba pochopit t¢inky téchto malych dodatecnych sil zndmych jako pertu-
rbace. Bez jejich porozuméni bychom nebyli schopni vysvétlit stabilitu slune¢ni
soustavy po dobu miliard let, po které se na Zemi vyvijel Zivot.

Podivejme se nyni na systém Slunce-Jupiter-Saturn. Frekvence maxima ak-
trakce Saturnu k Jupiteru w; je jednou za dvandct let, zatimco frekvence obéhu
Saturnu okolo Slunce wg je jednou za tficet let [20]. To se zd4d byt velmi vzdalené
od rezonance, takZe se neni ¢eho obdvat, Ze? AvSak vyraz pro velikost gravitacni
sily ptisobici mezi Jupiterem a Saturnem obsahuje vyrazy jako ﬁ COZ 10Z-
hodné nenfi linedrni vyraz. To znamen4, Ze pokud bychom pro obe planety predpo-
kladali pohyby o frekvencich wg a w; jakoZto prvni aproximaci, pak nasledujici
aproximace by davala sily dmérné vy$$im mocnindm obou soufadnic. MizZeme
se naptiklad setkat s vyrazy jako cos®(w;t), cos?(wst). Asi nds nepiekvapi, Ze
zakladatelé nebeské mechaniky Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827), Joseph-
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1.1. HISTORIE DYNAMICKYCH SYSTEMU

YV s

Louis Lagrange (1736 - 1813) a dalsi se museli obdvat rezonanci vyssich radd,
tj. rozdild mezi nasobky frekvence pohybu riiznych planet, které se objevuji ve
jmenovatelich matematickych vyrazi. U téchto vyrazi totiZ hrozilo déleni nulou,
které je znacné nezadouci.

Situace v dob¢, kdy Henri Poincaré (1854
- 1912) vstoupil na scénu, byla nasledujici.
Existoval propracovany zpusob pro vypocty
poloh planet pro vSechny Casy, ktery byl repre-
zentovan nekonecnou fadou, ale nebylo zaru-
¢eno, zda bude tato fada konvergovat vzhledem
k pfitomnym rezonancim (viz vySe zminéné
prvni a vyS$i aproximace pohybu planet). Jed-
nalo se tak o vynikajici vyzvu a za nejlepsi fe-
Seni byla vyhlasena cena. AvSak ani Poincaré-
ova prace neposkytla konecné feSeni tohoto
problému. Uroveii ziskanych poznatkii byla
viak tak velkd, 7e Svédska akademie nevédhala
a cenu Poincarému stejné udélila. Ten pozdéji
shrnul své prispévky do tiisvazkového pojed-
nani ,JLes Méthodes Nouvelles de Ia Méca-
nique Céleste* (Nové metody nebeské mecha-
niky) [26]. Jednd se o velmi rozsdhlou préci,
kterd mad po preloZeni asi tisic stran. Prosly-
chd se, 7e Poincaré psal velmi rychle a nevéfil Obrdzek I.1: Trajektorie malého
v opakované pilovéani svého piednesu, protoze Objektu v rovinné dloze i téles,
by tento &as radgji vyuzil k pracim na novych Xtery interaguje s velkou hmotou
problémech. Tento svazek byl tak nabit novymi (,Zeme df)le) a malou hmotou (Mé-

N . Lo . sic nahore).
myslenkami, Ze ty pak ovlivnily obor na velmi
dlouhou dobu.

Pozoruhodnou skutecnosti, kterou Poincaré objevil, bylo, ze Céstice pohy-
bujici se ve dvou (nebo vice) prostorovych soufadnicich mize mit pohyb mno-
hem slozit¢jsi nez ndm zndmé planetarni drahy. Divodem je, Ze i po nédvratu do
stejného bodu v prostoru (tj. stejné hodnoty soufadnic x a y) mize mit rych-
lost zcela jiny smér. Demonstrace sloZité trajektorie je zobrazena na Obr 1.1,
kde byla provedena simulace trajektorie volného télesa ve dvourozmérné verzi
problému tfi téles [20]. Poincaré nam fikd, Ze bychom si méli polozit opacnou
otazku: ¢im to je, Ze v nékterych pripadech mize byt pohyb ve dvou prostoro-
vych rozmérech jednoduchy? Takovym pfikladem je Newtonilv zdkon pro pohyb

13



1.1. HISTORIE DYNAMICKYCH SYSTEMU

planet. Pro inverzni kvadratickou silu je orbitou prosta elipsa, jak je patrno ze si-
mulace obéhu planety okolo Slunce na Obr. 1.2. Dlivodem, pro¢ jsou tyto orbity
jednoduché, je, Ze sila plsobici smérem do stfedu je vice omezovana. Jednd se
o zakon zachovani momentu hybnosti neboli druhy Kepleriiv zakon (,,Obsahy
ploch opsanych privodi¢em planety (spojnice planety a Slunce) za stejny cas
jsou stejné velké.). Ten fixuje velikost tecné slozky rychlosti v daném bodé¢.
Jakmile je tec¢nda sloZka pevné stanovena a zname velikost rychlosti, mize po-
mérnd slozka nabyvat pouze jedné ze dvou hodnot, tedy sméfujicic dovnitt nebo
ven.
Aniz bychom uvadéli podrobnosti o vSech Po-
incaréovych inovacich, miZeme na zakladé
analogie uvést zdkladni myslenku jedné z nich.
InZenyr Casto potfebuje studovat rychle se ota-
Cejici strojni zafizeni. Jednim z pouzivanych
trikii je osvétlit jej ,.stroboskopickym svét-
lem*, lampou, kterd problikdvd s ménitelnou
frekvenci. Nepfetrzity pohyb je nyni vidét jako
série statickych obrazkl. Pokud se napiiklad
frekvence zableskli shoduje s frekvenci ota-
¢eni kola, zda se, Ze je v klidu, coz je tak pre-
Obrizek 1.2: Trajektorie malého Sv€dCiva iluze, Ze by Clovék mél rad€ji nechat
objektu v rovinné tloze dvou téles ruce v kapsdch. Zobecnénim stroboskopického
(Slunce-planeta) popsané Keple- efektu je slavny ,,Poincaréiiv fez*. Jde o ma-
rovy zakony. tematicky trik (dimysInéjsi nez stroboskop),
ktery redukuje studium spojitého pohybu na
studium ,,zobrazeni* v niz§ich rozmérech. Toto zobrazeni je diskrétni transfor-
mace, kterd zobrazuje polohu a rychlost Castice na jeji hodnoty polohy a rychlosti
po uplynuti jedné periody.

S vyuZitim vlastnosti zobrazeni byl Poincaré schopen poskytnout kritérium
pro nalezeni periodickych, tj. uzavienych orbit i pro tak komplikované systémy,
jako je problém tfi téles. Dale byl schopen sestavit mechanismus pro stanoveni sta-
bility takovéto trajektorie. To znamend, Ze kdybychom vypustili ¢astici s polohou
a rychlosti velmi blizkou té, kterou m4 na periodické draze, dospéla by v konec-
ném Case do stejné periodické trajektorie. KdyzZ byla takova trajektorie nestabilni,
dokazal ukazat, Ze pohyb zacinajici v jeji blizkosti mize byt velmi komplikovany.
Jeho vlastnimi slovy ... ,,Clovéka zarazi sloZitost tohoto obrazku, ktery se ani
nebudu pokouset nakreslit. Neni nic vhodnéjsiho pro to, co by ndm poskytlo pred-
stavu o sloZité povaze problému ti{ téles a viibec vSech problémi dynamiky ‘. Po-
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1.1. HISTORIE DYNAMICKYCH SYSTEMU

tencidl mnoha Poincaréovych mysSlenek vyuzili az pozdé€ji Birkhoff, Kolmogorov,
Arnold a dalsi k vybudovéani moderniho chapédni nebeské mechaniky [21]. A jeho
kvalitativni obraz pohybu se bohaté potvrdil, kdyZ byly k vypoctu obéZznych drah
pouzity vykonné pocitate. Do dynamiky, ktera byla diive povazovana Cisté za
studium diferencidlnich rovnic, vnesl nové discipliny geometrie, algebry, topolo-
gie atd. Vidét souvislosti mezi riiznymi oblastmi matematiky bylo Poincaréovou
velkou prednosti.

Vlastni motivace, ktera vedla k rozhodnuti se vénovat této tématice, vznikla
pri studiu dynamickych projevi bistabilniho magnetického kyvadla, které bylo bu-
zeno predepsanym pohybem. Tato jednoducha soustava (podrobné popsana v [9])
skryvala mnoho forem odezvy. Analyza jeji dynamiky odhalila pdsma frekvenci
buzeni, kde soustava vykazovala fadu kvalitativné odliSnych odezev od periodic-
kého pohybu, ptes pohyb kvazi-periodicky az k chaotickému pohybu. V pasmech
periodické odezvy se v nékterych pripadech jednalo o jednoduché trajektorie ve
fazové roviné (napr. eliptickd trajektorie). AvSak pro jind pasma frekvenci bylo
mozné pozorovat mnohem komplikovanéjs$i trajektorii, ktera je napf. zobrazena na
Obr. 1.3, kde soustava kmita okolo svych dvou rovnovéaznych poloh. SloZzité dyna-
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Obrazek 1.3: Zobrazeni trajektorii bistabilniho kyvadla se dvéma magnety [°] pro
Q = 15rad/s ve fazové roviné (vlevo) a v Casové roviné (vpravo).

mické projevy jsou pfibuzny mnoha nelinedrnim mechanickym systémtim. Neni
tak prekvapivé, Ze se pro tyto projevy naslo uplatnéni. Jedna se naptiklad o vyvoj
a ladéni tzv. energy harvesting jednotek. Tyto jednotky jsou navrzené za ucelem
sbéru ztratové energie ze stroju, které jsou v provozu. Princip téchto jednotek spo-
¢iva v tom, Ze energie potfebnd k chodu spotiebici, napt. ¢idel, se generuje na tom
stejném misté, kde se stroj vyskytuje. Neni tak tfeba pfivadét energii z infrastruk-
tury, ¢imz dojde k usetfeni vydaju a zdrojt. Pfikladem mutZe byt vybuzené kmitani
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Elektricka oblast Magneticka oblast
Magnety
Piezo
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R N \
Nosnik
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Obrazek 1.4: Schéma energy harvesteru zaloZeného na vyvolani velkych deformaci po-
moci magnetické vazby.

Zelezni¢niho mostu, které zptisobi projizdéjici vlak [15]. Most je v tomto pripadé
osazen energy harvesting jednotkami, které jsou pfi prijezdu vlaku vybuzeny a
béhem této uddlosti generuji dostateCné energie k odectu informace o Zivotnosti
mostu a posldni téchto dat do centrély. Takovéto systémy na spravu Zivotnosti
dilezitych infrastruktur jsou implementovéany napiiklad v Cin& a Irsku [16],[15].
Dalsim prikladem mohou byt technologie vyuZivajici pohyb lidského téla. Chytré
hodinky lze, pfi spravném ndvrhu energy harvesting jednotky, dobijet pomoci pfi-
rozeného pobyhu ruky pfi chiizi. Tim se tak prodluzuje Zivotnost baterie a dochazi
k dspore energie i zdroji na nové baterie [1&]. Pro Ctendre, ktefi by se radi dove-
déli vice o energy harvestingu, miZeme doporucit tuto literaturu [17], [18], [19].
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1.2. CILE PRACE

1.2 Cile prace

Tato diplomova prace by méla poskytovat:

* Shrnuti souc¢asného stavu feSené problematiky (zdkladni metody pro hled4ni
periodickych feSeni kmitavych soustav a zkoumani jejich stability).

* Teoreticky popis a rozbor metody harmonické rovnovahy (HBM).

* Vypoctovou implementace HBM pro modely diskrétnich mechanickych sou-
stav s vybranymi typy nelinearit.

* Aplikace

— Vytvoreni vypoctovych modelt diskrétnich mechanickych soustav s vy-
branymi typy nelinearit (napf. kubickd, nehladkd).
— Vypoctové hledani periodickych fesSeni s vyuzitim HBM.

— Posouzeni vlivu parametri metody na konvergenci a pfesnost naleze-
nych feSeni.
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Kapitola 2

Teorie dynamickych systému

V této kapitole je predstaven teoreticky zdklad potiebny pro studium periodic-
kych feSeni dynamickych systémi. Nejdfive jsou definovany vybrané asti z teo-
rie dynamickych systémt a je ustanovena notace, ktera je dodrZzovéana napfic celou
praci. Dale jsou definovany periodicka feSeni dynamickych systémi a bifurkace
téchto feSeni, coz jsou nespojité kvalitativni zmény feSeni pfi spojité zmeéné pa-
rametrd systémi. Posledni ¢ast se vénuje analyze stability periodickych feSeni
dynamickych systémi na zdkladé Floquetovy teorie stability.

2.1 Dynamické systémy

Dynamicky systém byva predevSim reprezentovan svym stavem, ktery se roz-
viji (méni) v Case t. Vyvoj dynamického systému urcuji jak vstupy tak aktudlni
stav systému. U dynamickych systémi se typicky ze stavu systému generuje vy-
stup [14]. DileZitou charakteristikou dynamického systému je, zda je spojity ¢i
diskrétni. Spojité systémy (Casto nazyvané toky) jsou dany diferencidlnimi rov-
nicemi, zatimco diskrétni dynamické systémy (Casto nazyvané zobrazeni) jsou
urCeny diferenénimi rovnicemi [8]. Vedle spojitosti systému je velmi diilezitou
vlastnosti autonomie dynamické systému. V piipadé neautonomnich systémi je
pfitomna vstupni veli€ina, kterd je Casové zdvisld. Zato autonomni systém tuto
veli€inu neobsahuje. V této praci se zaméfime na spojité autonomni i neauto-
nomni dynamické systémy, které jsou popsané obycejnymi diferencidlnimi rovni-
cemi a maji tzv. soustfedéné parametry. Pokud budeme uvazovat systém se spojité
rozloZzenymi parametry, ktery je popsdn parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi,
bude tento systém prostorove diskretizovan pomoci metody konecnych prvkd.
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2.1. DYNAMICKE SYSTEMY

Pro analyzu dynamickych systémi je dileZité védét, zda se jednd o linedrni
systém, Ci nikoliv. Linearni dynamické systémy se diky pfitomné ucelené teorii
[25] analyzuji pomérné 1épe neZ nelinearni systémy, které maji obvykle sloZité
dynamické projevy [8]. Casty piipad, jak se vypofadat s nelinearitou dynamického
systému, je ve vybraném bodé dany systém linearizovat. Tato préace linearizaci
nezavadi a analyza odezvy nelinearnich systémd je provedena pomoci vybranych
metod, které jsou predstaveny niZe.

2.1.1 Autonomni systémy

Autonomni systémy jsou popsané rovnicemi v ndsledujicim tvaru
z="F(z,p), (2.1)

kde z € R"” je vektor stavi dynamické systému a p je vektor parametrii systému.

dz
o
z

Obrazek 2.1: Zobrazeni trajektorie Duffing-Mathieu systému ve fazové roviné (vlevo)
a vychylky v zavislosti na ¢ase (vpravo).

Vektor f je Casto nazyvéan vektorovym polem. Prostor R", ve kterém se z vyviji,
se nazyva stavovym prostorem. Specidlnim piipadem stavového prostoru je tzv.
fazovy prostor, ktery je definovan tim, Ze polovinu prostoru tvoii stavy a druhou
polovinu derivace onéch stava. Je-li f linedrni funkei z, pak se nazyva linearnim
vektorovym polem, a je-li f nelinedrni funkci z, je pak nazyvana nelinearnim
vektorovym polem. V tomto pripadé f nezavisi explicitné na case ¢t € R. Proto
je systém (2.1) ¢asové invariantni, ¢asové nezavisly nebo téz stacionarni. To
znamend, Ze je-li z(t) feSenim (2.1), pak z(t + 7) je také feSenim (2.1) pro libo-
volné ¢.

Necht je pocatecni stav systému v Case ¢, roven zg. Obecné plati, Ze zobrazeni
feSeni z(t, tg, zg) rovnice (2.1) do n-rozmérného stavového prostoru se oznacuje
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2.1. DYNAMICKE SYSTEMY

Obrazek 2.2: Zobrazeni celkové trajektorie Duffing-Mathieu systému.

jako trajektorie nebo orbita soustavy skrz bod z = zg. Jinymi slovy, feSeni si
1ze predstavit jako bod, ktery se pohybuje po trajektorii a v riznych Casech zau-
jima rtzné polohy podobné jako planeta pfi pohybu prostorem. Na Obr. 2.1 a 2.2
je predstaveno periodické feSeni autonomniho Duffing-Mathieu systému [30]. Na
Obr. 2.2 je zobrazeno feSeni v tfistavovém prostoru, kde je patrna celkova trajek-
torie tohoto systému. Pokud se na tuto trajektorii podivdme v roviné dz z, ziskdme
feseni ve fazovém prostoru viz Obr. 2.1 vlevo. Pohledem v v roving z ¢ ziskdme
trajektorii v casové roviné viz Obr. 2.1 vpravo.

2.1.2 Neautonomni systémy

Neautonomni systémy jsou popsdny rovnicemi v ndsledujicim tvaru
z="1(t,z,pn), (2.2)

kde z, p, f maji stejny vyznam jako v autonomnim piipadé a t € R znaci Cas.
V tomto piipadé f explicitné zdvisi na Case ¢, tudiz je do systému vstupovano
v riznych Casovych okamzicich. MiZe se jednat o silové, kinematické Ci para-
metrické buzeni systému. Silové buzeni nastane, pokud je v systému pritomna
casové proménnd sila pisobici v urcitém bodé. Pokud se cely systém pohybuje
pfedem predepsanym pohybem, mluvime o buzeni kinematickém. Pfi parametric-
kém buzeni je nutné, aby systém obsahoval ¢asové proménny parametr, ktery je
schopen systém vybudit. Pfikladem parametrického buzeni miize byt model mate-
matického kyvadla s proménnou délkou zavésu [(¢). Na Obr. 2.3 jsou zndzornény
trajektorie onoho modelu, ktery je zaroven kinematicky buzen.
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2.1. DYNAMICKE SYSTEMY

Obrazek 2.3: Zobrazeni trajektorie kyvadla s proménnou délkou zdvésu ve fazové roviné
(vlevo) a asové roviné (vpravo).

2.1.3 Prevod do stavového prostoru

P1i feSeni systému popsanych obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi je ¢asto po-

trebné prevést tyto systémy do tzv. stavového prostoru. Toho lze dosdhnout diky

skute¢nosti, Ze vSechny obycejné diferencidlni rovnice vyssich rada 1ze prevést na

soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu [25]. Tento pfevod je zvlast’ dilezity

pfi analyze dynamickych systémi pomoci numerické integrace (viz Kapitola 3.1).
M¢éjme diferencidlni rovnici n-tého fadu

@) = f(ta®),d40),d(),....d" @), tel CR, (23)

kde I znaci libovolny interval. Stavovy prostor zavedeme nésledujici substituci

2(t) = q(t), 2t):=qt), =z(t)=q{t), ..., z.(t):=q" V@), tel
(2.4)
Derivaci (2.4) dostaneme soustavu

21 - q = Z2,
2‘:2 = q = Z3,
2.5)

: _ ,n—1 _
Zn—1 = (¢ = Zn,

Zn = q(n) = f (t7Q7QaQ> cee ’q(n71)> = f(t,Z)

Maiéme-li pocatecni tlohu pro diferenicidlni rovnici n-tého fadu (2.3), musime za-
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2.1. DYNAMICKE SYSTEMY

dat po¢atecni podminku pro n — 1 prvnich derivaci, tj.

q(to) = qo1,
(n) .o (n—1) q(to) = qoz,
¢ = f(tag,dd....d" ), tel, | (2.6)
4" (to) = qon-

VySe zminénym postupem lze pocitecni dlohu (2.3) pro diferenicidlni rovnici n-
tého fadu prevést na pocatecni tlohu pro systém n rovnic prvniho fadu

Z.1 = Z2,
% = 2, z1(to) = qon,
:ZQ(tO) = qo2; 2.7)
Zn-1 = Zn, ‘
Zn(to) = qon,
= S, T
coz lze zapsat do vektorového tvaru
z="F(t,z,) z(ty) = zo, (2.8)

kde f (¢, z) je vektor stavi a zg je vektorem pocate¢nich podminek.

2.1.4 Periodicka reSeni dynamickych systému

V této Casti jsou definovana periodickd feSeni dynamickych systémi, které jsou
spojité v Case. Periodicka feSeni jsou charakterizovdna ¢asové proménnymi stavy.
Refeni z = z(t) spojitého systému v Case je periodické s periodou 7' pokud
z(t +T) = z(t) az(t + 7) # z(t) pro 0 < 7 < T. Periodické feseni lze také
ekvivalentné reprezentovat jednou zdkladni frekvenci €).

Autonomni systémy

Periodické feseni z(t) s nejmensi kone¢nou periodou 7" > 0 systému

7= f(z, ), (2.9)

odpovida uzaviené trajektorii I' v R" a je takové, Ze z(tg) = z(to + 1) a z(to +
T) # z(tg) pro 0 < 7 < T'. Zadanim pocatecniho Casu ¢y uréime misto z = zg
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na orbité. Periodické feSeni systému (2.9) lze povaZovat za pevny bod vhodné
definovaného zobrazeni zvaného Poincaréovo zobrazeni [2]. Pokud se systém
vraci v kone¢ném Case pti zméné pocatecCnich podminek do jediného periodického
feSeni, hovofime o tzv. limitnim cyklu systému (2.9). Jinymi slovy, limitni cyklus
je izolované periodické reSeni a odpovidd izolované uzaviené orbité ve stavovém
prostoru. Piiklad limitniho cyklu je zobrazen na Obr. 2.4, kde se jedn4 o trajektorie
koncového bodu fyzikalniho kyvadla, které je kinematicky buzeno.

Obrazek 2.4: Zobrazeni tii trajektorii z riznych pocate¢nich podminek koncového bodu
fyzikalniho kyvadla pfi kinematickém buzeni s frekvenci buzeni {2 = 1 rad/s.

Neautonomni systémy

Periodické feSeni z(¢) s nejmensi konenou periodou 7' > 0 n-rozmérného ne-
autonomniho systému
z=1(t,2,p), (2.10)

také popisuje uzavienou trajektorii I' v R". Pfedpokldddme-li, Ze z = z¢ na této
orbité v Case t = tg, pak z periodicity feSeni vyplyva, Ze z(to, zo) = z(to+ T, 2o).

2.1.5 Bifurkace spojitych systému

Bifurkace feSeni vznikaji pfi spojité zméné odpovidajicich fidicich parametri p
tak, Ze pfi pfechodu tzv. bifurkaéniho bodu [z, 1| v roz§ifeném stavovém pro-
storu dojde ke kvalitativni zméné feSeni. Systém se v okoli bifurka¢niho bodu
projevuje nestabilné.

Lokdlni bifurkace 1ze klasifikovat jako statické (sedlo uzlova bifurkace, vidli¢-
kova bifurkace, transkritickd bifurkace) a dynamické (Hopfova bifurkace). Bifur-
kace jsou zaznamendany predevSim pomoci zmén staciondrnich stavi a zndzorniuji
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se v tzv. bifurka¢nim diagramu. Chovani systému v okoli sedlo-uzlové bifur-
kace je zndzornéno na Obr. 2.5. Pocatek odpovida statickému bifurkacnimu bodu,
ze kterého vychdzi stabilni a nestabilni vétev feSeni, jeZ maji v bifurkacnim bodé
stejnou smérnici tecny.

Bifurkace zndzornénd na Obr. 2.6 se nazyva vidlickovd bifurkace, protoze v bi-
furkacnim bodé vznikaji netrividlni feSeni geometricky podobné vidlim. Pokud
nebude uvedeno jinak, stabilni vétev feSeni bude zobrazena plnou €arou a nesta-
bilni vétev nespojitou Carou. Bifurkace na Obr. 2.6 (vlevo) predstavuje superkri-
tickou vidlickovou bifurkaci a na Obr. 2.6 (vpravo) je zndzornéna subkritickd bifur-
kace. V ptipadé superkritické vidlickové bifurkace existuje lokdlné vétev stabil-
nich feSeni na jedné strané¢ bifurkacniho bodu a dvé stabilni vétve stabilnich feSeni
a jedna vétev nestabilnich feSeni na druhé strané bifurkacniho bodu. V piipadé
subkritické vidlic¢kové bifurkace je situace opacnd. V tomto piipadé pak vSechny
vétve feSeni nemaji v bifurkacnim bod¢ stejnou smérnici teCny. Transkritickd bi-

S .-

Obrazek 2.5: Znazornéni statické sedlo-uzlové bifurkace

i M

Obrazek 2.6: Znazornéni superkritické vidlickové bifurkace (vlevo) a subkritické vidlic-
kové bifurkace (vpravo).

furkace je charakteristicka tim, Ze existuje trividlni a netrividlni vétev feSeni a v bi-
furka¢nim bodé dojde k zdméné stability mezi témito feSenimi. Hopfova bifurkace
provézi vznik ¢i zanik limitniho cyklu z limitniho bodu. Ilustrace superkritického
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Obrazek 2.7: Znazornéni transkritické bifurkace.

(vlevo) a subkritického (vpravo) typu Hopfovy bifurkace je uvedené na Obr. 2.8.
Vyskyt Hopfovy bifurkace 1ze najit napiiklad u vzpéru idedlniho prutu. Mame-li
podélné tuhy prut zatizeny osovym periodickym zatizenim, pak pfi nizké hodnoté
zatizeni bude stacionarnim stavem limitni bod odpovidajici pfimému tvaru prutu.
Doséhne-li zatiZzeni urcité vyssi hladiny (odpovidajici kritické sile), pak jiz pfimy
tvar nebude stabilni a dojde ke zrodu limitniho cyklu, ktery odpovid4 podkritic-
kému kmiténi prutu. Pfipadné ji 1ze najit v chovani hydrodynamickych loZisek [6].
Dile jsou uvedeny nékteré pripady bifurkaci, které se vyskytuji, existuji-li perio-

- -

_--

Zq

Obrazek 2.8: Znazornéni Hopfovy bifurkace ve dvojrozmérném fdzovém prostoru — zrodu

s~ 2

limitniho cyklu z rovnovdZného bodu v z4vislosti na parametru systému.

dicka feseni. Bifurkace zdvojenim periody, jak jiz ndzev napovidd, zptsobi zdvo-
jeni periody limitni{ mnoZiny. Pivodni mnoZina se ndhle rozstépi (limitni cyklus
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z v 7

na Obr. 2.9), pficemzZ roz§tépené Casti trajektorie se od sebe rychle lokalné vzdali.
Systému, v némZ existuje periodické feSeni a v némz existuje superkritickd a vi-

Zy
A

Z1

Obrazek 2.9: Znazornéni bifurkace zdvojenim periody v roz§ifeném stavovém prostoru.

dlickova bifurkace, odpovida chovéni v okoli bifurka¢niho bodu uvedené na Obr.
2.10. Dojde-li u dynamického systému k této bifurkaci, pak feSeni piejde do jedné
ze dvou stabilnich vétvi po prekroceni bifurkacniho bodu. I tento typ bifurkace
1ze demonstrovat na prikladu vzpéru prutu.

M¢jme idedlni prut zatiZeny ve vzpéru v Case neproménnou silou. Necht’ je na
prutu také jiné napf. harmonické zatiZeni plisobici pficné (dochdzi k ohybu prutu).
Situace na Obr. 2.10 pak miZe odpovidat dosaZen{ kritické hodnoty vzpérné sily
(v Case neproménnd). Bude-li prut vzhledem k vzpérné sile v podkritickém stavu,
pak se ustali do jediného limitniho cyklu. Pfekroci-li tato sila kritickou hodnotu,
pak dojde k vyboceni prutu s tim, Ze prut mizZe nadéle kmitat na jedné ¢i na druhé
strané (rovinny pripad) vlivem stdle plisobiciho dostate¢né malého pii¢ného har-
monického zatiZeni. Limitni mnoZiny dynamickych systémii mohou vznikat ¢i
zanikat pfi zménach parametrt. PfiCiny a pribéh téchto zmén mohou byt riizné.
To, co je spojuje, byva dramaticky ndstup a pribéh takového déje. Dostava-li se
systém k takovému bodu, ztraci svou stabilitu. Vznik ¢i zénik limitni mnoZiny je
Casto doprovazen hysterézni smyckou. Jde o situaci, kdy v systému existuji pro
jisté hodnoty fidicitho parametru zaroven dvé limitni mnoZiny. Pfi zvySovéni hod-
noty parametru systému je mozné zmapovat prechod prvni mnoZiny na druhou
a naopak sniZzovanim parametru zmapujeme prechod druhé mnoziny na prvni. Je-
likoZ pro urcity interval fidiciho parametru existuji obé mnoZiny zdroven, dosta-
vame hysterézni smycku. Na Obr. 2.11 (vlevo) ukazuje obecny scénaf hystereze
pfi pfechodu mezi dvéma limitnimi mnoZinami. Na témZe obrazku vpravo je zn4-
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Zq

Obrazek 2.10: Zn4zornéni superkritické bifurkace ve dvojrozmérném fazovém prostoru.

zornén tvar hysterézni smycky, ktery je typickym napfiklad pro tlumeny oscilator
s progresivni tuhnouci charakteristikou (napf. Duffingliv oscildtor, viz kapitola
4.1.1). Kaskdda bifurkaci reprezentuje jednu z moznosti pfechodu periodického

> | > L

Obrazek 2.11: Znazornéni hystereze pfi prechodech mézi dvéma limitnimi mnoZinami

feSeni nelinedrniho systému do chaotického stavu. Lze ji popsat jako posloup-
nost bifurkaci jednoduché limitni mnoZiny pfi zméné parametru systému, jak je
schématicky uvedeno na Obr. 2.12 (vlevo). V zahrani¢ni literatufe [31] je tento
déj oznacovan jako vyvoj systému zdvojovanim period. Limitni mnoZina opa-
kovanou bifurkaci zdvojndsobuje svoji periodu a miize prejit v kvaziperiodickou
limitni mnoZinu a posléze v chaoticky atraktor. Navic pro celou tfidu nelinearnich
systémd, v jejichZ chovani se objevuje dvojeni periody popripadé kaskada bifur-
kaci, se ukazuje, ze délka intervalu mezi po sobé jdoucimi bifurkacnimi body
kaskady bifurkaci tvoii konvergujici posloupnost. Podil délek dvou ndsledujicich
intervall je roven Feigenbaumovu ¢islu, které ma priblizné hodnotu ¢ ~ 4.66292.
Na Obr. 2.12 (vpravo) je mozné vidét zobrazeni vyvoje stabilnich feSeni iteracni
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2 25 3 35 4
“

Obrazek 2.12: Kaskdda bifurkaci (vlevo) a pribéh populace logistické rovnice v zavislosti
na koeficientu ristu (vpravo)

populacni rovnice
Zk+1 — )\Zk(Zk — 1) (211)

v zavislosti na koeficientu ristu A, ktery je fidicim parametrem systému. Jedna se
o diskrétni systém, na ktery 1ze nahliZet jako na rovnici, kterd popisuje reprodukci
urcité populace.

2.1.6 Rekuretni zobrazeni

Jedna se o zobrazovaci techniku z oblasti nelinedrni analyzy dat. Rekurentni zob-
razeni (RZ) je vizualizace ¢tvercové matice, v niZ prvky matice odpovidaji ¢asim,
ve kterych se stav dynamického systému opakuje (sloupce a fadky pak odpovidaji
dvojicim Casti). Technicky feceno, RZ odhaluje vSechny Casy, kdy trajektorie dy-
namického systému ve fazovém prostoru navstivi priblizné stejnou oblast.
Rekurence je pfirodnim i technickym procesim blizkd. Tato rekurence stavl
ve smyslu, Ze stavy se po urcité dobé libovolné priblizuji, je zdkladni vlastnosti
deterministickych dynamickych systémt a je typickd pro nelinearni nebo chao-
tické systémy. Eckmann a dal$i [27] pfedstavili nastroj, ktery dokdze vizualizovat
rekurenci stavl g; i ve fdzovém prostoru. Vyjma dvourozmérného fazového pro-
storu nelze obecné stavovy prostor zobrazit. Stavové prostory vyssich rozmért 1ze
vizualizovat pouze projekci do dvourozmérnych nebo tfirozmérnych podprostori.
Eckmanntv néstroj ndm vSak umoziuje zkoumat trajektorii n-rozmérného stavo-
vého prostoru prostrednictvim dvourozmérného zobrazeni jeho rekurenci. Takova
rekurence stavu v Case ¢ v jiném Case j je vyznacena v rdimci dvourozmérné ctver-
cové matice s jednic¢kami a nulami (béZné jsou jedni¢ky znacené Cernymi body
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a nuly bilymi). Toto rekurentni zobrazeni 1ze matematicky vyjadrfit takto
O, =O(c; — ||z —zl]), zeR", ij=1,...,N, (2.12)

kde N je pocet uvazovanych stavil z;, €; je prahova hodnota a © je Heavisideova
funkce, kterd je definovana nasledovné

1, >0
O(z) := {0 §<0. (2.13)

Rekurence je definovdna tim, Ze vzdédlenost mezi dvéma stavy ¢ a j (body na
trajektorii) je mensi nez prahovad hodnota . Jednd se tedy o parovy test mezi
kazdym stavem s kazdym dal$im stavem (/N2 testli, pokud mdme N stavii).

RZ vykazuji charakteristické velkoplo$né a maloplo$né vzory. Prvni vzory
oznacili Eckmann a dal$i [27] jako typologii a druhé jako texturu. Typologie
nabizi globdlni dojem, ktery lze charakterizovat jako homogenni, periodicky, drift
a narusSeny [28].

* Homogenni RZ jsou typické pro staciondrni a autonomni systémy, v nichz
jsou relaxacni Casy kratké v porovndni s Casem trvani RZ. Prikladem tako-
vého RZ je ndhodné Casova fada.

* Periodické systémy maji RZ s diagondlné orientovanymi periodickymi re-
kurentnimi strukturami (diagondlni linie, Sachovnicové struktury). U kva-
ziperiodickych systému jsou vzdéalenosti mezi diagondlnimi liniemi rtizné.
Nicméné 1 pro ty kmitavé systémy, jejichZ kmitdni nejsou snadno rozpozna-
telné, 1ze RM pouZit k nalezenf jejich kmitd.

* Drift je zptisoben systémy s pomalu se mé€nicimi parametry. Takovato po-
mald zména rozjasiuje levy horni a pravy dolni roh RZ. Napfiklad chao-
ticky systém s pfi¢tenym linedrnim posuvem.

* NarusSené RZ jsou produktem nahlé zmény v dynamice a extrémni udalosti,
které zptisobuji bilé oblasti nebo pasy v RZ. Pomoci RZ tak Ize najit a vy-
hodnotit extrémni a vzacné udalosti diky frekvenci jejich opakovani.

Na Obr. 2.13 jsou zobrazena vypoctena charakteristickd rekurentni zobrazeni vy-
branych systémd. Prvni RZ zleva vzniklo ze signdlu ndhodné generovaného bilého
Sumu. Druhé RZ bylo vypocteno pro superpozici tif harmonickych signéli o riiz-
nych amplitudéach a frekvencich. Tteti RZ pfislusi chaotické odezvé bistabilniho

29



2.1. DYNAMICKE SYSTEMY

i i

Obrazek 2.13: Charakteristickd typologie rekurenénich map z leva do prava: homogenni
(Bily Sum), periodickd (superpozice harmonickych funkci), drift (chaoticky systém s li-
nedarnim posuvem) a narusend (Brownliv Sum).

magnetického kyvadla [9], ke které byla ptic¢tena kladnd linedrni funkce o stejném
trvani. Posledni RZ vzniklo ze signédlu ndhodné generovaného hnédého (Brow-
nova) Sumu.

P11 bliz§im zkoumdni RZ jsou patrné struktury malého méfitka (textura), které
jsou tvofeny jednotlivymi body, diagondlnimi Carami a svislymi a vodorovnymi
c¢arami (kombinace svislych a vodorovnych Car ziejmé vytvaii pravouhlé shluky
rekurencnich bodl). Diky stile se rozristajicimu se tymu védc, ktefi se zabyvaji

RZ, byly urcité struktury malého méfitka klasifikovany nésledné [28]
* Homogenita - proces je zjevné staciondrni.

* Blednuti v levém hornim a pravém dolnim rohu - nestacionarita, proces
obsahuje trend nebo drift.

* Vyskytuji se poruchy (bilé pruhy) - nestacionarita, n¢které stavy jsou
vzacné nebo vzdalené od normality, mohlo dojit k pfechodim.

* Periodické/kvazi-periodické vzory - cyklicnost procesu, casovad vzdale-
nost mezi periodickymi obrazci (napf. Carami) odpovidad periodé, dlouhé
diagondlni ¢ary s riznou vzajemnou vzdélenosti prozrazuji kvaziperiodicky
proces.

* Jednotlivé izolované body - silna fluktuace procesu, pokud se vyskytuji
pouze jednotlivé izolované body, mizZe jit o nekorelovany nahodny nebo
dokonce antikorelovany proces.

* Diagonalni ¢ary (rovnobézné s dhloprickou ¢tercového obrazce) - vyvoj
stavil je v riznych ¢asech obdobny, proces mizZe byt deterministicky, po-
kud se tyto diagondlni ¢ary vyskytuji vedle jednotlivych izolovanych bodd,
miZe byt proces chaoticky (pokud jsou tyto diagonalni ¢ary periodické, 1ze
ziskat nestabilni periodické drahy).
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* Diagonalni ¢ary (kolmé na ahlopricku ¢tercového obrazce) - vyvoj stavi
je v riznych casech obdobny, ale s obracenym casem, nékdy je to zndmkou
nedostatecného zakotveni.

* Svislé a vodorovné ¢ary/skupiny - nékteré stavy se po urcitou dobu neméni
nebo se méni pomalu; indikace pro laminarni stavy.

* Dlouhé obloukové liniové struktury - vyvoj stavi je v riznych epochach
podobny, ale s riznou rychlosti, dynamika systému se miiZe ménit.

Odebranim Heavisideovy funkce z (2.12) lze ziskat tzv. Distancni zobrazeni
(DZ), které ma tvar

O) = |lzi — 2|, zeR", ij=1...N, 2.14)

kde ostatni ¢leny rovnice (2.14) si ponechdvaji steny vyznam jako v (2.12). Po-
moci DZ ziskdme plnou $kalu vzdélenosti jednotlivych stavii. Na Obr. 2.14 je

0.3
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oFr
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011

-0.21

0.04 0.2 0 0.02 0.04

VA
Obréizek 2.14: Zobrazeni trajektorie modifikovaného von Misesova vzpéradla [9] ve fa-
zové roving pro 2 = 0.35 rad/s.

zobrazena trajektorie modifikovaného von Misesova vzpéradla [9] po odfiznuti
prechodové ¢asti ve fazové roviné. K ziskdni rekurentniho zobrazeni na Obr. 2.15
vlevo, byla vypoctena odezva systému v Casové oblasti, ze které jsme pomoci
rovnice (2.12) vytvofrili RZ s prahovou hodnotou ¢ = 0.002. Pro vytvofeni DZ
systému viz Obr. 2.15 vpravo byl pouzit vztah (2.14). V pripadé této odezvy do-
chazi k takzvanym ,,vybusSnym* oscilacim [29], které jsou periodické a prisluSné
DZ a RZ maji Sachovnicovy tvar s vnofemym vzorem.
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Obrédzek 2.15: Rekurentni (vlevo) a distanéni (vpravo) zobrazeni pro modifikované von
Misesovo vzpéradlo [9] pro 2 = 0.35 rad/s.

2.2 Analyza stability

Pfi analyze dynamickych systémii nds asto vedle samotné dynamické odezvy zis-
kaného feSeni zajima4 i stabilita daného feSeni. Stabilitou periodického feSeni ro-
zumime, jak jiz bylo predesildno v Gvodni ¢ésti, zda pri zapoceti orbity z blizkého
okoli pivodniho pocate¢niho bodu (perturbace pocate¢ni podminky) ve fazové ro-
viné dospéje reSeni v konecném Case k tomu samému limitnimu cyklu. Pokud se
tak stane, je limitni cyklus povaZovan za stabilni. To, jestli je dané feSeni stabiln{
ma velmi dllezity vyznam, jelikoZ pouze stabilni feSeni je fyzikdlné realizova-
telné. V ndledujici Casti je predstavena jedna ze zdkladnich teorii zabyvajici se
stabilitou periodickych feseni, a to Floquetova teorie stability.

2.2.1 Floquetova teorie stability

Autonomni systémy

Budeme se zabyvat stabilitou periodického feSeni autonomniho systému
z="1(z, ), (2.15)

kde z a p maji stejny vyznam jako v predchozich pripadech. Periodické feSeni
rovnice (2.15) v bodé pp = p, s minimélni periodou 7" oznacime jako Z(t). Poté
je perturbace y pfenesena na Z, coZ Usti v

2(t) = Zo(t) + y(t). (2.16)
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2.2. ANALYZA STABILITY

Dosadime-li rovnici (2.16) do (2.15) s predpokladem, Ze je f alespoii dvakrat spo-
jit€ diferencovatelnd (tj. C*(R)), a vysledek rozvineme v Taylorovu fadu v bod&
Z, se zachovanim pouze linearnich ¢lenti u perturbace, dostaneme rovnici

v = D f(Zo, o)y + O(||y||*) nebo y ~ A(t, )y, (2.17)

kde A je matici prvnich parcidlnich derivaci f. Analyza stability je lokalni, jelikoZz
jsme provedli linearizaci systému (2.15). Matice A je periodickd v ¢ase a ma
periodu 7', coZ je perioda feSeni Zy(t). Floquetova teorie se zabyva linedrnimi
systémy vzhledem perturbaci y s periodickymi koeficienty.

Linearni systém (2.17), ktery je n-rozmérny ma n linedrné nezavislych fesSeni
yi, kde i = 1,2,... n. Tato feSeni se nazyvaji fundamentalni mnoZzinou reSeni.
Tuto mnozinu lze prepsat do formy n x n matice zvané fundamentalni matici
reSeni

Y(t) = [yi () ya(t) - ya(t)]. (2.18)

Je zieymé, Ze Y spliiuje maticovou rovnici
Y = A(t, p)Y. (2.19)
Zaménou zavislé proménné v rovnici (2.19) zt na 7 =t + T', ziskdme

dY

df - A(T - T, IJ/O)Y = A(T7 IJ’O)K (220)
T

na zdkladé skute¢nosti, ze A(1 — T, p,) = A(T, p,). Pokud je

Y(t) =[y1y2-yal (2.21)
fundamentalni matici feSeni, tak
Yt+T)=[yi(t+T)y2(t + 1) yn(t + 7] (2.22)
je téZ fundamentalni matici reSeni. Jelikoz (2.17) mé nejvyse n linearné nezavis-
lych feseni a protoze y;(t) jsou ony n linearné nezavislé feseni, y;(t + 7') musi
byt linedrni kombinaci y; ys - - - y,,. CoZ je

Y(t+T)=Y(1)®, (2.23)

kde ® je konstantni matici o rozméru n X n. Tato matice z4visi na zvolené funda-
mentdlni matici feSeni a neni tedy jednoznacna. Matice ® miize byt chdpana jako
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projekce nebo transformace, kterd promita poc¢atecni vektor v R" v bodé ¢ = 0 na
dalsi vektor v R" v bodé€ ¢t = T'. Volbou pocatecni podminky

Y(0) =T, (2.24)

kde I je n x n rozmérnd jednotkova matice, a polozenim ¢ = 0 v rovnici (2.23)
ziskdme
® =Y(T). (2.25)

Matice ® urcend rovnicemi (2.23) - (2.25) je takzvand matice monodromie.
Zavedeme transformaci Y (t) = V(¢)P~!, kde P je konstantni nesinguldrn{
n X n rozmeérnd matice. Rovnici (2.25) Ize pak prepsat do tvaru

V(t+T)=VJ, (2.26)

kde
J=P '®P. (2.27)

Matice P je volena takovym zptisobem, aby J nabyla nejjednodussi mozné formy.
Tato forma ovSem zavisi na vlastnich ¢islech a vektorech matice ®.
Pokud jsou vlastni ¢isla p,,, matice monodromie odliSné, 1ze utvofit matici P

takovym zplisobem, Ze jeji fadky p1, p2,- - - , P» jsou pravymi vlastnimi vektory
matice ® odpovidajici vlatnim &islim py, po, - - - , p,. CoZ je
Proto

P = [p17p27"' 7pn] (229)

S touto volbou piejde matice J v tvar

J=P '®P =P '®[p;,ps, -, pu]
= P_l[@ph @p% ) (Ppn] (230)
=P '[pip1, pap2, -+, pupn) = PT'PD,

kde matice D ma tvar

py 0 - - - 0

0 po - - - 0

L 231
[0 0 D
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7 vz

Je tfeba poznamenat, Ze pokud je p,, komplexni ¢islo, poté je p,, téZ komplexni.
Pokud nejsou vlastni ¢isla matice ® odliSnd, je tfeba sestrojit matici P v rov-
nici (2.29) pomoci zobecnénych vlastnich vektort matice ®. Odpovidajici matice
J pak mizZe byt bud’ diagonalni, nebo nediagondlni s mimodiagonalnimi prvky
0 hodnoté€ rovné jedné.

Vlastni ¢isla p,,, matice ® jsou nazyvana Floquetovymi nebo téZ charak-
teristickymi multiplikatory. Existuje jednoznacnd mnoZina charakteristickych
multiplikatort spojenych s matici A v rovnici (2.17). Kazdé vlastni ¢islo p,, vy-
jadfuje miru lokalni orbitalni divergence nebo konvergence v pfislusném sméru
pres jednu periodu uzaviené orbity rovnice (2.15). K vizualizaci tohoto tvrzeni
na Obr. 2.16 budeme uvazovat uzavienou orbitu ' tfi rozmérného autonomniho
systému. Tti zobrazené sméry oznacené 1, 2 a 3 pfislusi trem Floquetovym mul-

Z

A

\J
<

X

Obréazek 2.16: Uzaviend orbita I' tff rozmérného autonomniho systému. V bodé€ na I" jsou
tii sméry znaceny jako 1, 2 a 3.

tiplikatorim p;, ps a p3 v tomto pofadi. Charakteristicky multiplikdtor p; ve sméru
J vyjadtuje lokdlni konvergenci ¢i divergenci blizkych orbit vzhledem k orbité I'.

Pokud jsou Floquetovy multiplikatory rizné, rovnici (2.26) lze prepsat do
slozkového tvaru

Un(t +T) = pmom(t) prom = 1,2, -+ n. (2.32)
Z této rovnice dale vyplyva, ze

Un(t + NT) = prom(t), (2.33)
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z Y7z

kde N znaci celé Cislo. Poté kdyZ t — oo (tj. N — 00),

U (t) — 0 pokud ||pn|| < 1,

2.34
Um(t) — oo pokud ||py,|| > 1. (2-34)

Pokud je p,, = 1, v, (t) je periodické s periodou 7" a pokud je p,, = —1, vy, (t)
ma periodu rovnou 27'. Pfipad, kde nejsou Floquetovy multiplikdtory odlisné, je
popsan v [2].

Je dileZité poznamenat, Ze jeden z Floquetovych multiplikatoru prisluSejici
periodickému reSeni Z(¢) autonomniho systému napf. rovnici(2.15) je vidy
jednotkovy. Toto tvrzeni Ize dokdzat nasledovné. JelikoZ je (2.15) autonomni, tak
pokud je z(t) feSenim, tak i z(¢ +7) pro libovolné 7 je feSenim. Poté jestlize Zy(t)
je periodické feSeni, pak Zo(t + 7) je téZ periodickym feSenim. Necht’ je

y(t) = Zo(t + 1) — Zo(t). (2.35)

Poté dovodime, Ze
¥(0) = Zo(r) — Zo(0) (2.36)

je pocate¢ni perturbace podél orbity periodického feseni Zg(t). Z rovnice (2.35)
pak déle plyne

y(t+NT)=Zo(t + NI +71)—Zo(t+ NT)

Tudiz,

y(t+ NT)=y(t). (2.38)
Proto pro libovolné celé ¢islo N je Floquetiv multiplikator piislusejici této pertu-
rbaci jednotkovy, a tedy perturbace podél te¢ného sméru k periodické orbité ne-
roste ani nezanikd. Na Obr. 2.17 zobrazujeme rovinnou projekci orbity periodic-
kého feseni Zy(t) z (2.15) adva body ¢ = Z((0) a d = Z(7) na této orbité. Kvili
periodicité Z(t) se z poCate¢nich bodt ¢ a d opét vratime do bodt c a d za Cas NT
pro libovolné celé ¢islo N. V dusledku toho vzdalenost mezi t€émito body zlstava
neménnd po libovolnych N period oscilaci. Periodické feSeni rovnice (2.15) je
hyperbolicky perodickym reSenim, pokud pouze jeden Floquetiv multiplikdtor
je umistén na jednotkové kruznici v komplexni rovinné. Hyperbolické periodické
feSeni je bud’ stabilni, nebo nestabilni. Z rovnice (2.33) vyvozujeme, Ze hyper-
bolické periodické feseni je asymptoticky stabilni, jestliZze nejsou Zadné Floque-
tovy multiplikdtory mimo jednotkovou kruZnici. Ve vSech smérech, které nejsou
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Obrazek 2.17: Rovinnd projekce uzaviené orbity n-rozmérného autonomniho systému.
Dva blizké body na orbité jsou oznacleny c a d.

teCné k asymptoticky stabilni orbité, jsou sousedni orbity pfitahovany k perio-
dické orbité. Proto se toto feSeni nazyva stabilni limitni cyklus nebo periodicky
atraktor. Hyperbolické periodické feSeni je nestabilni, jestliZze jeden nebo vice
Floquetovych multiplikdtorti lezi mimo jednotkovou kruznici. V tomto piipadé,
pokud vSechny Floquetovy multiplikdtory (vyjma jednotkového) leZi mimo jed-
notkovou kruznici, pak vSechny sousedni trajektorie periodického feSeni jsou od
néj odpuzovany v kladnych Casech. Proto je toto feSeni nazyvano nestabilni li-
mitni cyklus nebo periodicky repelent. KdyZ nékteré z Floquetovych multipli-
katord, spojenych s nestabilnim hyperbolickym feSenim, lezi uvniti jednotkové
kruZnice, pak se periodické feSeni nazyva nestabilni limitni cyklus sedlového
typu.

Pokud dva nebo vice Floquetovych multiplikatort lezi na jednotkové kruz-
nici, periodické feseni se poté nazyva nehyperbolické periodické reSeni. Nehy-
perbolické periodické feSeni je nestabilni, jestlize jeden nebo vice Floquetovych
multiplikatort lezi mimo jednotkovou kruznici. Pokud zZadny z Floquetovych mul-
tiplikatort nelezi mimo jednotkovou kruznici, je nutné ucinit nelinedrni analyzu
pro urceni stability nehyperbolického periodického feSeni. Pfi nelinedrni analyze
je tfeba zachovat Cleny vyssiho fadu v (2.17).

Neautonomni systémy
Budeme se zabyvat stabilitou periodického fesSeni neautonomniho systému
z="1(t,z,pn), (2.39)

kde z € R", ¢t € R', u € R™ a f je periodick4 funkce. Stejnym zpiisobem jako
u autonomnich systémil je periodické feSeni rovnice (2.39) v bodé p = p, zna-
¢eno Zo(t) a md periodu 7'. Tato perioda souvisi s periodou f. Poté je perturbace
y(t) pfenesena na Zg a ziskame

2(t) = Zo(t) + y(t). (2.40)
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Dosadime-li rovnici (2.40) do (2.39) s pfedpokladem, Ze je f dostate¢né hladka (tj.
C?) a f rozvineme v Taylorovu fadu v bod& Z se zachovdnim pouze linearnich
¢lend u perturbace, dostaneme rovnici

Y = Df(t, Zo, o)y + O(|ly[|*) nebo y =~ A(t, o)y, (2.41)

kde A je matice prvnich parcidlnich derivaci f. Tato matice je periodicka v Case
s periodou 7. V souladu s dfive popsanym postupem pouZijeme Floquetovu teorii
pro feSeni (2.41) a ur¢ime matici monodromie spojenou s periodickym feSenim
(2.39).

Vlastni ¢isla matice monodromie pak poskytuji informaci o stabilité periodic-
kého feseni. Na rozdil od autonomniho piipadu, pro ktery je jeden z Floquetovych
multiplikatoti vzdy roven jedné, v neautonomnim piipadé takova podminka spl-
néna neni. Pokud Zadny z Floquetovych multiplikatorti neleZi na jednotkové kruz-
nici, nazyva se periodické feseni hyperbolické. V opacném piipadé se nazyva
nehyperbolické. Jestlize vSech n Floquetovych multiplikatort lezi uvnitf jednot-
kové kruznice, pak je prislusné feSeni asymptoticky stabilni a nazyva se stabilni
limitni cyklus nebo periodicky atraktor. Pokud je alespon jeden z Floquetovych
multiplikatord mimo jednotkovy kruh, je pfislusné feseni nestabilni. Pokud jsou
vSechny Floquetovy multiplikatory mimo jednotkovy kruh, nazyva se periodické
feSeni repelent. Pokud jsou nékteré (ale ne vSechny) Floquetovy multiplikéatory
mimo jednotkovou kruZnici, je periodické feSeni sedlového typu. Pokud zadny
z Floquetovych multiplikatorti spojenych s nehyperbolickym fesenim (2.39) ne-
lezi mimo jednotkovou kruZnici, je k urCenf stability nutnd nelinearni analyza.
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Kapitola 3

Numericka analyza dynamickych
systému

V této kapitole budou predstaveny numerické metody, které jsou vhondé pro hle-
dani periodickych odezev dynamickych systémil popsanych soustavou obycej-
nych diferencidlnich rovnic druhého fddu ve tvaru

M4(t) + B4(t) + Ka(t) + fu(q, 4, 1) = fen(t), (3.1)

kde M, B, K € R™*" jsou konstantni matice hmotnosti, tltumeni a tuhosti v tomto
poradi, n je pocet stupnil volnosti, q je vektor zobecnénych vychylek a f,,; spolu
s f.. jsou zobecnéné nelinedrni a budici sily. Rovnice (3.1) vyjadfuje dynamic-
kou rovnovéahu linedrnich a nelinedrnich sil na levé strané a budicich sil na pravé
strané. Systémy popsané rovnici (3.1) lze pfevaZzné najit v oblasti dynamiky roto-
rovych soustav. Jedna se tak o matematické modely hiidelt, poddajnych nosnikd,
diskt, ozubenych kol, lopatek parnich turbin apod.
Rezidum r(t, q, q, ) rovnice (3.1) je pak

r(t, 4,4, d) = fin + fu(q, 4, t) — L (t) = 0. (3.2)

Prvni ¢ést je vénovana velmi rozsifené metodé k analyze dynamickych sys-
témi, numerické integraci pocdtecnich iiloh. Jedna se o nejobecnéjsi a nejrozsi-
fenéjs$i metodu, kterou lze pouZit pro numerickou analyzu obecnych feSeni libo-
volného dynamického systému. Metoda numerické integrace vyzaduje, aby byl
feSeny model preveden do stavového prostoru. Pfevedenim rovnice (3.1) do sta-
vového prostoru prejde tato rovnice v ndsledovny tvar

. |19] _ q _
2= M - [Ml (Fualt) — B~ Ka — fu(a,q,1))| — L= #)- G
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3.1. NUMERICKA INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

Rezidum r(t, z, z) rovnice (3.3) je pak
r(t,z,z) =2z—f(t,z,n) = 0. (3.4)

Dile je predstavena metoda strelby, kterd prevadi okrajové ulohy na tdlohy poca-
teCni a jejim specidlnim piipadem je hleddni periodickych feSeni. Posledni Cast
se zabyva metodou harmonické rovnovdhy, ktera je vyhradné navrzena pro hle-
dani periodickych feSeni spojitych dynamickych systémi a tvoii zakladni ndstroj
této prace ke zkoumani nelinedrnich systémil. Zminéné metody lze tak rozdélit
nasledovné

* Numerické integraci po¢dtecnich dloh - Obecnd analyza (pfechodové, peri-
odické, kvazi-periodické, chaotické feseni).

* Metoda stielby - Analyza okrajovych uloh, specidlné periodicka feseni.

* Metoda harmonické rovnovahy - Vyhradné pro analyzu periodickych fe-
Seni.

3.1 Numericka integrace pohybovych rovnic

Znacnd mnoZina obycejnych diferencidlnich rovnic popisujici spojité dynamické
systémy nema jednoduchou strukturu. Dospét tak k presnému analytickému fe-
Seni té€chto rovnic, které maji ¢asto ptivod v praktickych ulohach, je bud’ znané
komplikované nebo neuskutecnitelné. JelikoZ nds feSeni mnoha takovych rovnic
zajima, at’ uz praktickych ¢i vyzkumnych diivodu, je nutné hledat feSeni priblizné.
Oblast numerické matematiky poskytuje velmi robustni nastroj pro ziskdni pfi-
bliznych feseni komplikovanych systému zvany numerickd integrace pocdtecnich
tiloh.

Uvazujme fyzikélni kyvadlo, které ma na svém konci upevnén permanentni
magnet a je zasazeno do radmu, kterému byl pfedepsan harmonicky pohyb ve vo-
dorovné rovin€. Do rdmu jsou téZ zasazeny dva dalSi magnety, se kterymi konec
kyvadla s magnetem interaguje po obvodu své drahy. Matematicky model tohoto
systému je vyjddren jedinou nelinedrni obycejnou diferencidlni rovnici [9]. Dy-
namickd odezva takového systému byla ziskdna pravé vyuZitim numerické in-
tegrace prislusné pohybové rovnice. Na Obr. 3.1 je zobrazeno feSeni ve fazové
(vlevo) a ¢asové (vpravo) roviné, pro zvolenou frekvenci buzeni 2. V tomto pfi-
padé vykazuje systém chaotickou odezvu. Tato odezva ma zna¢né ndhodily cha-
rakter, ktery nelze postihnout standartnimi analytickymi metodami. Numericka
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3.1. NUMERICKA INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

B ,! Mm wuwu “

Z t

Obrazek 3.1: Zobrazeni trajektorii bistabilntho kyvadla se tfemi magnety [9] pro
Q) = 14 rad/s ve fazové roviné (vlevo) a v Casové roviné (vpravo).

integrace pocdteCnich uloh je tak velmi uZiteCny ndstroj pro studium prechodo-
vych ¢i chaotickych odezev. Tato price se vSak zaméfena na hleddni periodickych
odezev nelineranich dynamickych systému. A tak je zde na numerickou integraci
nahliZeno jako na verifikacni néstroj pro ostatni metody, diky jeji vysoké robust-
nosti, nebo jako na metodu pomocnou, jak bude uvedeno v kapitole 3.2. V této
Casti je predstavena Eulerova metoda, jelikoZ jsou na ni dobfe ndzorné principy,
na kterych jsou zaloZeny i numericky robustnéj$i metody. Poté jsou predstaveny
metody typu Runge-Kutta, které byvaji velmi Casto implementovany v komerc-
nich softwarech. Pravé na zdkladé Runge-Kutta metod jsou ziskany zobrazované
vysledky v kapitole 4.

3.1.1 Eulerova metoda

e

Nejjednodussi numerickou metodou pro feSeni pocatecnich tloh je Eulerova me-
toda. Divodem jejitho predstaveni v této praci je, Ze obsahuje mnoho principt,
které jsou pak dale uplatnény v numerickych schématech dal$ich, robustnéjsich
a numericky presné€jsich metod.

UvaZujme pocdtecni ulohu pro obycejnou diferencidlni rovnici s ptisluSnou
pocatecni podminkou ve tvaru

Z(t) = f(t, Z(t)), to <t <b

35
Z(to) - Zo, ( )

kde Z(t) je pfesné feSeni pocdte¢ni dlohy. Numerické metody pro feSeni rovnice
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3.1. NUMERICKA INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

(3.5) hledaji priblizné feSeni z(t) v diskrétnich bodech
to <ty <tg<---<ty<h. (3.6)
Pro jednoduchost budeme zde uvazovat ekvidistantni body
t,=to+nh, n=01,..., N (3.7)
Zavedeme nasledujici notaci, pfiblizné feSeni bude znaceno z() a
2(ty) =2z, n=0,1,...,N. (3.8)
K ziskan{ priblizného feseni z(¢) v bodech z (¢, b) jinych nez v (3.6) je tieba uziti

iterpolacnich metod. Zde tento problém nebude uvaZovéin. Pokud by ¢tenafe zaji-
malo jak by se v takovém pfipadé postupovalo mizeme doporudit tuto literaturu

[13].

Definice Eulerovy metody

K odvozeni Eulerovy metody vyjdéme z nasledujici axproximace derivace [10]

Z(t) = —[Z(t+h)— Z(t)]. (3.9)

> =

Ta se nazyva doprednou diferenci. Pokud ji pouZijeme v pocdtecni dloze rovnice
(3.5)procast=t,

Z(tn) = f(t, Z(ts)), (3.10)
ziskdme
1
— 14 (tny1) — Z(tn)] =f(tn, Z(tn
o Zltns) = Z(ta)] 2 b, Z(12)) o)
Z(tnsr) =Z(t,) + hf(tn, Z(tn)).
Eulerovu metoda je pak definovédna
Zni1 = 2n Fhf(tn,2,), 0 <n < N —1. (3.12)

Pro pocatecni odhad pouZijeme zy = Z; nebo blizkou aproximaci Z,. Rovnice
(3.12) urcuje vypocet posloupnosti z1, 29, . . ., 2, v tomto poradi. Toto je typické
pro vétSinu numerickych metod pro pocatecni ulohy.
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3.1. NUMERICKA INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

N

-

Z(tn) Z(tn+1) = Z(tn) + hf(tniz(tn))

» t

t:n tn+1

Obrazek 3.2: Grafické znadzornéni Eulerovy metody.

Eulerovu metodu je mozné zndzornit geometricky, jak je patrné na Obr. 3.2.
Modra piimka je te¢na k funkci y = z(t) v bodé ¢,, a ma smérnici

Z(tn) = ftn, Z(t,)). (3.13)

Touto te¢nou tak aproximujeme kiivku okolo bodu (¢, Z(t,)) a hodnota smér-
nice teény v bodé€ ¢, je pak dand vztahem (3.12). Eulerova metoda je tak me-
todou prvniho fddu vzhledem k uvazovaném tadu aproximace (3.9). Zaroven se
jednd o jedno krokovou metodu, kterd vypocitava nasledujici bod pouze ze smér-
nice teCny prechoziho bodu. K zaruceni konvergence této metody je tieba velmi
jemny krok [10], proto se v praxi Castéji vyuziva k Casové nez k prostorové dis-
kretizaci. Ilustrace numerické presnosti této metody na vhodnych piikladech lze
najit v [10].

Eulerova metoda pro soustavy rovnic

Jak jiz bylo predstaveno v kapitole 2.1.3, vSechny obycejné diferencidlni rovnice
vyssich fadu Ize prevést na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho
radu.

Pocatecni uloha pro soustavu m diferencidlnich rovnic mé nésledovny obecny
tvar

Z\(t) = fi(t, Z1(t), 22(1), . ... Zw(1),  Zi(to) = Zo,

7
Zo(t) = folt, Zy(t), Zo(t), ..., Zm(t)), Za(te) = Zayp,
(3.14)

Z(t) = fult, Z1(t), Zo(1), .o, Zon(t)),  Zn(to) = Zimo-
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Hledanymi funkcemi jsou Z;(t), Z(t), ..., Zn(t) na libovolném intervalu ¢, <

t < b. Pro snaz$i pocitaCovou implementaci je vhodné prevést soustavu rovnic
(3.14) do vektorového tvaru

Zy(t) Z1,0 h(t, 21,2y, ..., Zy,)

Zy(t) Za.0 fo(t, 24, Zs, ..., Zyy,)

 f(t,z) = . (3.15)

Zm(t) Zm,O fm(t7217Z27"'aZm)
kde Z = [Zy, Zs, ..., Zy)T. Poté lze soustavu rovnic (3.14) piepsat do tvaru
Z(t) = £(t, Z(t)), Z(to) = Zo. (3.16)

Rovnice (3.16) je tak ve stejném tvaru jako pocatecni dloha (3.5), pro kterou jsme
odvodili Eulerovu metodu a plati pro ni v§echny kroky ve vektorovém smyslu.

3.1.2 Metody typu Runge-Kutta

U Eulerovy metody jsme hledali aproximace Z(t,11) ve tvaru
Z(tni1) = Z(t,) + hZ(ty), (3.17)

coz lze chapat jako prvni dva Cleny Taylorova rozvoje dané funkce v bodé ¢,,.
Pokud bychom chtéli Eulerovu metodu zpfesnit, je prirozené uvazovat Taylorovy
aproximace vys$$ich fadd. Tato uvaha vede k vzniku rodiny metod, které se na-
zyvaji Taylorovy metody v zévislosti na fadu pouzité Taylorovy aproximace, vice
zde [10].

Pro odvozeni Taylorovy metody potfebujeme derivace vysSich fadl presného
feSeni a jejich ziskdni mizZe byt velmi ¢asové naro¢né. Abychom se vyhnuli nut-
nosti pocitat derivace vyssich radu, je mozné pouzit metody typu Runge-Kutta. Ty
vyhodnocuji f(¢, z) ve vice bodech, pficemz se snazi zachovat piesnost Taylorovy
aproximace. Takovéto metody se pomérné snadno implementuji a patii tak k nej-
vice roz$ifenym metoddm feSeni pocateCnich dloh. Zde odvodime Runge-Kutta
metody druhého fadu. Samoziejmé jde odvodit i metody vysSich fadu, ale pro ty
odkazeme do podrobné;jsi literatury [10].

Runge-Kutta metody maji obecny tvar

Zne1 = Zn + hE(ty, 2 h), n >0, zy= Z. (3.18)
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3.1. NUMERICKA INTEGRACE POHYBOVYCH ROVNIC

Clen F (tn, zn; h) je mozné chépat jako ,,primérny sklon* feSeni na intervalu
(tn,tns1). Pro metody druhého tak fadu obecné volime volime

F(t,z;h) = bif(t,z) + baf (t,2) + baf (t + ah, z + Bhf(t, 2)). (3.19)

Konstanty «, 3, by, by uréime tim, Ze dosadime presné feSeni Z(t) do (3.18), a tak
bude chyba kraceni Taylorovy fady

To1(Z) = Z(tn1) — [Z(tn) + W (tn, Z(t,); h)] (3.20)

vyhovovat
T,1(Z) = O(R?), (3.21)

jako by bylo v pfipadé Taylorovy metody pro druhy fad [10].

K nalezeni rovnic pro ureni konstant uzijeme Taylordv rozvoj pro vypocet
chyby kraceni T}, 1(Z). Clen f(t + ah, z+ Shf(t, z)) nejdiive rozvineme s ohle-
dem na druhy argument okolo z. Poznamenejme, Ze potiebujeme zbytek O(h?)

ft+ah,z+Bhf(t,2)) = f(t+ah,2)+ f.(t+ah, 2)Bhf(y, 2)+O(h?). (3.22)
Poté tyto ¢leny rozvineme vzhledem k proménné ¢ a ziskdme tak
f(t,2) + baof (t+ ah, 2+ Bf(t,2)) = [+ frah + f.Bhf + O(R%), (3.23)

kde jsou vSechny funkce vyhodnocené v bodé (, z). Dale plati

Z=fi+ I.f (3.24)
Tudiz
. h2.
Z(t+h)=Z+hZ+—7Z+O(h°)
3 (3.25)
=Z+0f+ S (fe+ fof) + o).
A tedy

Toi1(Z)=Z(t+h)—[Z(t)+ hF(t, Z(t); h)]
= 7+ hf+ WS+ 1)
— [Z 4 hbif + boh(f + ahf, + Bhf.f)] + O(h?)
= h(1 = by = ba)f + 3B ((1 = 2050) o+ (1= 25 . f] + O(HY).
(3.26)
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PoZzadavek definovany v (3.21) implikuje, Ze koeficienty musi vyhovovat soustavé

1— b1 - b2 — 0,
{1 — 2bya = 0, (3.27)
1 — 25,3 = 0.
Poté
b£0, by =1—by, a:ﬁ:i. (3.28)
2by

Tim ziskdme celou rodinu Runge-Kutta metod druhého fadu, kterd zavisi na volbé
b. Koeficient s je Casto volen jako by = %, % nebo 1.
Pokud zvolime b = % ziskame tzv. Heunovu metodu, jez mé tvar

h
Cislo z, + hf(t,, z,) je Eulerovym feSenim v bodé ¢,,. Pokud toto pouZijeme,
dostaneme aproximaci derivace v bodé ¢, ve tvaru

f(tn+1> Zn + hf(tna Zn)) (330)

Tento vyraz a sklon f(t,, z,) jsou poté dile primérovéany, abychom tak ziskali

/66

,pramérny* sklon fesen{ na intervalu (t,,, t,,41). CimzZ ziskame

Flt, 5 h) = ;[f(tn, ) Flbn 4 Bz 4 W (t20))]. (3.31)

To je déle pouZito k predpovédi 2,1 z z, v rovnici (3.29). Tato definice je znazor-
néna na Obr. 3.3 pro F'(t, Z(t); h) jakoZto ,,primérny“ sklon Z na intervalu (¢, t+
h). Metody typu Runge-Kutta jsou tak vicekrokové numerické metody. Oproti
Eulerové metodé jsou metody typu Runge-Kutta presnéjsi diky mensi chybé zkra-
ceni Taylorovy fady, avSak tato vlastnost zdvisi na uvazovanych systémech, po-
¢ateCnich podminkach a zvolené siti bodi [10]. Metody typu Runge-Kutta lze
snadno zkombinovat s adaptivnim fizenim integracniho kroku, které upravuje ve-
likost kroku béhem procesu integrace, coZ umoznuje témto metoddm dosédhnou
a prizptisobivosti jsou Runge-Kutta metody staly ¢asto implementovany ve vypo-
cetnim softwaru. Konkrétné ve vypoctovém prostiedi MATLAB jsou implemen-
tovany numerické reSice obycejnych diferencidlnich rovnic, které jsou zaloZené na
metodach Runge-Kutta ¢tvrtého fadu [ 1], [12]. UZitim téchto fesicl jsou ziskana
periodicka feSeni nelindrnich systémii predstavené v kapitole 4.
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N

Ly Ls z(t)

| 2ty = 2(6) + heCe, 2())

' i
t t+h

» t

Obrazek 3.3: Grafickd reprezentace Runge-Kutta metody (3.29). Sklon L; je roven
f(t,Z(t)), Laje f(t+ h,Z(t) + hf(t,Z(t))) a Ls a Ly jsou pramérem F'(t, Z(t); h).

Jak jiz bylo feceno, numerickd integrace pocdtecnich dloh generuje posloup-
nost feSeni z,, v dikrétnich bodech v itervalu (tq, b). Pokud chceme provést ana-
lyzu ustélené odezvy zkoumaného systému, je nutné vypocitat celou pfechodovou
odezvu, a to miZe byt v mnoha pripadech casové naro¢né. Uvazujme systém [9],
jehoz chaoticka odezva byla predstavena na Obr. 3.1.

251

251

Obréizek 3.4: Celkové odezva vice stabilniho kyvadla se tfemi magnety [9] v ¢asové ob-
lasti pro 2 = 5 rad/s.

Pro jinou hodnotu frekvence buzeni €2 obdrzime periodické kmity systému az
po odeznéni prechodové odezvy, ktera trva zhruba 12 sekund, viz Obr. 3.4. Jak je
patrné na Obr. 3.4, tato pfechodova odezva mé skoro nahodily charakter, a tak je
jeji ziskani vypocetné narocné jelikoz fesi¢ musi prubézné ménit délku kroku h.
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s vz

V nasledujici ¢asti budou predstaveny numerické metody, které jsou pfimo uréené
pro nalezeni a analyzu ustilené odezvy.

3.2 Metoda strelby

Metoda stielby, nékdy také nazyvana balistickd metoda, je Casto pouZivanou me-
todou pro hleddni periodickych reSeni. Je zaloZend na prevodu okrajové ulohy
pro obycejné diferencidlni rovnice na ekvivalentni pocatecni tlohu, kterou pak
1ze tesit pomoci standartnich numerickych metod napf. numerické integrace, viz
kapitola 3.1.

Pti feSeni pocatecni ulohy pomoci metody numerické integrace, je integrace
provedena na pfedem definovaném Casovém intervalu bez ohledu na konkrétni
vlastnostni feSeni - napft. periodicita. Pro okrajové ulohy vSak takovyto postup
neexistuje. Pokud je cilem nalezeni periodického feSeni s pfedem nezndmou pe-
riodou 7', ktera se v pripadé nelinedrnich systémua muze lisit od frekvence buzeni
fozs 1ze vyuzit metody stfelby.

Nazev této metody je odvozen z analogie se stielbou na cil. Na Obr. 3.5 je ana-
logicky zndzornén princip metody stielby. Po vystieleni na cil pozorujeme kam
tento vystrel dopadl a z informace o dopadu vyhodnotime chybu. Z této chyby
pak upravime zamiteni s nadéji, Ze dalsi vystfel zasdhne cil. Tento d¢€j je opako-

y
A

Obrazek 3.5: Znazornéni principu metoda strelby.
van, dokud se opravdu netrefime a Cas potfebny pro dopad objektu odpovida hle-

dané periodé feSeni okrajové ulohy. Jak je patrné z tého analogie, metoda stielby je
iterativni metodou. Periodicka feSeni okrajové tlohy jsou ur€ena touto soustavou
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rovnic

r(z(0)) = z(T) — z(0) = 0, (3.32)

kde r znadi reziduum soustavy a nezndimymi jsou pocéteéni hodnoty z(0) na za-
¢atku periody. Hodnoty na konci periody z(7") jsou uréeny numerickou integraci
rovnice (3.3). Nasim cilem je tak najit zamifeni definované pozici q(0) a rychlosti
q(0) ve fazovém prostoru k zasazeni cile q(7") = q(0), q(7') = §(0) po urcité
dobé T'. Neboli najit pocatecni podminku z(0) = n afeSeni z(t, i, 17) s minimaln{
periodou 7' takovou, Ze

z(T,m) =n. (3.33)

Né&kolik vybranych iteraci hledani periodického feseni metodou je zndzornéno ve
fazové roviné na Obr. 3.6. Po¢inaje bodem z(0) = 7 jsou stavové veli¢iny po

(€Y) 2

dq <\F dq

q q

3
® a(T)|_[a(0)
q(T)] a(0)

(C))

dq dq

q q
Obrézek 3.6: Demonstrace jednotlivych iteraci metody stfelby ve fazové roviné pro nale-

zeni periodického feseni dynamického systému.

uplynuti jedné periody uréeny numerickou integraci. Prvni ,,vystfel* nedopadl na
cil, tj. rozdil mezi pocateCnimi a koncovymi hodnotami (reziduum soustavy alge-
braickych rovnic r(z(0)) je nenulovy. Pocate¢ni odhad je tak nepfesny a potiebuje
,korekci“. Této korekce je dosazeno pomoci Newton-Raphson metody, ktera je
popsédna nize. Hleddme

m=n—-mn, a T =T-—"1T, (3.34)
takové, ze rovnice (3.33) je splnéna do urcité zadané tolerance, tedy

z(To + 6T, my + dm) — (ny + dn) =~ 0. (3.35)
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Rozvinutim rovnice (3.35) v Taylorovu fadu a ponechdnim pouze linedrnich ¢lent
pro 0n a T’ dostaneme

0z

%(T()’ T’O) -1

0z

on + 87(To, 10)0T = 1o — z(To, M), (3.36)

kde 0z/0n € R™", 1 € R™ " a znadi jednotkovou matici a 9z/0T € R"*!,
Z rovnice (2.1) plyne

92 T ) = £(2(To, 1), 1)

oT (3.37)
= f(Z(O, 770)7 IJ’) = f("’?m II’)
Rovnici (3.35) zderivujeme podle 1 a ziskame
d [0z oq
— | =— ) = D,f(z,p)—. 3.38
dt (877) (= m@n (3.38)
Diéle je potieba zderivovat i pocateéni podminku z(0) = 7 podle 1 coz vede na
0z
—(0) =1L 3.39
5 (0 (339

Po urceni z lze fesit linedrni pocéteéni dlohu (3.38) a (3.39) na intervalu (0, Tp)
a vyhodnotit 0z/0n v bodé (n,, Ty). Misto feSeni (2.1) s podminkou z(0) = n,,
uloZenim feSeni z(¢) pro 0 < t < Ty a ndsledného feSeni (3.38) a (3.39) muzeme
fesit obé tlohy soucasné, ¢imz ziskame z(t, n,) a dz/0n(1y, n,) najednou.
Metoda stielby vSak nezarucuje, Ze vypoctend perioda 71" je zaroven periodou
minimélni. Je tomu tak proto, Ze tato metoda neobsahuje Zadnou podminku, ktera
by omezovala, aby perioda 7" byla minimalni periodou. Abychom zkontrolovali,
zda je vypocCtend perioda minimdlni, nebo ne, ovéfime, zda z(1'/n) = z(0), kde

7z Y

n je zde mysleno jako libovolné celé Cislo.

Obecné je metoda stfelby citlivéjs$i na pocatecni podminky nez metoda nu-
merické integrace. Citlivost metody stielby se projevuje zejména tehdy, kdyz je
hledané periodické feseni velmi nestabilni. V disledku zaokrouhlovacich a apro-
ximacnich chyb je pravdépodobné, Ze se od nestabilniho periodického feseni od-
chylime, i kdyZz jsou pocate¢ni podminky presné zadany. Metoda stielby je velmi
ucinnd v pripad€ hledani stabilnich feseni ¢i nestabilnich feSeni, které se kvalita-
tivné prili$ nelisi od stabilnich feSeni. DileZitou skute¢nosti na metodé strelby je,
Ze jejim vedlejSim produktem je matice monodromie

0z

o= () (3.40)
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tudiz pfi pouZiti této metody mame rovnou informaci o stabilit€ periodického re-
Seni. Tato informace je ziskdna vypoctenim vlastnich ¢isel zminéné matice mo-
nodromie ® jak bylo predesilano v kapitole 2.2.1. Podrobny dikaz této skutec-
nosti Ize najit v [2].

3.3 Metoda harmonické rovnovahy

Zékladni mySlenka metody harmonické rovnovidhy (HBM) je prosta. Periodické
feSeni soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic lze reprezentovat Fouriero-
vou radou, ktera je ddna nekone¢nym souctem harmonickych funkci [5]. Pojmu
,harmonicka funkce* v této prici rozumime sinusové nebo kosinusové funkci
s moznym fadzovym posunem a libovolnymi koeficienty. V piipadé reprezentaci
nekonecnou fadou bychom ziskali presné feSeni, ale museli bychom postupovat
analytickymi metodami. Pro ziskani p7ibliZného teSeni je nutné Fourierovu fadu
uvazovat ve zkraceném tvaru, tj. pouze prvnich H ¢lent této fady. Takto uvazo-
vana zkridcend tada se stane odhadem periodického feseni soustavy obycejnych
diferenciélnich rovnic. Pokud tento odhad dosadime zpét do soustavy, neni tato
soustava splnéna presné. Tento rozdil nazyvame reziduem r. Metoda harmonické
rovnovahy pozZaduje nulovost rezidua, vzhledem k nezndmym koeficientim uva-
Zzovaného rozvoje hledaného periodického feSeni. Z této podminky pak vyply-
vaji podminky pro ureni danych koeficientli. Ziskame tak soustavu algebraic-
kych rovnic vzhledem k neznamym Fourierovym koeficientim aproximace. Toto
je zédkladni mySlenka metody harmonické rovnovahy. Tuto metodu lze tedy zara-
dit mezi metody vdZenych rezidui. V ptipadé metody harmonické rovnovahy jsou
bazové i vahové funkce tvoreny harmonickymi funkcemi. Pfedstavme si nejdiive
tuto metodu na zndmém piikladu Duffingova oscilatoru.

3.3.1 Priklad: Duffinguv oscilator

Georg Duffing byl jeden z prvnich, ktery studoval vlastnosti oscildtoru, ktery zo-
hledniuje nelinearni charakter pruzné vazby. V roce 1918 publikoval svou praci
[1], kde sestavil rovnici (3.41) jakoZto prosty model vibraci motoru, ktery dale
ovéroval na experimentdlnim zafizeni. V dnes$ni dobé je na Duffingliv oscilator
nahliZzeno jako na ikonicky oscildtor nelinedrni dynamiky. Tento oscildtor miize
byt interpretovdn jako kmitavd soustava o jednom stupni volnosti s pfipojenou
kubickou vazbou, na kterou miiZe byt nahliZeno jako na elastickou pruZzinu, je-
jiz vratna sila zdvisi na tfeti mocniné jejiho prodlouZeni. Obycejné diferencidlni
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rovnice popisujici takovyto systém ma nasledovny tvar
md +bg +k g+ vq* = P cosQt, (3.41)

kde ¢ = ¢(t) vyjadfuje vychylku z rovnovazné polohy, m zna¢i hmotnost, k je
tuhost linedrni pruZiny , b a v vyjadfuji intenzitu viskozniho tlumeni a konstantu
nelinearity, P a €2 jsou pak amplituda a dhlovéa frekvence harmonické budici sily.
V linedrnim piipadé (v = 0) je obecné feSeni rovnice (3.41) souctem homogen-

Pcos(Qt)
Y q 3
/
; b m
A k
7 QO O O

Obrazek 3.7: Oscilator s jednim stupném volnosti popsan Duffingovou rovnici (3.41).

niho feSeni, tedy pfechodové odezvy a partikularniho feseni, tedy ustdlené har-
monické odezvy s thlovou frekvenci 2. Pro b > 0 systém disipuje energii a pre-
chodovéa odezva po urcitém Case vymizi. Systém tak dospéje do ustdlené odezvy,
ktera je nezdvisla na pocateCnich podminkéch.

V nelinedrnim piipadé (v # 0) jiz superpozice prfechodové a ustdlené odezvy
neplati. Pfesto pro b > 0 zptlisobuje disipace energie systému utlum prechodové
odezvy a je ponechdna pouze ustdlend odezva (vznik limitniho cyklu viz kapitola
2.1). Pro nenulové buzeni (P # 0) je nelinedrni ustdlend odezva obvykle perio-
dicka. Obecné muze harmonicky buzeny disipativni nelinearni dynamicky systém
dosdhnout periodickych, kvaziperiodickych a chaotickych limitnich cykli. Vice
limitnich cykli miiZe existovat soucasné, a to, kterého z nich bude dosazeno, za-
visi na pocateCnich hodnotich (na rozdil od linearniho ptipadu). V nésledujici
Casti je pomoci metody harmonické rovnovahy aproximovédno periodické feSeni
q(t+T) = q(t) s periodou T' > 0 rovnice (3.41).

Aproximace reseni pomoci metody harmonické rovnovahy

Jak jiz bylo zminéno, metoda harmonické rovnovahy je zaloZena na aproximaci
periodickych feSeni ve formé zkracené Fourierovy rady. Pro zjednoduSeni uva-
Zujme nejprve odhad feSeni ¢y (t) ~ ¢(t) v ndsledujicim tvaru, ktery zohlediiuje
pouze prvni harmonickou slozku Fourierovy fady

2
Gh(t) = Gocos Ot + GosinQt, T = % (3.42)
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kde ¢. a ¢ znaci koeficienty kosinovych a sinovych sloZek Fourierovy fady. Vyraz
s frekvenci €2 se nazyva zdkladni harmonickd, ty s celoCiselnymi ndsobky nf)
s n > 2 se nazyvaji vyssi harmonické a konstantni ¢len, ktery zde neni uvazovan,
se nazyva nultd harmonickd.

Hledanymi Fourierovymi koeficienty v rovnici (3.42) jsou ¢, a ¢s. Perioda T’
odhadu g5(t), gn(t + T) = qn(t), je zde stejnd jako perioda buzeni T = 27,
protoze predpokladdme, Ze odezva bude frekvencné synchronizovana se zadanym
buzenim soustavy. Tvar odhadu feSeni v (3.42) odpovida presnému partikularnimu
feSeni této rovnice, pokud je zanedban vliv nelinedrnich elastickych sil (v = 0).

Abychom mohli dosadit odhad do rovnice (3.41), je tieba urcit derivace ¢y

a éjh(t)

qn(t) = 44, cos Qt + g5 sin Qi
Gn(t) = —4.Qsin Qt + g5 cos Qt, (3.43)
n(t) = — G2 cos Qt — §,Q% sin Q.

Nelinedrni ¢len ¢ je vhodné rozepsat

¢y = (Gecos Qt + g5 sin Qt)?
= @’ cos® Ot + 3¢, cos® Qt sin Q-+

+ ?;Qcéfcosﬁt sin? Qt + qi,;sin3 Ot (3.44)
= (@ + 4c?) cos Ot + 7(@ + ¢4 sin Qi+
+ (...) cos 3Qt + (...) sin 3Q.

K ziskani vysledného tvaru (3.44) byly pouZity vzorce trigonometrické identity.
Dosazenim (3.43) a (3.44) do rovnice (3.41) a sdruzenim koeficientti u cos(2t),
sin(Qt), cos(3§2t) a sin(3Q¢t) dostaneme

3
(1= 920+ 0t + {1(8 + 4ed?) — P) cos Q1+

3
+ (=90, = Q4+ @ +24) ) sin e+ (349

+ (...) cos 3Qt + (...) sin 3Q2t = 0.

Dile jsou uvaZzované pouze harmonické obsazené v odhadu. Zde tedy zohlediu-
jeme pouze Cleny s frekvenci 2 a zanedbavame Cleny s frekvenci 3(2 v rovnici
(3.45). Rovnovaha harmonickych je splnéna tim, Ze soucet koeficientd u ¢lent
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cos(2t) a sin(2t) je roven nule. Coz vede k rovnicim

re(es @) = (1= e+ COGs + 77(@2 + 4e47) — P =0, (3.46)
rs(de, @) = (1= Q)4 = € + 77(d5 + 4245) = 0, (3.47)

které jsou rezidui systému a jednd se o dvé algebraické rovnice r.(g.,4s) = 0,
7s(ge, 4s) = 0 0 dvou nezndmych (G, §s).

Frekvenc¢ni odezva

Pro danou sadu parametrt €2, P, b, ¥ mizeme urcit feSeni rovnic (3.46) a (3.47),
a ziskat tak aproximaci ustdlené odezvy Duffingova oscildtoru (3.41). V mnoha
praktickych tlohdch nds zajima i to, jak se ustdlend odezva vyvyji s budici frek-
venci €, tj. frekvencni odezva. V linearnim piipad€ mluvime o tzv. rezonancnich
frekvencich, coz jsou frekvence, v jejichZ okoli dochdzi k maximélnimu zesileni
odezvy. Vyskyt rezonanci je zachovén i pro nelinedrni soustavy. Nicméné charak-
ter odezvy muZe byt rizné modifikovan podle konkrétniho tvaru nelinearity v sou-
stavé a poloha rezonance se povétSinou 1isi od linearizovaného systému. Odezva
soustavy je tak pfimo zavisla na frekvenci buzeni. I v té€chto ptipadech jsou neline-
arni soustavy charakterizované odpovidajicimi amplitudovymi charakteristikami.
Ulohu hleddn{ periodickych odezev ve frekvenéni oblasti Ize matematicky vyjad-
fit takto

vyfedit r(X) = [r., )7 =0
pro X = [ij ds, Q]T

3.48
kde reR?* X eR? ( )
prointerval 2° < Q < Q°.
Odvod’me nyni analytické feSeni. Zavedeme polarni souradnice
Ge = acosl, 4, = asind, = ¢+ ¢ = a?, (3.49)

kde a je amplituda odezvy a 6 je fazové zpozdéni mezi odezvou a buzenim. Po
dosazeni rovnice (3.49) do rovnic (3.46) a (3.47) a nékterych algebraickych ma-
nipulacich ziskame kvadratickou rovnici v €2, kterd ma feSeni

2 3 2 P2 4 32 2
_ ey S ha”, (3.50)

0?2, =1
1,2 2 4 a2 4
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Obrédzek 3.8: Porovnani amplitudovych charakteristik Duffingova oscildtoru ziskanych
numerickym a analytickym vypoctem.

V zavislosti na amplitudé ma rovnice (3.50) nulové, jedno nebo dvé redlnd reseni
pro Q2. Bez jmy na obecnosti uvazujeme pouze €2 > 0. Vysledné amplitudové
kiivky maji tvar zndzornény na Obr. 3.8 pro amplitudu buzeni P = 0.1. Proy > 0
rezonancni frekvence roste s drovni buzeni (efekt tuhnuti). V porovnéni s linear-
nim piipadem jsou tedy amplitudové kiivky ohnuté smérem doprava. Pfi dosta-
te¢n¢ malém tlument, silné nelinearité a vysoké amplitudé buzeni dojde ke vzniku
bodl zvratu amplitudové kfivky na urcitych frekvencich. Pro danou budici frek-
venci tak existuje jedna nebo tfi amplitudy. Jak je ukdzano v kapitole 4, periodické
kmity spojené s previslou vétvi spojujici dva body zvratu, jsou nestabilni. Ostatni
vétve odpovidaji stabilnim periodickym kmitim. To, které z nich bude dosazeno,
zavisi na pocateCnich podminkach. Na Obr. 3.8 je také zobrazeno porovnéni ana-
lytickych a numerickych vysledk. Je patrné, Ze analytické feSeni s pouze jednou

vvvvv

uvazovano 20 harmonickych.

3.3.2 Teorie Fourierovych rad

Uvazujme redlnou funkci f(¢) s periodou T, f : R — R, kde f(t) = f(t +T)
pro vSechny ¢t € R. Bez tijmy na obecnosti miiZeme uvazovat ¢ jako Cas.
Za pouZziti komplexni notace je pak Fourierova rada zkrdcend do fadu H ozna-
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¢ena symbolem fp () a definovana
H
fut)= > flk)e™™, (3.51)
k=—H

kde Q = 27/T, i je imaginarni jednotka (i2 = —1). Symbol f(k) zna&i Fou-

rierovy koeficienty a ¢’** jsou Fourierovy bdzové funkce, k je harmonicky index,

f(£1) jsou koeficienty zdkladni (prvni) harmonické, f(0) je koeficient nulté har-
monické a f(k) pro |k| > 1 jsou koeficienty vysSich harmonickych. V limit&
H — oo prejde rovnice (3.51) v nezkrdcenou Fourierovu fadu.

Fourierovy koeficienty f(k) jsou definovany nasledovnd

~ 1 /T )
fk) = 7 /0 Ft)e ™t k= —H,... H. (3.52)

Fourierova fada existuje pokud je f(¢) integrovatelnd na oblasti (0,7") [22]. Jeli-
koz uvazujeme ¢ jako Cas, budeme odkazovat na f(t) jako na reprezentaci Fou-
rierovy fady v ¢asové oblasti a na posloupnost Fourierovych koeficientti

{(f(=H),....f(H)}, (3.53)

jako na reprezentaci Fourierovy rady ve frekvencni oblasti, viz. Obr. 3.9. Jelikoz
je f(t) realnou funkci, je zfejmé, Ze

f(=k)=f(k) k =—H,... H, (3.54)
kde [J oznacuje komplexné sdruzenou proménnou. Pro dplnost zde uvedeme Fou-

Re(f(k)}
Im{f(k)}

Obrazek 3.9: Reprezetace Fourierovy fady v Casové oblasti (vlevo), frekvencni oblasti
(vpravo).

rierovu fadu v béznéjsi sinové a kosinové notaci, kterou budeme nadéle vyuzivat.
Fourierova fada ma poté tvar [22]

T

Fult) = F0) £ 3" fulk) cos(kQt) + fo(k) sin(kQt). (3.55)
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PovS§imnéme si, Ze ¢len f (0) je pro obé notace stejny. Fourierovy koeficienty pro
tuto notaci jsou dany nasledovnymi vztahy

o =7 [ s

A

fe(k) = ;/OTf(t) cos(kQt)dt, (3.56)
Fulk) = ; /0 " () sin(kQp)dt.

Z rovnice pro Clen f (0) jasné plyne, Ze se jednd o sti‘edni hodnotu funkce f(t) pres
jednu periodu. JelikoZ se jedné o dvé identické reprezentace pouze v jinych z4pi-
sech, mize byt nékdy uZitecné mezi t€émito notacemi volné prechdzet. Néasledujici
rovnice vyjafuji pravidla pfevodu mezi t€émito notacemi [27]

fo(k) = 2Re{f (k)},
fo(k) = =2Im{f(k)}, (3.57)
Fik) =5 (R — i)

Soucty v rovnicich (3.51) a (3.55) Ize nahradit souciny vektorti nebo matic. Tato
nahrada tak umoznuje mnohem kompaktnéjsi zdpis, ktery je vhodny pro snazsi
odvozovani rovnic HBM. V nasledujici Casti je predstaveno pét ditlezitych kvantit:
matice pro kompaktni notaci Fourierovy fady h(2t), matice diskrétni Fourierovy
transformace Ey, matice Casové derivace ve frekvencni oblasti V, matice pro
kompaktni notaci koeficienti zkrdcené Fourierovy rady ﬁ(Qt) a matice zpétné
diskrétni Fourierovy transformace Ey%,. Ty jsou vyuZity pro spojité a diskrétni
Casové vycisleni Fourierovy fady, jeji ¢asovou derivaci a vypocet Fourierovych
koeficientl. Tyto kvantity se nazyvaji Fourierovy transformery [5].

Pro budouci odvozeni zavedeme nésledujici skaldrni soucin dvou funkei g(t)
a f(t) na intervalu (0, T") jako

o) =5 [ o0, 3.58)

Spojity cas

Vektor kompaktni notace Fourierovy fady h*(€2¢t) pro spojity ¢as v jednorozmér-
ném piipadé ma nésledujici tvar

h*(Qt) = {1 cos(2t) sin(Qt) ... cos(HQt) sin(HQt)}. (3.59)
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Pokud provedeme Kroneckertiv soucin, ktery je definovdn pozdéji, tohoto vektoru
s jednotkovou matici I,, € R™*", kde n vyjadfuje pocet stupnid volnosti systému,
ziskdme matici kompaktni notace Fourierovy fady h(t). Sefazenim Fouriero-
vych koeficientd do sloupcového vektoru (i nasledujicim zptisobem

B = [f(0). £.(0), R0, B, B(E)] (3.60)

a vyndsobenim h*(Qt) timto sloupcovym vektorem lze vyjadfit libovolnou jedno-
rozmérnou spojitou funkci kompaktnim zdpisem

F(t) ~ ht () £y (3.61)
Pro ziskani Fourierovych koeficientli fi plati
fn = (hyy, f). (3.62)

Pokud je f(t) Fourierova fada zkracena do fadu mensiho nebo rovno H, pak plati
v rovnici (3.61) rovnost. Jinak je rovnice (3.61) aproximaci. Pokud je f(t) do-
state¢né& hladkad (alespoii ve tfid& C'(R)), pak je piesnost omezena pouze chybou
zkrdcent, ktera jde k nule pro H — oo.

Vektory hj; a fl}kr{ jsou plné definovany H a normalizovanym ¢asem 7 = {2t.
JelikoZ je £y = (2H + 1) x 1, dim(h%,) = dim(h*)” = 1 x (2H + 1), kde dim
znaci dimenzi vektoru nebo matice. Matici zkrdcené Fourierovy fady (3.55) lze
tak psat v kompaktnim tvaru jako

fru(t) = [1 cos(02t) sin(Qt) ... cos(HU) sin(HQt)] ® L, , (3.63)

kde se vyskytuje tzv. Kroneckeritv soucin. Uvazujme dvé matice A a B kde
dim(A) = m x n. Kroneckertiv sou¢in je tak definovany jako

CI,HB s alnB
A®B= : : , (3.64)
CLnlB cee CLnnB
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kde a;; je prvek A v i-tém fadku a j-tém sloupci. Kroneckertiv soucin je asocia-
tivni,
A B+C)=AB+A®C,
(A+B) e C=A®C+B®C,
(0A)® B=A® (aB) = a(A ®B),
(AB)@C=A® (BxC),

ale neni obecné komutativni A ® B # B ® A. SmiSeny Kroneckertiv soucin je
pak

(3.65)

(AB)(C®D)=(A®C)(BcD,). (3.66)
Rovnice (3.63) Ize pak zapsat do kompaktniho tvaru
(1) = hy (). (3.67)
Pro vektor f;; dle plati
[ 1
2 cos(Qt)
R 1 7| 2sin(Qt)
By = - / © L(t)dt, (3.68)
T Jo :
2 cos(Ht)
| 2sin(H ) |

kde sloupcovy vektor vyjadiuje ﬁj{

Diskrétni cas
Pti pouZiti vypocetni techniky, kterd pracuje s diskértnimi hodnotami, nelze po-
Citat se spojitym Casem. ReSené problémy je tak tfeba asové diskretizovat. Tuto
diskretizaci provedeme navzorkovanim funkce f pomoci NV vzorki a tim ziskdme
funkci fy. Pokud tyto vzorky sefadime do sloupcového vektoru fy = [f(nT/N)],
1ze psat ~ R

fnv ~ Enpfy, (3.69)
kde se vyskytuje matice diskrétni Fourierovy transformace E y 7, kterd definovana
jako

1 COS (%) .. sin (%)
Exwg = |: : : ® I,. (3.70)
1 cos (ZNDMY i (20E00D)
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Rovnici (3.69) tak Ize rozepsat na

1 cos (ZOQW c sin (27O)H) f(o)
fy ~ | | zN | | ;N ) ® 1L, f‘j(:l) . (371
1 cos (7%(]\[];1)(1)) ... sin (L”(N;)(H)) f‘S(H)
TudiZ pro vektor Fourierovych koeficientt plati
fir ~ ExL Ty, (3.72)

kde Ejy je matice zp&tné diskrétni Fourierovy transformace. Rovnici (3.72) tak
lze rozepsat na

1 1
2MY e (2D f(0)
£~ ; cos (: & ) ... sin (: ~ ) oL ~ ; 673
Ccos (27;(%)(0)) .. sin (Zﬂm]\(f\[—l)) f(N N 1)

Rovnost v rovnici (3.69) nastava, pokud nastdva v (3.61). Rovnost v (3.61) plati,
pokud je N > 2H + 1, jinak nastava zkresleni zpisobené aliasingem. Tedy pokud
f(t) # fu(t), tak nastavaji v (3.72) kumulativni chyby od zkraceni a aliasingu.
Matice Eyp a ER}; jsou plné definovany H a N. Jelikoz

mathbffx = N x 1, dim(Eyy) = dim(Exy5)T = N x (2H +1).  (3.74)

Diferenciace

Diferenciaci vzhledem k Casu ¢ 1ze provést po jednotlivych ¢lenech ptislusné Fou-
rierovy fady pro dostate¢né reguldrni f(¢) (viz Fourierova véta o diferenciaci).
Casovi derivace f 1 (t) Fourierovy fady fy(t) je stile Fourierovou fadou stejného
fadu zkriceni. To lze shrnout jako

Tty =Qviy. (3.75)
Matice 2V se stard o ¢asovou derivaci ve frekvencni oblasti.

V = diag[0,Vi,...,. Vg ®1, V= LS ;ﬂ , (3.76)
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TudiZ
d /~ H
o (f(O) 3 R(k) cos(kQt) + (k) sm(th))
dt ~
H
=Y kO, (k) cos(kQt) — kQF.(k) sin(kQt) S
k=1
— hy (Qt)QViy

Diskrétni Fourierova transformace

Vypocet Fourierovych koeficientd dle rovnice (3.52) neni pro mnoho periodic-
kych funkci f(t) proveditelny. Pro takovéto funkce nelze najit vyraz pro integraly
v uzavieném tvaru. Obecné je tedy vyhodné aproximovat Fourierovy koeficienty
numerickou integraci. Zvlasté zajimavou numerickou aproximacni metodou pro
periodické integrély je diskrétni Fourierova transformace. Na této metodé je za-
lozena velmi dileZita soucast metody harmonické rovnovéhy a sice Alternating
Frequency-Time (ATF) metoda nebo také metoda Stfidavé Casové-frekvencniho
reZimu, kterd bude pfedstavena niZe, viz kapitola 3.3.5.

Uvazujme ekvidistantni diskretizaci intervalu (0,7") na N casovych vzorkt
to, t1, ..., tn_1 (body mriZky), kde

th=nAt At=— n=0,1,...,N—1. (3.78)

c =2l

Oznaéme funk&ni hodnotu ve vzorku f(n) = f(t,). Fourierovy koeficienty f (k)
1ze pak ziskat jako

n I —ik2Zt
flk) = ?/ F(t)e *F . (3.79)
0
Aproximace spojitého integrilu lze pak odvodit jako
1 = fzkz—"tn
~ 2 Y flt)e AL
"= (3.80)
1 = —ik2—”n
NZ NAt k:—H,,H

Rovnice (3.80) by méla poskytnout pfijatelné piesnou aproximaci Fourierovych
koeficientd aZ do fadu H pro dostatecné velky pocet vzorkii N. Na otazku, jak
velké by mélo byt N, 1ze odpovédét Nyquistovym-Shannonovym vzorkovacim te-
orémem [23], ktery tvrdi, Ze vzorkovaci frekvence by méla byt alespon dvakrat
vétsi neZ nejvyssi frekvence obsazend ve funkci.
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3.3.3 Odvozeni rovnic harmonické rovnovahy

Jak jiz bylo feceno, k urceni periodického feSeni pouziva metoda harmonické rov-
novihy harmonické funkce jako odhad i jako vdhové funkce. Harmonické funkce
poskytuji dobré vlastnosti. Snadno se scitaji, mohou reprezentovat jakoukoli do-
stateCné hladkou periodickou funkci a v mnoha pfipadech zajist'uji rychlou kon-
vergenci [5]. V této Casti se zabyvame pristupem vazenych rezidui pro tuto kon-
krétni volbu odhadu a vdhovych funkci. Tim tak ziskdme algebraicky systém rov-
nic pro Fourierovy koeficienty aproximace.

Seradime funkce odhadu periodického feseni ndsledovné, 1, cos €2¢, sin ()¢ atd.
Linearni kombinace téchto funkcfi je tak

H
an(t, {Br}) = B+ > Bok cos(kQt) + Bok1 sin(kQ1). (3.81)

k=1

Celkovy pocet funkci odhadu je 2H + 1. PovSimnéme si, zZe koeficienty [ jsou
Fourierovy koeficienty funkce qj,. Odhad qn(t,{3x}) je T-periodicky a stejné
tak jeho Casovd derivace q(t, {5k }). Reziduum r(¢, qx, qn) (3.2) je proto také
T-periodické. To plati jak pro autonomni prfipad (s apriorné nezndmym 7°), tak
pro neautonomni pfipad (kde pozadujeme 7'-periodickou explicitni ¢asovou z4-
vislost).

V souladu s Galerkinovou myslenkou [33] pouzivdme odhadové funkce také
jako vdhové funkce, 1, cos ¢, sin (2t atd. VaZeni rezudia tak provedeme jako

1 T

7 [t (s o, (3.82)
1 T
T/o cos(kQ) -x(t, {B))dt =0 k =1,... H, (3.83)
1 T
T/o sin(kQt) - r(t, (1)t =0 k =1,..., H. (3.84)

Srovnanim s definici Fourierovych koeficientd v rovnicich (3.52) lze tvrdit, Ze
Metoda harmonické rovnovdhy vyZaduje, aby Fourierovy koeficienty v reziduich
mizely aZ do H uvaZovanych Fourierovych funkci v odhadu. Tudiz

£(0),...,8.(H),#(H) = 0. (3.85)

Fourierovy koeficienty jsou zde koeficienty r(t, {5 }). Lze na né pohliZet jako na
projekce rezidudlniho Clenu v ¢asové oblasti do frekvenéni oblasti (nebo Fourie-
rova prostoru). Metoda harmonické rovnovéhy pozaduje, aby reziduum nemélo
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Zadnou slozku v prostoru pokrytém zkracenou mnoZzinou Fourierovych bazovych
funkci. Proto se tato metoda oznacuje také jako Fourierova-Galerkinova pro-
Jjekce nebo Fourierova-Galerkinova metoda. ProtoZe metoda harmonické rovno-
vahy pouziva Fourierovy koeficienty, tj. frekvencéni nebo spektrdlni reprezentaci
hledané aproximace a rezidua, oznacuje se také jako metoda frekvencni oblasti
nebo spektrdlni metoda. Nazev harmonicka rovnovéha lze vysvétlit nasledovné.
V nékterych piipadech, zejména je-li r(q, q,t) polynomem v prvnich dvou ar-
gumentech, lze r(t, §y) algebraicky rozlozit v Fourierovu fadu. Toto bylo napf.
provedeno v uvodnim piikladu Duffingova oscilatoru v rovnicich (3.44)-(3.45).
Rovnice (3.85) tak odpovida danim do rovnovdhy kazdé harmonické zv1ast, tj.
vyrovndni pfislusnych Fourierovych koeficientd na nulu. Stoji za zminku, Ze po-
kud Fourierovy koeficienty rezidua mizi v sinusové-kosinovém zobrazeni, mizi
také v jakémkoli jiném zobrazeni, véetné komplexné-exponencidlniho.

3.3.4 Pouziti pro mechanické systémy

Mechanické systémy, které uvaZzujeme jsou obecné popsdny soustavou obycej-
nych diferencidlnich rovnic druhého fddu ve tvaru (3.1). Hledejme aproximaci
an(t,4m) =~ q(t) T-periodického feseni, q(t) = q(t + T') ve tvaru zkracené
Fourierovy fady

H
an(t, {dc}) = 4o + Z Gor. cos(kQ2t) + Gog—1 sin(kQt). (3.86)
k=1

Zavedenim matic Fourierovy fady hy a Fourierovych koeficientt h 1, které byly
JiZ definovany v kapitole 3.3.2, ziskdme rovnici v kompaktnim tvaru

an(t,qu) = hg(Q)qa, (3.87)

pro vlastni frekvence kmitu 2 = 27 /7. Rad zkriceni je oznacen symbolem H.
Pro snaz§i manipulaci a znaceni zavedeme vektor r v ndsledujicim tvaru

I‘(q, (.L iiv t) = flin(q’ (.L q) + fnl(q7 (.L t) - fext(t)‘ (388)

Pokud dosadime aproximaci qy,(t, §y) do rovnice (3.88), ziskdme tim reziduum.
Metoda harmonické rovnovédhy pak vyZzaduje, aby soucet Fourierovych koefici-
entd u prislusnych harmonickych rezidua vymizel aZ do fadu zkraceni H, tudiz
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<ﬁHar(qh7qh7éih7t)> 0
<BH7r (hHQH, hyQOVan, hyQ*V2au,t >> 0, (3.89)
f‘linH(QHy Q) + f‘an(QHa Q) — fe;rtH = 0.

N

Zavislost &lent hy; a hy na Qt zde byla zamérné vynechana pro lepsi Citelnost.
PovSimnéme si, Ze Fourierovy koeficienty periodické budici sily fext [ jsou ne-
zavislé na hledanych Fourierovych koeficientech gy a jsou ¢asto zndmé nebo je
1ze vypocist z funkce f...(t) pomoci Fourierovy analyzy. N&jvétsi vyzvou se Cinf
vypocet Fourierovych koeficientl nelinarnich sil fnz, (G, ). Této problematice
se vénuje kapitola 3.3.5. V ndledujici sekci se zaméfime na linearni cast. Fourie-
rovy koeficienty linearnich sil f}m, 1 (Qm, Q) lze rozdélit na tfi Cleny v souvislosti
s rovnici (3.1). Nejprve vyresime Clen se zrychlenim:

(hyr, Méjn) = (hy, MhyQ*V2qy)
(hy, Mhp)Q*V2§,
(b 0 1) (1o M) (B ©1,) )9*Vax

(
<h*H®I hH®M> V2
(

b by ® M) 0’V24, (3.90)

(Lo ® M) (v* ® In) (v* ® In)qu

(Tosrs1 ® M) (v*2 ® In) Py

(v*2 ® M> Vay
Obdobnymi operacemi bychom bychom dospéli k vyrazu <V*1 ® QB) 4y ze

Clenu Bqy, a dédle k vyrazu (V*O ® QK) qn ze Clenu Kqy. Rovnice (3.1) po

pfevodu do frekvecni oblasti je v ndsledovném tvaru
Pr(Qm, ) = (V*2 @M+ V" @B+ V" ® QK)qH
+ Eu@n, Q) = () G-oD
= S(Q)qu + £u(qu, Q) — £.u(Q) = 0.
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Rovnici (3.91) 1ze interpretovat jako podminku dynamické rovnovahy formulova-
nou ve frekvencni oblasti, tj. rovnhovdha mezi linedrnimi a nelinedrnimi vnitifnimi
silami a silami vnéjSimi. Vnitfni linedrni sily jsou reprezentovany matici dyna-
mické tuhosti S(€2), kterd odpovida linedrn{ ¢asti systému (3.1) a je hojné pouzi-

vand pro analyzu frekvencni odezvy linedrnich systémil.

3.3.5 Rozvoj nelinearnich sil

V kompaktnim a na zobrazeni nezavislém zépisu lze odhad (3.81) psét takto

an(t,qm) = hg(Q)qy. (3.92)

Na rozdil od jednorozmérného pfipadu v rovnici (3.61) je nyni reprezentovana
funkce q vektorovou funkei s dim q = n, x 1. Proto sloupcovy vektor §x ob-
sahuje Fourierovy koeficienty vSech prvki qy, takze dim Gy = n,(2H + 1) x 1.
Podobné je hj; v rovnici (3.61) nahrazeno hy v rovnici (3.92). Pro pfipomenuti
symbol [J* pouZivdme pro oznaceni jednorozmérného ptipadu. n-rozmérny pfi-
pad Ize pohodIné zapsat pomoci Kroneckerova soucinu (®), napt. hy = h}, ®1I,,
jak bylo uvedeno vyse.
Rovnice (3.82) - (3.84) 1ze prepsat na

#4(am) = 0. (3.93)
Rozgifenim této rovnice pomoci ry; = r(qy, hy,, t) ziskdme
(h(Qt), r(qn, by, 1))
= <ﬁH(Qt)fnl (hHQH, hyQVan, hHQ2V2(AIHa t)>
_ ; /0 Cha(Qo)r (s, hyQVay, hy Q*V2ay, t) dt
= 0.

A A

tr(4n)

(3.94)

Pozadovanim rovnosti v (3.94) ziskdme klasickou metodu harmonické rovnovahy.
K tomu je vSak tfeba vyjadrit pfisluSné integrily v uzavieném tvaru. Pokud toto
neni mozné, lze aproximovat (¥ ) pomoci diskrétni Fourierovy transformace,
kterd vede na _

Eyptun(Exglu, ExgVQay) = 0. (3.95)

Povsimnéme si, Ze N vzorkl obsazenych v T (qy, q ~) 1ze vyhodnotit nezdvisle
na sobé jako r(q,(n), q,(n),t,), n=0,..., N — 1. Metoda, kterd vyZaduje rov-
nost v (3.95), se nazyva Stridavé casové-frekvencni (ATF) harmonickd rovnovéha.
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Pro pochopeni tohoto ndzvu predpoklddejme, Ze hledané feSeni §;, urCujeme ite-
racnim algoritmem. Abychom postupné zlepsili po¢atecni odhad, musime vyhod-
notit levou stranu rovnice (3.95) coz zpravidla vrati nenulovou hodnotu. V kazdé
iteraci tedy musime vyhodnotit G (n) = qn(te, ), A, (n) = dn(te, Gr) v disk-
rétnich ¢asovych okamZicich ¢,, s vyuzitim aktudlniho odhadu pro §;. V téchto
¢asovych okamzicich pak vyhodnotime r (& (n), &, (1), t, ). Nakonec transformu-
jeme zpét do frekvencni oblasti pouzitim diskrétni Fourierovy transformace.

Pokud tak chceme rozvinou ve rozvoj nelinedrnich sil ve Fourierovu fadu
a tim ziskani koeficientd fn,(qH, 2) je ATF schéme nejspolehlivéj§im néstrojem.
Obecné 1ze Fourierovy koeficienty nelinarnich sil vyjadfit ve tvaru spojitého inte-
grélu vychazejiciho z rovnice (3.89)

A

. LT . X )
bu(@n @) = 7 [ Bu(@0) (hud, huQVan by Q*V2an 1) dt.  (3.96)

U jednoduchych problémi Ize nelinedrn{ sily ru¢né rozvinout do Fourierovy rady,
obvykle pomoci trigonometrickych identit (viz. ¢ast 3.3.1). To se mlze brzy stat
zdlouhavé pro sloZzité polynomy nebo vyssi fady kraceni /. Pro tento rozvoj lze
také pouzit systémy pocitacové algebry. Optimalni zpisob tedy je uZziti ATF. Toto
schéma je Casto vyuZivanou metodou pro feSeni nelinedrnich sil v metodé harmo-
nické rovnovahy [32]. ATF schéma vyjadiime pro vypocet ?n,(q i, (1) takto

£ (G, Q) ~ 477 (@n, Q) = Exyfun By, ExaVQay).  (3.97)

Algoritmus ATF schéma je zobrazen na Obr. 3.10. Vezmeme vzorky zobec-
nénych soufadnic a rychlosti, §(j) = hx(Qt;)dn a () = hy(Q;)VQay
v ekvidistantnich Casovych okamzicich ¢; pfes jednu periodu kmitu. Vyhodno-
cenim nelindrnich sil f,; v t&chto okamzicich ziskame silové vzorky f,; () =
£, (c]( 7), (i( J),t j). Nakonec aplikaci diskrétni Fourierova transformace obdrzime

(obecné aproximaci) Fourierovych koeficienti f,,; 5 nelinedrnich sil.

3.3.6 Kontinuace podél krivky

Jak jiz bylo zminéno, u problému kmitavych soustav je Castym pozadavkem ana-
lyza frekvencni odezvy. Tedy analyza odezvy soustavy v zdvislosti na volném pa-
rametru frekvence buzeni ). Prvnotnim pristupem miize byt vytvoreni posloup-
nosti diskrétnich frekvencnich bodu 2, < €, < ..., a vypocteni feSeni pro
jenotlivé body. Tato metoda, zndma jako sekvencni kontinuace, je zndzornéna na
Obr. 3.11 vlevo. Jedna se tak o metodu, kterd vychdazi z predchoziho bodu feSeni
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FFT!

X\

frekven¢ni oblast ¢asova oblast

q(k) Q(]) ’."—~'\‘
o
1 K i \

vyhodnocent sily

) BO }
ot
1. T
E k
FFT

Obrazek 3.10: Ilustrace stiidavé casové-frekvencniho reZimu pro jednorozmérny piipad.

pfi hledani nasledujicich bodl. Problém s touto metodou nastiva tehdy, pokud
ma feSeni vzhledem k volnému parametru body zvratu, jak je zndzornéno na Obr.
3.11 ¢arkovanou kiivkou. Prochdzime-li kfivku zleva nebo zprava a postupujeme-

A A
X . e Xj . o« * ‘..::
. . :
r(X) =0 s : r(X) =0
o--r"" .,."".‘. o—o-"'. "M,...o-"""»,.
———————————t— 0 —> Q
‘Ql ‘Qn ‘Qs Qe

Obrazek 3.11: Posloupnost bodt feSeni vytvorena sekvencni kontinuaci (vlevo) a konti-
nuaci podél kiivky (vpravo).

li pres piislusny bod zvratu, je dalif feSeni vzdaleno od piechoziho. Resi¢ tak
nemusi konvergovat nebo je ke konvergenci potreba velké mnoZzstvi iteraci. Navic
tento postup nedokdZe najit feSeni na previslé vétvi mezi dvéma body zvratu. Na-
bizi se feSeni tohoto nedostatku ve formé kontinuace podél krivky, metody, kterd
je zobrazena na Obr. 3.11 vpravo. Tato metoda je popsdna nasledovné. Uvazujme
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4 >Q

Obrazek 3.12: Prediktor-korektor metoda s te€nym prediktorem.

pripad analyzy frekvencni odezvy

vyfesit r(X)=0
pro X =[x Q)"
kde r, x € R"=!
prointerval €2° < Q < Q°.

(3.98)

Utelem kontinuace je vytvofit posloupnost vhodné rozmisténych bodii feseni v da-
ném rozsahu parametrii 2, < < (). a prekonat body zvratu (pokud exis-
tuji). Kromé prekonavani bodu zvratu, kontinuace zvysuje numerickou robustnost
a efektivitu [5]. To je daleZzité zejména v oblastech se silnymi zménami gradientu
(napf. v blizkosti rezonanci). Zde se rovhomérnd vzdalenost bodi feseni vzhle-
dem k volnému parametru nezdd byt vhodnd. Presné umisténi silnych gradien-
tovych zmén vzhledem k volnému parametru vSak obvykle neni pfedem zndmo.
PokraCovaci algoritmy mohou automaticky upravovat délku kroku v zdvislosti na
chovéni (napf. zméndch gradientu) feSeni.

Zdaleka nejbe€znéjsi technikou kontinuace podél kiivky jsou metody prediktor-
korektor, které jsme jiZ predstavili v kapitole 3.1.2 vénované metoddm typu Runge
Kutta. Na Obr. 3.12 je zndzornéna metoda typu prediktor-korektor s teCnym pre-
diktorem. Tuto metodu zde pouze stru¢né popiSeme. Pro podrobnosti odkazujeme
na [24]. Po¢inaje danym bodem feSeni X, se predikuje dalsi bod tak, Ze se po-
stoupi o urcitou vzdalenost As do odhadovaného sméru vétve XP . Predpove-
zeny bod se zpravidla nenachazi na vétvi feSeni. Pomoci nékterého z numerickych
resicu se predpovézeny bod iterativné opravuje dokud neni reziduum r pod danou
toleranci a nenajde se dal$i bod reSeni X“".
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Prediktor

Mozné nejvice rozsifenym prediktorem je prediktor s krokem teCnym k vétvi fe-
Seni. TudiZ predikovany bod je

X = X + As X, (3.99)

kde X, je pfedchozi bod feseni, As je délka kroku a X! je normalizovany tecny
vektor. Tento vektor je ur€en feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic

aa;( (Xo) X;=0, c'X;=1. (3.100)
Prvni ¢4st soustavy rovnic lze odvodit z poZadavku, Ze prvni fad Taylorova rozvoje
rezidua okolo bodu X by mél byt nulovy ve sméru teCeného vektoru. Tohle pouze
omezenuje smér te¢ného vektoru nikoliv jeho délku. TudiZ tato soustava je neur-
¢itd, kde dim(X) = dim(r) + 1 = n, + 1. Druh4 ¢dst této rovnice by méla omezit
délku te¢ného vektoru. Vektor ¢ € ~4mX)x1 musi byt takovy, aby ¢’ X; # 0,
ale jinak je to libovolné. Obvykl4 volba pro c je pfedchozi te¢ny vektor nebo jed-
notkovy vektor s 1 umisténou na index proménné, kterd prosla nejvétsi zménou
v predchozim kroku. Po vyfeSeni rovnice (3.100) je teCny vektor normalizovan
ndsledovné X| = X;/X7X;, aby mé&l délku jedna. Pov§imnéme si, Ze teCny
vektor miZe stdle sméfovat nespradvnym smérem. Abychom zjistili, zda ukazuje
spravnym smérem, muZeme jej porovnat s vektorem s predchozim te¢nym nebo
se¢nym vektorem. Pokud je vnitini souc¢in kladny a délka kroku neni pfili§ velka,
X! by mél ukazovat v zamysleném sméru. Nakonec se normovany tangencidlniho
vektoru se pouZzije pro pifechod predikéniho kroku v souladu s rovnici.
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Kapitola 4

Periodické odezvy vybranych
nelinearnich systému

V této kapitole se zabyvame vybranymi nelinedrnimi mechanickymi systémy,
které jsou buzeny bud’ harmonickou silou, jak tomu je v pfipadé oscildtort s jed-
nim stupném volnosti, nebo kinematickym buzenim v piipadé nosnikovych sys-
témd. Pro studované systémy jsou formulovdny matematické modely, jeZ obsahuji
ruzné typy nelinearit. Jmenovité se jednd o tyto nelinearity

kubicka nelinearita,

* pruznd nardzka,

suché treni.

VySe uvedené nelinearity hraji vyznamnou roli v praktickych tlohach, jelikoz
pravé v téchto ulohach se s nimi miizeme potkat. Obecné tyto nelinearity zasadné
méni charakter odezvy zkoumanych systému oproti jejich linedrnimu piipadu. Pro
zkoumané systémy obsahujici jednotlivé nelinearity jsou hledany periodické ode-
zvy pro ruzné frekvence buzeni pomoci tif riznych metod predstavenych v kapi-
tole 3. Jednd se o metodu harmonické rovnovéhy, metodu stielby a numerickou
integraci pocdteCnich dloh. Odezvy ziskané pomoci zminénych metod jsou dédle
analyzovéany jak v rdmci jednoho systému tak mezi sebou a obdrzené vysledky
jsou zobrazovéany v nékolika formach. Pro kazdy zkoumany systém je vypoctena
a zobrazena amplitudova charakteristika, kterd vypovida o frekvencni odezve sys-
tému. Poté je zobrazen vyvoj periodické odezvy systému jakoZto posloupnost tra-
jektorii ve fazové roviné (FR) a pro vybrané trajektorie je vypocteno rekurentni
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zobrazeni (RZ). Nadale je zkoumdna numericka citlivost metody harmonické rov-
novéahy na rtizné parametry. Sledujeme zménu ziskaného feSeni pii zméné fidicich

parametri metody (jmenovité fad zkraceni Fourieovy fady H, pocet vzorkl v ATF
schématu /N a délka kontinua¢niho kroku As).

4.1 Oscilatory s jednim stupném volnosti

V této ¢asti jsou predstaveny odezvy vybranych mechanickych systémi s jednim
stupném volnosti. Matematicky model zkoumanych systému tvoii jedind obycejna

Pcos(Qt)
b qé
r— . | m
—/\/\/\Fk>_
QO O )

Obrazek 4.1: Schéma linedrniho oscilatoru s jednim stupném volnosti.

diferencialni rovnice ve tvaru
mg + bg + kq = P cos Q. 4.1)

Tento systém si lze predstavit jako hmotu piipojenou k ramu visko-elastickou vaz-
bou, jak je zobrazeno na Obr. 4.1. Pro snazs8i porovnani ziskanych odezev maji
zkoumané systémy stejné strukturdlni parametry

m=08, b=003 k=18,

kde m [kg] vyjadiuje hmotnost, b [N - s - m~!] zna&{ viskézni tlumeni, & [N - m™!]
je tuhost linedrni pruziny. Vlastni frekvence takového systému Ize urcit jako

Qo = \/ﬁ = 1.5 rad/s = 0.24 Hz. (4.2)
m
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4.1.1 Duffinguv oscilator

Duffingiv oscilétor je jednim z fady prostych, dlouhodobé, zejména analyticky,
studovanych nelinedrnich modelt. V kapitole 3.3.1 a 3.3 bylo odvozeno analy-
tické feSeni tohoto oscildtoru pomoci metody harmonické rovnovéhy, kde byl
uvazovan pouze jeden Clen Fourierovy fady. V této Césti je provedena podrobné;jsi
analyza periodické odezvy Duffingova oscildtoru. Matematicky model Duffingova

Pcos(Qt)
y qﬁ’
/
; b m
A k
7 QO O )

Obrazek 4.2: Schéma Duffingova oscilétoru.

oscildtoru buzeného harmonickou silou je dan jedinou obycejnou diferencidlni
rovnici druhého fadu v nasledujicim tvaru

md + bg + kq + v¢*> = P cos Q. (4.3)

Rovnice (4.3) popisuje model zndzornény na Obr. 4.2. V tomto schématu je ku-
bické nelinearité pfifazena schématicka znacka stejnd jako pro linedrni pruZinu,
ale s pridanou Sipkou, kterd znaci nelinedrni zavislost vratné sily na vychylce. Ku-
bickd nelinearita vq¢® se tak d4 chdpat jako elastickd pruZina, jejiZ vratnd sila je
charakteristiku. Pfi analyze systému se tak muze zdat, Ze pro rostouci frekvence
buzeni systém ,,tuhne*.

Sledujme nyni vyvoj periodické odezvy rovnice (4.3) v zdvislosti na frekvenci
buzeni f,,. Parametry pro tuto soustavu jsou voleny nasledovné

v =033, P =0.33,

kde v predstavuje koeficient miry nelinearity a P [m] je amplituda silového har-
monického buzeni.

Na Obr. 4.3 je zobrazena amplituda A nelinedrntho systému (4.3) v zdvis-
losti na frekvenci buzeni f.,. Pro porovnéni s nelinearni odezvou byla vypocétena

i odezva linearni ¢asti systému (4.3), u které dochazi k rezonancina ) = 0.24 Hz
a o amplitudé Ay, = 7.17 m. Vzhledem k vyssi amplitudé odezvy linearni ¢asti
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rovnice (4.3), je feSeni nelinearni odezvy na Obr. 4.3 pribliZzeno pro lepsi Citel-
nost. Reseni nelinedrniho systému bylo ziskdno pomoci tif riiznych metod na pie-
dem zvoleném intervalu budicich frekvenci f., € (0.08, 0.5). V pfipadé HBM
a metody strelby byl interval frekvenci volen kontinua¢nim programem. Pro nu-
merickou integraci byla zvolena sekvencni kontinuace a body feSeni byly predem
zvolené, viz nize. PoCet vygenerovanych bodu feseni jednotlivych metod tak byl

HBM =109, Shoot =88, NI = 136. (4.4)

Numerickd integrace byla tedy spusténa 136 krat. Casovd néro¢nost jednotlivych
metod byla nasledujici

HBM =1.1s, Shoot=51s, NI=41s. (4.5)

U tohoto systému nedochdzelo v zdsadnim rozdiliim ve vypocetnim Case jednotli-
vych metod. Nejrychlejsi metodou se stala HBM. Numericka integrace a metoda
sttelby vykazuji blizkou ¢asovou naro¢nost, av§ak metoda stielby poskytuje kom-
pletni amplitudovou kiivku. ReSeni ziskané pomoci HBM pfisluii na Obr. 4.3

— H B
Linear
41 « NI 7
Shoot
* Nestab.
3 L -
E
<t
2 L -
1| J
0 1 1 1 1 1 1 1

01 0.15 02 025 03 035 04 045 05
fex [Hz]

24

Obrazek 4.3: Srovnani amplitudovych charakteristik napfi¢ metodami.

modie zobrazend kiivka. Pro ziskdni tohoto feSeni byly uvaZzované tyto parametry

H=7 N=2 As =0.02.
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Obrazek 4.4: Vyvoj periodické odezvy Duffingova oscildtoru podél amplitudové kfivky.

Jako pocatecni odhad feseni pro HBM byla zvolena amplituda pfenosu linearni
¢asti rovnice (4.3)
Q= —2m+iQb+ k
P )
kde €2, je pocatecni hodnota budici frekvence v rad/s. Pro metodu stfelby, ktera
je na Obr. 4.3 zobrazena Zlutou, ¢arkovanou Carou byly parametry N a As vo-
leny stejné. Z vysledki na Obr. 4.3 je patrné, Ze HBM a metoda stfelby po-
skytly stejné vysledky. Celkova nelinearni odezva zménila sviij charakter (doslo
k ,,ohnuti* doprava) oproti linedrnimu ptipadu. Rezonan¢ni frekvence se zvySila
na f., = 0.48 Hz a maximdlni amplituda klesla na hodnotu A,,.;;, = 4.3 m. Po
dosazeni rezonance feseni ztratilo stabilitu az do hodnoty frekvence f., = 0.28
Hz. Na Obr. 4.3 je tato nestabilni vétev oznacena Cernymi teckami. Odezva zis-
kand pomoci numerické integrace pocdtecni tlohy, oznacené na Obr. 4.3 Cerve-
nymi teckami, preskocila na stabilni vetév feSeni pri frekvenci f., = 0.28 Hz,
kdy se poprvé objevili dvé vétve feSeni. Tato metoda tak zvolila vétev s minimalni
energetickou ndroc¢nosti. Z metody numerické integrace tak neni mozné ziskat in-
formaci o ,,pravé* rezonanci systému. Bez znalosti kompletni amplitudové kiivky
bychom nejspiSe usuzovali, Ze systém dosahuje rezonance jiz v bodé€ ,,preskoku*
na f., = 0.28 Hz.
Vyvoj periodickych trajektorii Duffingova oscildtoru lze zobrazit jako sérii fa-
zovych trajektorii v tfi-stavového prostoru. Tento prostor je tvofen posloupnosti
periodickych trajektorii ve fdzovém prostoru, kde kazda dalsi trajektorie je bo-

(4.6)
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As=02 /
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Obrazek 4.5: Porovnani amplitudovych kiivek pfi zménach parametrd: fad Fourierovy
fady H (vlevo) a délka kontinua¢niho kroku As (vpravo).

dem feSeni na amplitudové kiivce ziskané kontinuaci feSeni ziskaného HBM. Na
Obr. 4.4 je tento vyvoj zobrazen a je patrné, Ze si trajektorie zachovavaji elipticky
tvar bez ohledu na stabilitu napfi¢ budicimi frekvencemi f... Tfi Cervené ozna-
cené trajektorie na Obr. 4.4 jsou déle zobrazeny na Obr. 4.6 - Obr. 4.8 vlevo, kde
Jsou izolovéany od ostatnich reSeni. Na Obr. 4.6 - Obr. 4.8 vpravo jsou zobrazeny
rekurentni zobrazeni pfisluSejici periodickym trajektoriim pro volbu € = 0.2. Po-
rovnanim Obr. 4.6 a Obr. 4.8 Ize usoudit, Ze se jednd o charakterové identické
odezvy, které jsou vici sobé fazové posunuty.

Poslednim zkoumanym aspektem je citlivost ziskanych feSeni na fidicich pa-
rametrech HBM. Na Obr. 4.5 je zobrazeno porovnani amplitudovych kfivek pii
zméné parametri H a As. Jak je patrné na 4.5 vlevo a jak bylo ukazano v kapitole
3.3.1, periodické odezva Duffingova oscildtoru je dobfe aproximovatelnd i nizSimi
pocty uvazovanych ¢len Fourierovy fady, coZ miiZze byt zptisobeno eliptickym
charakterem odezvy. Rozdil amplitud pro H = 2 a H = 3 je fddu desetin a pro
H = 3 a H = 7 se chyba pohybuje v fadu setin. Pro /I > 7 neni ziskdno zasadni
zpresnéni, spiSe roste vypocetni narocnost. Periodickd odezva Duffingova oscila-
toru je také malo zavisla na poc¢ate¢nim odhadu feseni. Pfi nastaveni () = 0 byl
fesi¢ stale schopen dobfe konvergovat ke spravnému feseni.

Zmeéna délky kroku As nepfinasela zdsadni zlepSeni amplitudové kiivky. Pfi
hodnot¢ As = 0.2 bylo dosaZeno stejné podrezonancni i rezonancni odezvy.
Avsak pro nadrezonan¢ni odezvu doslo, kviili vyssi kiivosti kfivky, k vyraznému
odklonu od redlné amplitudé kiivky.
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Obrazek 4.6: Stabiln{ trajektorie Duffingova oscildtoru pro f., = 0.33 Hz ve FR (vlevo)
s prislusnym RZ (vpravo).

250 |
101
200}
sl
o . _150)
s
sl ] 100}
10f ] 50}
15k : . . . . .
4 2 0 2 4 50 100 150 200 250
q t

Obrazek 4.7: Stabilni trajektorie Duffingova oscilatoru pro f., = 0.48 Hz ve FR (vlevo)
s ptislusSnym RZ (vpravo).

-3 -2 -1 0 1 2 3

q t
Obrazek 4.8: Nestabilni trajektorie Duffingova oscildtoru pro f., = 0.34 Hz ve FR

(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).
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4.1.2 Oscilator s pruznou narazkou

Uvazovany model se sklada z hmoty pripojené visko-elastickou vazbou k rdmu
na jedné stran¢ a pruznou nardzkou na strané druhé. Matematicky model oscila-

Pcos(Qt)
a4 o g
b
/m N - A
Q O O O )

Obrazek 4.9: Schéma oscilatoru s pruZznou nardzkou.

toru s pruznou nardzkou buzeného harmonickou silou je tvotfen jedinou obycejnou
diferencidlni rovnici druhého fadu v nésledujicim tvaru

mg + b + kq + fu(q— g) = P cosQt. 4.7)

Tento model obsahuje tzv. nehladkou nelinearitu tvorenou funkei f,,, kterd je de-
finovana nésledovné

r x>0

fulz) = kmaz(x,0) =k { (4.8)
0 z<0

Je tfeba podotknout, Ze se nejednd o kontaktni dlohu. NardZka je zde pfipojena
do modelu na pouze zdkladé prekroceni urcité vychylky, kterd je definovana me-
zerou g. Tato nelinerita mé, stejné jako v pripadé Duffingova oscildtoru, tuhnouci
charakter. Sledujme nyni vyvoj periodické odezvy rovnice (4.7) v zdvislosti na
frekvenci buzeni f.,. Parametry pro tuto soustavu jsou voleny ndsledovné

k=175 ¢g=042, P=0.1,

kde [N - m™] pfedstavuje tuhost pruzné nardzKy a g [m] je mezera mezi raimem
a nardzkou.

Na Obr. 4.10 je zobrazena odezva nelinedrniho systému (4.7) v z4vislosti na
frekvenci buzeni f.,. Pro porovnéani s nelinedarni odezvou byla vypoctena i ode-
zva linedrni ¢asti systému (4.7), u kterého dochdzi k rezonanci na frekvenci ) =
0.24 Hz a o amplitudé A;;,, = 7.51 m. Odezva nelinearniho systému byla zis-
kana pomoci tfi riznych metod na predem zvoleném intervalu budicich frekvenci
fez € (0.08, 0.5). V pifpadé HBM a metody stfelby byl interval frekvenci volen
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kontinua¢nim programem. Pro numerickou integraci byla zvolena sekvencni kon-
tinuace a body fesSeni byly pfedem zvolené, viz nize. PoCet vygenerovanych bodi
feSeni jednotlivych metod tak byl

HBM =127, Shoot =77, NI = 106. 4.9)

Numerickd integrace byla tedy sputéna 106 krat. Casovd néro¢nost jednotlivych
metod byla nésledujici

HBM =55s, Shoot=41.4s, NI=2.18s. (4.10)

Nejrychlejsi metodou byla numerickd integrace. Ta, vSak neposkytla kompletni
informaci o amplitudové kiivce. Tuto informaci poskytli obé dal$i metody, avSak
odezva ziskand pomoci metody stfelby byla velmi Casové ndrocnd, coZz mohlo
byt zpisobené Castym vy&islovanim nelinedrni funkce. Casové optimdlni metodou

v/ ¥

se tak stala HBM. Modfe zobrazend kfivka na Obr. 4.3 patii feSeni ziskaném

4.5 T
— HB
4r Linear
e NI
35T Shoot
3kL_® Nestab.

EZ.S-
< o9t
1.5
1t

051

O 1 1 1 1
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

few [HZ]

Obrazek 4.10: Srovnani amplitudovych charakteristik ziskanych tfemi riznymi meto-
dami.

metodou harmonické rovnovéhy. Pro ziskédni tohoto feSeni byly uvaZované tyto
parametry
H =20, N=22As =0.02.
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Obrazek 4.11: Vyvoj periodického feSeni oscildtoru s pruznou nardzkou podél amplitu-
dové kiivky.

Jako pocatecni odhad feSeni pro HBM byla opét zvolena amplituda linearni ¢asti
rovnice (4.3)
0= —Q2m + Qb+ k
D 5
Pro metodu strelby, ktera je na Obr. 4.3 zobrazena Zlutou, ¢drkovanou Carou, byly
parametry N a As voleny stejné. Z vysledkli na Obr. 4.10 je patrné, Ze metoda
harmonické rovnovahy a metoda stfelby jsou v dobré shod€. Pro nizké hodnoty
fex je odezva systému shodnd s linedrni odezvou. Na frekvenci f., = 0.21 Hz
projde systém birfurkacnim bodem, kde dochazi k prekroceni mezery g vychyl-
kou ¢ a systém se stavd nelinedrni. Tato nelinearita se pak pro rostouci frekvence
buzeni projevi jako ,,vybocCeni* amplitudové kfivky. Ddle nastalo preladéni re-
zonance systému na hodnotu f., = 0.33 Hz a maximdlni amplituda klesla na
hodnotu A,.;, = 4.3 m. Po dosazeni rezonance feSeni ztratilo stabilitu az do
hodnoty frekvence f., = 0.28 Hz. Odezva ziskand pomoci numerické integrace,
oznacend na Obr. 4.10 Cervenymi teCkami, pfeskocila na stabilni vetév feSeni pii
frekvenci f., = 0.28 Hz, kdy se poprvé objevily dvé vétve feSeni. Tato metoda
tak opét zvolila vétev s minimalni energetickou narocnosti.

Na Obr. 4.11 zobrazen vyvoj periodickych trajektorii tohoto oscildtoru a je
patrné, Ze si trajektorie zachovavaji elipticky tvar, bez ohledu na stabilitu, napfic
budicimi frekvencemi f... Tti Cervené oznacené trajektorie na Obr. 4.11 jsou déle
zobrazeny na Obr. 4.13 - Obr. 4.15 vlevo, kde jsou izolovany od ostatnich feSeni.
Na Obr. 4.13 - Obr. 4.15 vpravo jsou zobrazeny rekurentni zobrazeni piislusejici

4.11)
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Obrazek 4.12: Porovnani ziskanych amplitudovych kfivek pfi zméndch parametrti: fad
Fourierovy fady H (vlevo) a délka kontinua¢niho kroku As (vpravo).

periodickym trajektoriim pro volbu ¢ = 0.1. Porovndnim Obr. 4.13 a Obr. 4.15
1ze zjistit, Ze se jednd o charakterové identické odezvy, které jsou viici sobé mirné
fazove posunuty.

Poslednim zkoumanym aspektem je citlivost ziskanych feSeni na fidicich pa-
rametrech metody harmonické rovnovdhy. Na Obr. 4.12 je zobrazeno porovnani
amplitudovych kiivek pfi zméné parametrit H a As. Jak je patrné na Obr. 4.12
vlevo, periodickd odezva tohoto oscildtoru je dobfe aproximovatelnd i niz§imi po-
¢ty uvazovanych ¢lend Fourierovy fady. To, 1ze opét priCist eliptickému charak-
teru odezvy. Rozdil amplitud pro / = 2 a H = 3 je fddu az dvou desetin a pro
H = 3 a H = 7 se chyba pohybuje v fadu setin. Pro I > 7 neni ziskdno zasadni
zpresnéni, spiSe roste vypocetni ndro¢nost. Periodickd odezva tohoto oscildtoru je
také malo zavisld na pocate¢nim odhadu feseni. Pfi nastaveni () = 0 byl fesic stale
schopen dobre konvergovat ke spravnému feSeni. Zména délky kroku As poskyto-
vala zdsadni zlepSeni amplitudové kiivky. Pfi hodnoté As = (0.2 nebylo dosaZeno
vytrasovani kompletni kfivky, ale po dosaZeni rezonance pokracoval fesi¢ opac-
nym smérem, coZ miiZze byt zpisobeno vysokou strnosti kiivky v okoli rezonance.
Pfi zjemnéni délky kroku bylo dosazeno vytrasovani kompletni kfivky. Jemné;jsi
délka kroku vSak znamend vysSi ¢asovou ndrocnost. Optimdlni strategii se tak
stalo zvySeni H, které dovolilo hrubsi As.
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Obrazek 4.13: Stabiln{ trajektorie oscilatoru s pruznou narazkou pro f., = 0.3213 Hz ve
FR (vlevo) s pfislusnym RZ (vpravo).
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Obrazek 4.14: Stabilni trajektorie oscildtoru s pruznou nardzkou pro f., = 0.3289 Hz ve
FR (vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).
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Obrazek 4.15: Nestabiln{ trajektorie oscildtoru s pruznou nardzkou pro f., = 0.3262 Hz
ve FR (vlevo) s pfisluSnym RZ (vpravo).
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4.1.3 Oscilator se suchym trenim

Uvazovany model se sklada z hmoty pripojené visko-elastickou vazbou k rdmu
na jedné strané a tfecim elementem na strané druhé. Matematicky model oscila-

Pcos(Qt)
— >
b
wiesl
k
v
QO O O

Obrazek 4.16: Schéma oscildtoru se suchym tfenim.

toru se suchym tfenim buzeného harmonickou silou je tvofen jedinou obycejnou
diferenciélni rovnici druhého fadu v nésledujicim tvaru

m§ + bq + kq + frrice = P cos L. (4.12)

Stejné jako predchozim piipadé€ i tento systém obsahuje nehladkou nelinearitu.
Zde se jedna o suché tfeni mezi tfecim elementem a rdmem charakterizované
Coulombovo modelem tieni. JelikoZ se s nehladkymi funkcemi hife pocita, je
tento model aproximovén hladkou tanh funkci a nabyva tak tvaru

Frriet = Fypr tanh (q) , (4.13)

€

kde Fi,. je maximdlni hodnota tfeni a € je regularizacni parametr funkce. Timto
parametrem urcujeme strmost funkce f;.. Na Obr. 4.17 je tento model zndzor-

frrice A
"1 Coulomb. tienf

tahn aprox.

Obrazek 4.17: Model suchého tfeni a jeho aproximace.
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nén spolu s jeho aproximacemi. Sledujme nyni vyvoj periodické odezvy rovnice
(4.12) v zavislosti na frekvenci buzeni f.,. Parametry pro tuto soustavu jsou vo-
leny nésledovné

Fupr =03, e=8-10"% P =042,

kde Fip,- [N] je maximaélni hodnota tfen{ a € je regularizaéni parametr funkce tanh.

Na Obr. 4.18 je zobrazena odezva nelinedrniho systému (4.12) v zdvislosti na
frekvenci buzeni f.,. Pro porovnédni s nelinedrni odezvou byla vypoctena i ode-
zva linedrni ¢asti systému (4.12), u kterého dochdzi k rezonanci na frekvenci
) = 0.24 Hz a o amplitudé A;;,, = 1.45 m. Odezva nelinearniho systému byla zis-
kana pomoci tif riznych metod na predem zvoleném intervalu budicich frekvenci
fex € (0.08, 0.5). V ptipadé HBM a metody stielby byl interval frekvenci volen
kontinua¢nim programem. Pro numerickou integraci byla zvolena sekvencni kon-
tinuace a body feseni byly predem zvolené, viz nize. PoCet vygenerovanych bodu
feSeni jednotlivych metod tak byl

HBM =201, Shoot=49, NI = 121. (4.14)

Metoda harmonické rovnovahy v tomto piipadé potfebovala o mnoho vic bodi
feSeni k vykresleni kfivky oproti metod¢ stielby a numerickd integrace byla spus-
téna 121 krat. Casova naro¢nost jednotlivych metod byla nasledujici

HBM =49s, Shoot=276s, NI=25s. (4.15)

Nejrychlejsi metodou byla HBM, a to se znacnym naskokem. Metoda stfelby i nu-
merickd integrace vypocetli kompletni frekvenéni odezvu ve velmi blizkych cCa-

sech. Modre zobrazena kfivka na Obr. 4.18 patfi feSeni ziskaného metodou har-
monické rovnovéhy. Pro ziskéni tohoto feSeni byly uvazované tyto parametry

H =20, N=22 As=0.02

Jako pocétecni odhad feSeni pro HBM byla opét zvolena amplituda linedarni ¢asti

rovnice (4.12)

= m+iQb+ k
Q - P )

Odezva ziskand metodou stielby je zobrazena na Obr. 4.3 Zlutou, ¢arkovanou Ca-

rou. Pro tuto metodu byly parametry N a As voleny stejn¢ jako pro HBM. Z

vysledkt na Obr. 4.10 je patrné, Ze vSechny metody poskytli shodné vysledky.

(4.16)
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——HB
081 Linear 1

* NI
0.7T Shoot 1
0.6 J
E 051 1
< 0.4} o 8
03r J
0.2r J
0.1t J

005 01 015 02 025 03 0.35
fEZ [HZ]

Obrazek 4.18: Srovnani amplitudovych charakteristik ziskanych tfemi riznymi meto-
dami.

Obrazek 4.19: Vyvoj periodického feSeni oscilatoru se suchym tfenim podél amplitudové
krivky.
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A [m]
A [m]

0.08 0.16 024 032 04
Jea [He]

Obrazek 4.20: Porovnani ziskanych amplitudovych kfivek pfi zménach parametrt: fad
Fourierovy fady H (vlevo) a délka kontinua¢niho kroku As (vpravo).

V okoli rezonce ale dochazi k mirnému rozdilu mezi metodou stielby a ostatnimi
metodami, ktery miize byt opét zpisoben Castym vycislovanim nelinearni funkce.
Celkova nelinedrni odezva zménila svij charakter oproti linedrnimu piipadu a je
ve vSech bodech stabilni. DoSlo k obecnému utlumeni amplitudy (v rezonanci na
maximalni hodnotu A,,.;;,, = 0.87 m) a v podrezonan¢ni oblasti se zacla siln€ pro-
jevovat nelinearita. Suché tfeni je pro malé vychylky dominantni. Od f., = 0.2
Hz se vliv tohoto tfeni vytraci a zacné prevlddat vnéjsi buzeni. Systém ma pak
charakterové linearni odezvu, kterd je znac¢né utlumena pusobicim tfenim. Z toho
divodu se systém nepreladil, a tak zdstala hodnota rezonan¢ni frekvence stejna
jako v linearnim pripadé.

Na Obr. 4.19 je zobrazen vyvoj periodické odezvy systému. Tti Cervené ozna-
¢ené trajektorie na Obr. 4.19 jsou ddle zobrazeny na Obr. 4.21 - Obr. 4.23 vlevo,
kde jsou izolovany od ostatnich feSeni a vpravo jsou zobrazeny rekurentni zobra-
zeni piislusejici periodickym trajektoriim pro volbu € = (0.01. Na Obr. 4.21 vlevo
je patrnd malé singularita pro maxima vychylky. Tato singularita je 1épe viditelna
v prislusném RZ a zpusobuje charakteristické ,,ohnuti* dvou pri¢nych vétvi. Po-
kud bychom zvysili F},. objevilo by se téchto singularit vice, avSak to by vedlo
k numerické nestabilité. Pfi dosaZeni rezonance toto ,,ohnuti* vymizi a vraci se
az v nadrezonanc¢ni oblasti.

Poslednim zkoumanym aspektem je citlivost ziskanych feSeni na fidicich pa-
rametrech HBM. Na Obr. 4.20 je zobrazeno porovnéni amplitudovych kiivek pfi
zméné parametrd H a N. Jak je patrné na 4.20 vlevo, periodickd odezva tohoto
oscildtoru neni dobie aproximovatelna niZ$imi pocty H. Zména poctu vzorki N
zpuisobovala vyrazné zméni v kvalité feSeni. Pro nizké hodnoty N se zda, Ze je
nelinedrni sila podvzorkovédna a jsou pii téchto hodnotich patrné Casté ,hroty*
v amplitudové kiivce. Ty, pro N > 2% mizi.

85



4.1. OSCILATORY S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI
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Obrazek 4.21: Stabilnf{ trajektorie oscildtoru se suchym tienim pro fe; = 0.15 Hz ve FR
(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).
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Obrazek 4.22: Stabiln{ trajektorie oscildtoru se suchym tienim pro f.; = 0.24 Hz ve FR
(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).

0.5 250 F
200}
150
g o -
100}
50
-0.5
0z 0100102 03 50 100 150 200 250
q t

Obrazek 4.23: Stabilnf{ trajektorie oscildtoru se suchym tienim pro f.; = 0.26 Hz ve FR
(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).
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4.2 Nosnikové systémy

Tato ¢4st se zaméfuje na mechanické systémy, jez se skladaji z elastického nos-
niku pfipojeného nelinedrni vazbou k rdmu a pohyblivé baze. Na Obr. 4.24 vlevo
je schématicky zndzornén obecny nosnikovy systém, kterym se zde budeme za-
byvat. Nosnikem rozumime prutovy konstrukéni prvek, ktery je navrzen tak, aby
odoldval kombinaci zatéZovacich ucinkd, jako jsou napf. dvouosy ohyb, piicné
smyky, osovy tah nebo tlak a pfipadné i krut. Nosnik je pfimy, pokud je jeho
podélnd osa piima. Pokud je jeho prifez konstantni, jedna se o prizmaticky nos-
nik. Rozméry nosniku jsou uvazovany takové, Ze podélny rozmér je znaéné vetsi
nez zbylé dva. Prostorovy nosnik prenasi pricna zatizeni, kterd mohou pusobit
v libovolnych smérech podél prifezu. Rovinny nosnik odolava predevsim pric-
nému zatiZeni v preferované podélné roviné. V tomto pripadé se jedna se o ro-

MKP

7N

O O O 0 O 0 O 0 O 0 O O

Pcos(Qt)

L E p, N,
nq P

Moz x

Obrazek 4.24: Schéma elastického nosniku.

O 0O OO0 00 O

vinny, prizmaticky nosnik, ktery je kinematicky buzen. Tento druh buzeni zna-
men4, Ze bazi, ve které je nosnik vetknut, je predepsan pohyb. V obecném piipadé
je matematicky model nosniku tvoten parcidlni diferencidlni rovnici ¢tvrtého radu
[4]. Pro zjednoduseni vypocti budeme uvaZovat matematické modely nosnikil,
které jsou formulovany na zakladé tzv. nosnikovych teorii. JelikoZ jsou nosniky
ve skutecnosti trojrozmérnd télesa, vSechny jejich modely vhodnym zpiisobem
zjednodusuji skute¢nost. Nejjednodussi a nejzndmé;jsi modely jsou zaloZeny na
Eulerové-Bernoulliho teorii, nazyvané také klasicka teorie nosnikt a Timosenkovu
teorii nosnikl. Na zakladé Eulerové-Bernoulliho teorii, kterd je predstavena v na-
sledujici ¢4sti, formulujeme prostorové diskrétni model nosniku pomoci Metody

konecnych prvkii a tento model nosniku tak bude shodny s rovnici (3.1).

87



4.2. NOSNIKOVE SYSTEMY

Nosnik, ktery je uvazovan v nésledujicich modelech m4 nasledovné parametry
L=03, b =001, t,=0.001, E=21-10" p=7850,

kde L [m], b, [m], ¢, [m] jsou délka, Sitka a hloubka nosniku, £ [Pa] je Youngtv
modul pruznosti a p [kg - m—?] je oznadeni pro hustotu materialu.

Pro nosnik vetknuty do radmu, viz Obr. 4.24, s takto zvolenymi parametry byla
provedena modalni analyza. Tato analyza ptinasi informaci jaky typ odezvy lze od
nosniku ocekdvat a na jakych frekvencich. Na Obr. 4.25 jsou zobrazeny prvni Ctyfi
vlastni tvary vetknutého elastického nosniku s pfislusSnymi vlastnimi frekvencemi.

1. vlastni frekvence (92.8352 Hz) 2. vlastni frekvence (581.7884 Hz)
0

0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
3. vlastni frekvence (1629.0289 Hz) 4. vlastni frekvence (3192.2758 Hz)

0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3

Obrazek 4.25: Prvni Ctyfi vlastni tvary elastického nosniku.
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4.2.1 Klasicka nosnikova teorie (Euler-Bernoulli)
AvY
: Priifez nosniku
! p(x) \ v
i
O 1__g%u Z
/ Neutralni osa
Neutralni plocha L :

Osa symetrie

Obrazek 4.26: Terminologie v Euler-Bernoulli modelu rovinného nosniku.

Klasickd (Euler-Bernoulli) nosnikova teorie pro rovinné nosniky je zaloZena
na téchto pfedpokladech:

Rovinnd symetrie. Podélnd osa je piima a prifez nosniku ma podélnou ro-
vinu symetrie. Vyslednice pfi¢nych zatizeni ptsobicich na jednotlivé pra-
fezy lezi v této roviné.

Zména priirezu. Prifez nosniku je bud’ konstantni nebo se méni spojité.

Normalita. Rezy kolmé na osu ziistavaji pfi deformaci ohybem rovinné a
pouze se naticeji kolem tzv. neutrdlni osy. Tyto osy v jednotlivych priife-
zech vyplni tzv. neutrdlni rovinu.

Deformacni energie. Vnitini deformacni energie nosniku zohlediiuje pouze
deformace od ohybového momentu. VSechny ostatni G¢inky, zejména pric-
ného smyku a osové sily jsou zanedbdany.

Linearizace. Pricné vychylky, rotace a deformace jsou uvazovany tak malé,
ze plati predpoklad infinitezimdlnich deformaci.

Elasticita. Nosnik je vyroben z takového materidlu, ktery je elasticky a izot-
ropicky. Pro heterogenni nosniky vyrobené z vice materidld jsou uvazované
stejné vlastnosti pro vSechny ptitomné slozky.

89



4.2. NOSNIKOVE SYSTEMY

Kinematika

Posuvy rovinného nosnikového prvku v roviné z, y jsou popsany dvourozmérnym
polem posuvti
uz,y)) 4.17)
v(z,y)
kde u a v jsou slozky osového, resp. pticného posunuti libovolného hmotného
bodu nosniku ve smérech x a y. Posuvy ve sméru z, jsou pro ptipad Euler-Bernoulli
teorie zanedbany. Predpoklad normality klasického (Eulerova-Bernoulliho) mo-
delu muze byt matematicky vyjadien jako

0
u(r,y) = -y Zf) = -y’ = —yp, v(r,y) =0v(2). (4.18)

Deformace, napéti a ohybové momenty

Klasickd nosnikova teorie pfedpokldda, Ze vnitfni energie nosniku je vyhradné zo-
hlediiuje ohybové deformace a napéti. Pfi ohybu vznika osové napéti o, a osova
deformace e,,. Vzhledem k jednorozmérnosti modelu bude toto napéti a defor-
mace zkraceno na o a e. Osova deformace miize byt ziskana derivaci osového
posuvu u(x,y) z (4.18)

ou 0% d*v

_ou_ - _ — _ 4.1
€= o Y o2 Y YR, (4.19)

kde x znaci kfivost osy deformovaného nosniku. Ohybové napéti o lze propojit
s osovou deformaci e pomoci jednorozmérného Hookova zdkona

d?v
o= Fe=—Fy—-; = —Eyk, (4.20)
dx?

kde E zna¢i Youngiv modul pruZnosti. Velmi dileZitou veli¢inou vyplyvajici
z klasické nosnikové teorie je ohybovy moment M, ktery je definovan jako in-
tegral pres prufez

2
M = / —yodz = Ed”/ y2dA = EI k, 4.21)
A dz? Ja

kde I = I, ma vyznam momentu setrvacnosti priifezu k z ose.
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4.2.2 Variacni formulace rovinného prvku typu nosnik
Celkovy energeticky funkcional

Celkovd potencidlni energie nosniku je
m=v -w, (4.22)

kde U a W je vnitini je vnéjsi energie. Jak jizZ bylo zminéno v Euler-Bernoulli
modelu U obsahuje pouze ohybovou energii

1
U:f/aedV— /M/{da:— /EIK;Qda:

1 (4.23)
/ EI (v") - / V"Bl v"da.
T2 0
Vnéjsi prace zohlediuje pficné spojité zatizeni
L
W — / v de, (4.24)
0

kde p [N/m] znalf spojité zatizeni. VSechny tii funkciondly II, U a W zévisi na
pii¢ném posuvu v(x). Je patrné, Ze I1(v) obsahuje druhé derivace v, protoze v" =
k se objevuje v U. Toto Cislo (fad nejvyssi derivace ve funkcionalu) se nazyva
variacni index. JelikoZ je variacni index roven 2, pfipustné posuvy museji byt
spojité, mit spojité prvni derivace a spliiovat presné okrajové podminky na posuvy.
Tento pozadavek na spojitost miiZe byt téZ formulovan tak, Ze piipustné posuvy
museji byt C' spojité. Tato podminka provazi sestrojeni kone¢nych prvkd typu
nosnik, které bude nasledovat.

Konec¢né prvky typu nosnik

Konecné prvky jsou ziskany podélnym rozdélenim nosniku. Nejjednodussi Euler-
Bernoulli kone¢ny prvek typu nosnik, viz Obr. 4.27 ma dva uzly, 7 a j a 4 stupné
volnosti sdruzené do vektoru uzlovych posuvi

T
ul® = |y 4,0(6) ngG) vﬁe)} : (4.25)

Tvarové funkce

Nejjednodussi tvarové funkce, které vyhovuji C!(R) podminky spojitosti pro (4.25)
jsou nazyvany Hermitovsky kubické tvarové funkce. Vzorec pro interpolaci, ktery
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Vi E=E® [=]®
J Xu
_iT P(x,¥)e T ''''' >
X -
1=L®

Obrazek 4.27: Dvou uzlovy Euler-Bernoulli rovinny nosnikovy prvek se ¢tyfmi stupni
volnosti.

je zaloZen na téchto funkcich, 1ze napsat jako

(e)

U;
(e)
e) __ e e e e QOZ _ e
v® = |Nl® N© NO N o = Nu®. (4.26)
J
e

Tyto tvarové funkce jsou vhodné napsiny v bezrozmérném tvaru pro soufadnici
2
¢ = Tx 1, 4.27)

kterd se pohybuje v rozmezi od —1 pro uzel i (x = 0) do +1 pro uzel j (x = 1),
kde [ znaci délku prvku.

(e) —
@ =1
vi® = 11—\Q /_IVj(e) =1
O

£E=-1 §=1

(pj(e) =1

Obrizek 4.28: C' (Hermitovské) tvarové funkce rovinného prvku typu nosnik

NP = {1- €72+ N = 01 €7(1+6)

1 1 (4.28)
NP(©) = (1492 =& NE(©) =1+ (1-¢)
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Tyto Ctyfi tvarové funkce jsou zobrazeny na Obr. 4.28. Kfivost «, kterd se nachazi
v U, miize byt vyjadfena v uzlovych posuvech dvojitou derivaci podle x
v () 4 d*E(E) 4 dNE
"TTaR TR der T B oae
Zde znac¢i D = N”, matici kiivosti a posunuti o rozméru 1 x 4

u® = Du® = N"u®. (4.29)

D_H6§ 3¢—1 —6% 3c+1]. (4.30)

Rovnice kone¢nych prvku

VloZenim rovnic (4.28) a (4.30) do (4.22) ziskame kvadratickou formu pro uzlové
posuvy

© — ;u@)TK(@)u(e) @), 431)
kde z . )
K — / EID"Ddz — / EID'DIde. (4.32)
0 —1

je matice tuhosti prvku a
! 1 1
F) — /0 N7 gdz = /_ NTg3ude (4.33)

je silovy vektor uzlu. Pokud je ¢len F 1 konstantni ptes prvek je mozné ho vyjmout
z &-interdlu v (4.32)

g
1 1 EI 1 |3¢-1
(e) — = T el 9 _ _6s
K QEIZ/_ID Dag = [ 75 65 3¢-1 —6¢ 3¢+1]de.
3¢ +1
(4.34)
Rozsifenim a integrovanim pres prvek dostaneme
36&2 6£(36 — 1)1 —36¢> 6£(3¢ + 1)1
K _ 1L /1 6€(3¢ — 1)1 (3¢ — 12 =636 = 1)1 (9¢% = 1)?
213 Jo1 | —36¢ —68(3¢ — 1)l 36¢2 —6¢(3¢ + 1)1
6£(3¢ + 1)1 (92 — 1)12 —6£(3¢ + 1)1 (3& 4+ 1)21
12 6l —12 6l
_ kI 6l 41> —6l 202
Top|—-12 -6l 12 —6l
6l 202 —6l 4]?
(4.35)
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Podobnym postupem miiZeme sestavit i matici hmotnosti prvku

156 220 54 —13]
@ PAL| 220 42 13 3P
MU=T50 | 54 13t 156 -2 (4-36)

—131  =31> —22I 4]?

kde p je hustota materidlu, ze kterého je nosnik vyroben a A je prifez nosniku.
Provedenim souctu pfes vSechny konecné prvky ziskdme globdlni matici tuhosti
K a globdlni matici hmotnosti M.

4.2.3 Piezo patch

V této Casti je predstaven zpusob, jak matematicky model nosniku obohatit o piezo
patch (zaplatu). Piezo patch budeme uvaZovat jako jiny Euler-Bernoulli nosnikovy
prvek. Diky tomu jsou matice tuhosti K" a hmotnosti M) piezo patche ve stej-
ném tvaru pouze s konstantami £, [,,, pp, A,,

12 6lg —12 6[12)
K® — W _6l1p2 fé’}p _162lp _Qéfgp . (437
6, 22 —6l, AZ
156 22, 54 13l
M® — bb(ﬂbtbi; (J)r Polp) 2524% 14;;; 111% __232%; (4.38)

~13l, 302 221, AP

Tento nosnikovy konecny prvek s piezo patchem, jak je zobrazen na Obr. 4.29,
pak miizeme pricist do globdlni matice tuhosti K a hmotnosti M libovolné misto
Np.

Rovnice senzoru

Senzorem rozumime pouZiti informace o deformaci piezo patche k vypocteni mo-
7zného generovaného ndboje tohoto patche. Piezo patch lze také pouzit opacnym
zpasobem, tedy dodanim potfebného naboje k fizené deformaci. V takovém pfi-
padé se jedné o pouziti piezo patche jako aktudtoru. Zde se zaméfime pouze sen-
zorické uziti. Nésledujici linedrni piezoelektrické konstitutivni vztahy [35] jsou
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Ay
I E= E(p)’ [= [P Vt(p)
{

J xu Yk e

. N

|=LP =L@ b =p®|=p©

Obrézek 4.29: Rovinny nosnikovy prvek s piezo patchem.

pouZity pro odvozeni rovnic senzoru.

£ = SlElO'x + dglEZ

: (4.39)

kde ¢ je deformace, o je napéti, S je poddajnost pfi konstantnim elektrickém
poli, d3; [m - V7! je piezoelektrickd konstanta, F, [V - m~!] je elektrické pole,
D, [Coulomb - m~?2] znad¢i ndboj na jednotku plochy a £J; je dielektrickd konstanta
pri stdlém napéti. Piimy piezoelektricky jev se pouZziva k vypoctu vystupniho na-
boje na vrstvé senzoru, ktery vznikd v dusledku deformace prvku. ProtoZe na
vrstvu snimace nepusobi Zadné elektrické pole, dostaneme

D, = Chdsies, (4.40)

kde zde znacime C'; Youngliv modul pruznosti. Ndboj méfeny pres elektrody
senzoru je didn vztahem

g(t) = / D.ds. (4.41)
s
Proud na povrchu senzoru je dan vztahem
. dq(t)
l) = —— 4.42
itt) = 02, @42)
coz lze dle [35] rozepsat jako
lp
i(t) = 2 Cridaiby / D wdz, (4.43)
0

kde D zna¢i matici kiivosti a z = t;,/2 + t,, pro maximalni smyk. Napéti genero-
vané piezo patchem je pak
VE(t) = Gyilt), (4.44)
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kde G je zesileni zafizeni pro Gpravu signalu

VS(t) = GsCrdaz b, [0 —1 0 1) [or @1 2 @] | (4.45)

coz lze prepsat jako
Vi) =Cs0 —1 0 1]u, (4.46)

kde Cg = GgC41d31z by a znaci senzorovou konstantu.
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4.2.4 Nosnik se suchym trenim

Prvni nosnikovy systém je sloZen z poddajného nosniku, ktery je provdzan treci
vazbou s rdmem, kterému je predepsdna vychylka gx;,. Systém je tak vystaven
kinematickému buzeni. Diskrétni matematicky model kinematicky buzeného nos-

L, E, p, N,

Pcos(Qt)

ARANANAN A ARy

Obrazek 4.30: Schéma elastického nosniku se suchym tfenim.

niku se suchym tfenim je tvofen soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic dru-
hého fadu v nasledujicim tvaru

Md(t) + Bq(t) + Kq(t)) = F(q, 4, t) + grnMey, (4.47)

kde je uvazovano proporciondlni tlumeni B = aK a ¢len ¢;,Me, pfedstavuje
kinematické buzeni. V tomto Clenu je gx;,, = P cos(€)t) a

eco=[1 010 ..], (4.48)

coz je vektor pfifazeni kinematického buzeni. Po prondsobeni tohoto vektoru s ma-
tici hmotnosti M je soustavé predepsdna vychylka na vSech posuvnych stupnich
volnosti viz (4.25) s pfisluSnou vdhou. Tento systém obsahuje element suchého
treni, ktery byl predstaven v kapitole 4.1.3. V tomto piipadé je nelinearita vne-
sena do soustavy tim, Ze vztah (4.13) je vloZen do silového vektoru F na vybrané
misto ny.

Pro systém byla provedena modélni analyza, kterd pomohla lépe urci rozmezi
fez» ve kterém je vhodné systém budit. Tato analyza byla provedena pro nosnik,
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4.2. NOSNIKOVE SYSTEMY

ktery je v misté vyskytu nelinearity vetknuty. Dle této analyzy bylo usouzeno, Ze
hledani periodickych odezev nosnikové soustavy bude provedeno v okoli prvni
vlastni frekvence. U této frekvence, jejiZ vlastni tvar je zobrazen na Obr. 4.31, do-
chazi k nejvétsSimu zesileni amplitudy odezvy. Pro porovnani s nelinearni odezvou
byla vypoctena i odezva linedrni ¢asti systému (4.12), u kterého dochézi k rezo-
nanci na frekvenci 0y = 523.24 Hz a o amplitudé A;;, = 4.95-10~% m. Sledujme

1. vlastni frekvence (523.24 Hz) 2. vlastni frekvence (1627.43 Hz)
0
0
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
3. vlastni frekvence (3026.16 Hz) 4. vlastni frekvence (4505.12 Hz)
0 0
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3

Obrazek 4.31: Prvni Ctyfi vlastni tvary elastického nosniku se suchym tfenim.

nyni vyvoj periodické odezvy rovnice (4.47) v zdvislosti na frekvenci buzeni f,,.
Parametry pro tuto soustavu jsou voleny nasledovné

Fir=0.02, e=810"" a=707-10° P=166, N.=8, n;=7,

kde « je koeficient proporciondlniho tlumeni, N, je pocet uvazovanych konecnych
prvki, n; zna¢i uzel spojeny nelinedrni vazbou k rdmu. Ostatni parametry maji
stejny vyznam jako v predchozich ptipadech.

Na Obr. 4.32 je zobrazena odezva nelinedrniho systému (4.47) v zavislosti na
frekvenci buzeni f.,. Odezva nelinearntho systému byla ziskdna pomoci tfi riz-
nych metod na pfedem zvoleném intervalu budicich frekvenci f., € (250, 750).
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4.2. NOSNIKOVE SYSTEMY

V piipadé HBM a metody strelby byl interval frekvenci volen kontinua¢nim pro-
gramem. Pro numerickou integraci byla zvolena sekvencni kontinuace a body fe-
Seni byly pfedem zvolené, viz niZe. PoCet vygenerovanych bodi feseni jednotli-
vych metod tak byl

HBM =883, Shoot =883, NI =83. (4.49)

U metody numerické integrace byla zvySena hrubost déleni intervalu f,,, a tak
byl pocet bodii feseni snizen desetkrat oproti ostatnim metodam. Numericka inte-
grace byla tedy spuSténa 83 krét. Jak HBM tak metoda stfelby potfebovali stejny
po&et bodi feSeni k vytrasovani kiivky. Casové naro¢nost jednotlivych metod byla
ndsledujici

HBM =132.7s, Shoot =156.4s, NI =249.3s. (4.50)

Vv

kavani numericka integrace. I pfes sniZeni bodi feSeni byl vypocetni ¢as nume-
rické integrace zhruba 1.8 x delSi neZ pro HBM. Pokud bychom zvolil vétsi pocet
N, nebo pfidali vice nelinearit do systémi stoupla by mira komplexe systému.
V takovém piipadé by nebylo vhodné pouZit numerickou integraci pro frekvencni
analyzu systému vzhledem k velmi vysoké Casové naro¢nosti. Modré kiivka na
Obr. 4.32 patii feSeni ziskaného metodou harmonické rovnovahy. Pro ziskani to-
hoto feSeni byly uvaZzované nisledovné parametry

H=13, N=2", As =5.

Jako pocatecni odhad feSeni pro HBM byla opét zvolena amplituda linearni ¢asti
rovnice (4.47)
Q=(-UM+iQB+K)F, (4.51)

Pro metodu stfelby, kterd je na Obr. 4.32 zobrazena Zlutou, ¢arkovanou Carou, byly
parametry N a As voleny stejné. Z vysledkii na Obr 4.32 je patrné, Ze vSechny
metody poskytly souhlasné vysledky. Vysledky vypoctené metodou numerické
integrace lze v okoli rezonance povazovat shodné s ostatnimi metodami. V podre-
zonan¢ni i nadrezonancni oblasti vSak dochdzi k rozdiltiim. Tento fakt déle potvr-
zuje nevhodnost této metody k analyze nosnikového systému. Celkova nelinedrni
odezva zménila sviij charakter oproti linedarnimu pfipadu a je ve vSech bodech
stabilni. Systému se vlivem nelinerity zvysila rezonan¢ni frekvence na hodnotu
2y = 560.4 Hz. V podrezonan¢ni oblasti dochdzi k postupnému oddalovéni obou
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Obrazek 4.32: Srovnani amplitudovych charakteristik ziskanych tfemi riznymi meto-

dami.
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4.2. NOSNIKOVE SYSTEMY

odezev. V rezonancni oblasti sledujeme znac¢ny ttlum amplitudy nelinedrniho sys-
tému. Ta, je utlumena na hodnotu A,,.;,, = 1.02-107% m. Pro nadrezonané¢ni oblast
jsou odezvy linedrniho a nelinedrniho systému ve shodé.

Na Obr. 4.33 je zobrazen vyvoj periodické odezvy systému. Tti Cervené ozna-
¢ené trajektorie na Obr. 4.33 jsou dale zobrazeny na Obr. 4.36 - Obr. 4.34 vlevo,
kde jsou izolovédny od ostatnich feSeni a vpravo jsou zobrazeny pfislu$né reku-
rentn{ zobrazeni pro volbu ¢ = 1.8 - 1078, Na Obr. 4.34 vlevo je zobrazena prvni
podrezonan¢ni periodicka trajektorie. Tato trajektorie se postupné rozsifuje s ros-
touci frekvenci f., aZ do rezonance. Po dosaZeni rezonance dochdzi k pfesunu
po sméru hodinovych ruci¢ek dvou ,hrbolkd“ az na pozici zobrazenou na Obr.
4.36. Tyto ,.hrbolky* zptsobuji zvinéni diagondl kolmych na dhlopficnou diago-
ndlu RZ a jsou charakteristické pro nelinearitu typu suché tfeni, viz kapitola 4.1.3.
V nadrezonan¢ni oblasti se pak zacinaji vytracet a ndsledné trajektorie prechdzi
v elipsu.

Poslednim zkoumanym aspektem je citlivost ziskanych fesSeni na fidicich pa-
rametrech HBM. V tomto ptipadé¢ zména H a N na niZ§i hodnoty neZ uvazované
nezptsobovala pfili§ velkou zménu od referencniho feseni. Pfi zméniach H a N
nad uvazované hodnoty pouze k velkému nartistu vypocetniho ¢asu. Tento systém
se tak jevi jako velmi robustni vii¢i zméndm parametrti feSeni.
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Obrazek 4.34: Stabiln{ trajektorie nosniku se suchym tfenim pro f., = 535.78 Hz ve FR
(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).

%1073

160 F
140t
120}
100
80t
60 -
40+
20

dq
N N L )
t

10 50 100 150
q * t

Obrazek 4.35: Stabiln{ trajektorie nosniku se suchym tfenim pro f., = 560.45 Hz ve FR
(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).

3x10'3 .

160
140
120 1
100

60t
40t
20t

07 50 100 150
q * t

Obrazek 4.36: Stabiln{ trajektorie nosniku se suchym tfenim pro f., = 573.18 Hz ve FR
(vlevo) s prislusnym RZ (vpravo).
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4.2.5 Piezo nosnik s kubickou nelinearitou

Druhy nosnikovy systém je sloZzen z poddajného nosniku, ktery je k pohyblivé
bazi s predepsanou vychylkou g, pfipojen kubickou nelinearitou. Systém je tak
kinematicky buzen. Déle je v poloviné tohoto nosniku umistén piezo patch pro
sbér energie. MiZe se tak jednat o variaci energy harvesteru predstaveného na
Obr. 1.4. Diskrétni matematicky model kinematicky buzeného nosniku s kubickou

L E p, N,

Pcos((lt)

Obrazek 4.37: Schéma piezo nosniku s kubickou nelinearitou.

nelinearitou je tvofen soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fddu
v nésledujicim tvaru

Mg(t) + Bq(t) + Kq(t)) = F(q, 4, 1) + grnMe,, (4.52)

kde je opét uvazovano proporciondlni tlumeni B = oK. Kinematické buzeni
a vneseni nelinearity do systému je uvazovano stejnym zptisobem jako ¢asti v 4.2.4.

Pfidanim piezo patche do soustavy byli zménény jeji modalni vlastnosti oproti
prostému nosniku, viz Obr. (4.25). Provedeni modalni analyzy pro soustavu obo-
hacenou o piezo patch ndm pomohlo 1épe urci rozmezi f.,, ve kterém je sys-
tém vhodné budit. Pro porovnani s nelinedrni odezvou byla vypoctena i odezva

linedrni ¢asti systému (4.12), u kterého dochézi k prvni rezonanci na frekvenci
Qo = 102.38 Hz a o amplitudé A;;,, = 1.8 - 10~* m jak je zobrazeno na Obr. 4.38.
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Obrazek 4.38: Srovnani amplitudovych charakteristik ziskanych tfemi rliznymi meto-
dami.

Vzhledem k velmi malé amplitudé u druhé vlastni frekvence je provedena ana-
lyza odezvy pouze v okoli prvni rezonance. Tento potencidlni energy harvester by
tak z amplitudy v okoli druhé vlastni frekvence nebyl schopen vygenerovat dosta-
tecné napéti. Na Obr. 4.39 jsou zobrazeny prvni Ctyfi vlastni tvary piezo nosniku.

Sledujme nyni vyvoj periodické odezvy rovnice (4.52) v zavislosti na frekvenci
buzeni f.,. Parametry pro tuto soustavu jsou voleny nasledovné

y=15-10°, P=153, a=707-10"° N.=8, n;=8, n,=4

UvaZované parametry maji stejny vyznam jako v pfedchozich ptikladech.

Na Obr. 4.40 je zobrazena odezva nelinedrniho systému (4.52) v zavislosti na
frekvenci buzeni f.,. Odezva nelinearniho systému byla ziskdna pomoci tf riiz-
nych metod na pfedem zvoleném intervalu budicich frekvenci f., € (97, 120).
V ptfipadé HBM a metody stfelby byl interval frekvenci volen kontinua¢nim pro-
gramem. Pro numerickou integraci byla zvolena sekvencni kontinuace a body fe-
Seni byly pfedem zvolené, viz nize. PoCet vygenerovanych bodi feseni jednotli-
vych metod tak byl

HBM =664, Shoot =32, NI =41. (4.53)

104



4.2. NOSNIKOVE SYSTEMY

1. vlastni frekvence (102.3817 Hz) 2. vlastni frekvence (652.6286 Hz)

0

0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
3. vlastni frekvence (1789.7819 Hz) 4. vlastni frekvence (3560.3979 Hz)

0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3

Obrazek 4.39: Prvni Ctyfi vlastni tvary piezo nosniku.

Metoda harmonické rovnovahy potifebovala k dobré konvergenci mnoho kontinu-
acnich bodl. U metody numerické integrace byla zvysena hrubost déleni intervalu
fex» a tak byl pocet bodl feseni sniZen zhruba Sestnictkrat oproti HBM. Nume-
rickd integrace byla tak spu$téna 41 krat. Casovd ndro¢nost jednotlivych metod
byla nésledujici

HBM =130.3s, Shoot=424s, NI = 38.24 min. (4.54)

Nejrychlejsi metodou se s velkou rezervou stala Metoda strelby. Metoda harmo-
nické rovnovahy se kvili vysokému poctu kontinuacnich bodi zna¢né zpomalila.
Casové& nejndrocnéjii se metodou byla dle ofekdvani numerick4 integrace. I pres
sniZzeni bodu feSeni byl vypocetni Cas této metody zhruba 54 x delsi nez pro me-
todu stielby. Pouziti této metody k dynamické analyze tohoto systému je tak ob-
vzI145t€ nevhodné. Modre zobrazena kiivka na Obr. 4.40 patii reSeni ziskaného
metodou harmonické rovnovahy. Pro ziskani tohoto feSeni byly uvazované tyto
parametry

H=13, N=2", As =0.5.

Jako pocatecni odhad feSeni pro HBM byla opét zvolena amplituda linearni ¢asti
rovnice (4.52)
Q=(-UM+iQB+K)F, (4.55)
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Obrazek 4.40: Srovnani amplitudovych charakteristik ziskanych tfemi riznymi meto-

dami.

Obrazek 4.41: Vyvoj periodického feseni piezo nosniku s kubickou nelinearitou podél

amplitudové kiivky.
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Obrazek 4.42: Zobrazeni kinetickd energie (vlevo) a deformacni energie (vpravo) v zavis-
losti na frekvenci buzeni.

Pro metodu stielby, kterd je na Obr. 4.40 zobrazena Zlutou, ¢arkovanou Carou,
byly parametry voleny nasledovné

N=2° As =2.

Z vysledkt na Obr. 4.32 je patrné, ze Metoda stfelby a HBM poskytly shodné
vysledky. Vysledky vypoctené metodou numerické integrace 1ze v podrezonancni
oblasti povazovat za souhlasné s ostatnimi metodami, avSak v rezonan¢ni i nadre-
zonan¢ni oblasti dochézi k velkym rozdiltim. Tento fakt ddle potvrzuje nevhodnost
této metody k analyze tohoto systému. Celkova nelinedrni odezva zménila svuj
charakter oproti linedrnimu pfipadu. Tvar nelinedrni kiivky je ,,ohnuty‘ smérem
do prava, coz se dalo oCekavat vzhledem k pfitomnosti kubické nelinearity, viz
kapitola 4.1.1. Kvuli tomuto ,,ohnuti* se vyskytl pomérné kratky dsek nestabil-
nich odezev. Systému se vlivem nelinearity mirné zvysi rezonanc¢ni frekvence na
hodnotu €2y = 102.84 Hz, av§ak amplituda zlistdvd beze zmény. Na Obr. 4.41 je
zobrazen vyvoj periodické odezvy systému. Tti Cervené oznacené trajektorie na
Obr. 4.41 jsou dale zobrazeny na Obr. 4.44 - Obr. 4.46 vlevo, kde jsou izolovany
od ostatnich feSeni a vpravo jsou zobrazeny rekurentni zobrazeni piislusejici pe-
riodickym trajektorifm pro volbu e = 1 - 107%. Na Obr. 4.44 vlevo je zobrazena
periodicka trajektorie v rezonanci. Se zvySujici se frekvenci f., ztrati feSeni sta-
bilitu, viz Obr. 4.45 a dojde k poklesu maxima vychylky. Ddle nastava postupny
utlum amplitudy. Periodické trajektorie si pro rozmeni budicich frekvenci drzi
elipticky tvar.

Jak jiz bylo zminéno, na tento systém je nahliZzeno jako na prototyp energy
harvester jednotky. Ke zjisténi vlastnosti tohoto potencidlniho energy harvesteru
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Obrazek 4.43: Zobrazeni vygenerovaného napéti v zavislosti na frekvenci buzeni.

byla vypoctena kineticka energie

1
By = 5aMdq’", (4.56)
deformacni energie
1
E, = §qKqT (4.57)

a vygenerované napéti V', viz rovnice (4.46) s piezoeletrickymi parametry pie-
vzatymi z [35]. VSechny tfi kvantity byly vypoctené z ustdlené odezvy ziskané
numerickou integraci. Velikost téchto kvantit byla proménnd v Case, a tak z byl z
té€chto rozvoju vypocten kvadraticky primér dle

1
$RMSZ\/n$1+962+ZE3+"'+$n, (4.58)

kde xryss je kvadraticky primér veli€iny, x je vzorek odezvy a n je pocet vzorkt
odezvy. Jak je patrné na Obr. 4.42 a 4.43 nejlepsi volbou f,, pro energy harvesting
by bylo provozovat tuto jednotku v rezonanci.

Poslednim zkoumanym aspektem je citlivost ziskanych feSeni na fidicich pa-
rametrech HBM. V tomto pfipadé zména [ a /N na niZ$i hodnoty neZ uvaZované
zpusobovala ziskani odezvy, kterd byla shodna s linedrni odezvou. Da se tak tvrdit,
Ze systém je slabé nelinedrni a na zachyceni jeho nelinedrni odezvy je zapotiebi
vySSich fadi H. Pfi zméndch H a N nad uvaZované hodnoty dochazelo pouze
k velkému ndristu vypocetniho casu.
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Obrizek 4.44: Stabilni trajektorie piezo nosniku s kubickou nelinearitou pro
few = 102.77 Hz ve FR (vlevo) s pfisluinym RZ (vpravo).
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Obrazek 4.45: Nestabilni trajektorie piezo nosniku s kubickou nelinearitou pro
fex = 102.81 Hz ve FR (vlevo) s pfislusnym RZ (vpravo).
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Obrazek 4.46: Stabilni trajektorie piezo nosniku s kubickou nelinearitou pro
fex = 102.9 Hz ve FR (vlevo) s piislusnym RZ (vpravo).
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Kapitola 5
Zaver

PredloZend diplomova prace se zabyvala studiem periodickych odezev mechanic-
kych systémi s riiznymi druhy nelinearit. V tvodni kapitole 1 byla pfedstavena
stucnd historie této problematiky demonstrovand na problémech nebeské mecha-
niky, jmenovité problému tii téles. Ddle jsme v této kapitole predstavili vlastni
motivaci a stanovili cile této préce.

V nasledujici kapitole 2 jsou definovédny a popsdny vybrané ¢ésti z teorie dy-
namickych systéma spolu s predstavenim Floquetovy teorie stability periodickych
feSeni. V dalsi Casti tedy v kapitole 3 jsou predstaveny tfi riizné numerické me-
tody pro hledani periodickych feSeni mechanickych systémi. Jednd se o metodu
numerické integrace, metodu harmonické rovnovahy (HBM) a metodu stfelby. Pro
zminéné metody bylo zavedeno znaceni a byly odvozeny dulezité vztahy. Pro me-
todu numerické integrace byla nejdfive predstavena Eulerova metoda, jakoZto za-
kladni numerickd metoda pro integraci pohybovych rovnic. Ddle se tato ¢4st véno-
vala roz§ifenym Runge-Kutta metoddm, které byvaji velmi Casto implementovany
ve vypocetnich softwarech. V nasledujici casti byla definovdna metoda stielby,
u které byl vyzdvihnut dulezity disledek. Tim bylo, Ze metoda poskytuje jako ve-
dlejsi produkt k samotnému feSeni informaci o stabilité ziskaného periodického
feSeni pomoci vypoctu matice monodromie. Posledni ¢ast kapitoly 3 se véno-
vala stéZeni metodé€ této prace, metodé harmonické rovnovahy. Tato metoda byla
nejdiive predstavena na piikladu zndmého Duffingova oscildtoru, kde byly de-
monstrovany dulezité myslenky metody harmonické rovnovahy. Dale byly v této
kapitole predstaveny potfebné Casti z teorie Fourierovych fad a diskrétni Fourie-
rovy transformace. Nésledovalo pouZziti HBM pro mechanické systémy a odvo-
zeni zdkladnich rovnic této metody. Posledni ¢ast pojedndvajici o HBM se vé-
novala spojenim této metody s kontinuaci periodickych feseni, které poté slouzi
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k vytrasovani kompletni amplitudové kiivky. Ta, narozdil od linearniho pfipadu
muZe obsahovat vice vétvi feSeni, které Casto nejsou postihnutelné standartnimi
metodami.

Samotnému hledani periodickych feSeni vybranych mechanickych systému
byla vénovana kapitola 4. V této kapitole byly predstaveny modely oscilatort
s jednim stupném volnosti a modely nosnikovych systému. Na oscilatorech s jed-
nim stupném volnosti bylo ukdzéano jak se méni odezva této soustavy pridanim tfi
ruznych druht nelinearit. Zkoumanymi nelinearitami byli

¢ kubicka nelinearita,
* pruznd nardzka,
e suché tfeni.

Tyto nelinearity zasadné zménily jak tvar amplitudové charakteristiky systému tak
samotnych periodickych trajektorii. Mohli jsme pozorovat ,,ohnuti“ amplitudové
ktivky charakteristiké pro kubickou nelinearitu nebo zvinéni periodickych trajek-
torii, které zas prisluselo suchému tfeni. Pro vybrané oscildtory byla téZ provedena
analyza citlivosti HBM na jejich parametrech. Bylo zjis$téno, Ze zvySeni H skoro
pokazdé vede k numericky stabilnim vysledkd, avSak s vysokou ¢asovou ndroc-
nosti. Zména N pak Casto zpisobovala podvzorkovani prislusnych nelinedrnich
sil a tedy chybné vysledky.

Druhd cast kapitoly 4 se vénovala nosnikovym systémtim. Pro tyto systémy
byla predstavena Euler-Bernoulliho nosnikova teorie, na jejiz zdkladé byl formu-
lovan MKP model pfislusnych nosnikli. Ddle bylo pojednano o rozsifeni tohoto
modelu u piezoelektricky patch, ktery umoZnuje sbér energie z deformace nos-
niku. Nasledovalo predstaveni dvou modelt nosniki s nelinearitami, a to nosnik
se suchym tfenim a piezo nosnik s kubickou nelinearitou. Pro druhy ze zminénych
nosnikil byla diky pfitomnosti piezo patche vypocétena optimalni budici frekvence
ke sbéru energie.
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