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UuvoD

Bakalaiska prace Vybrané zajimavé matematické a logické problémy je soubor
10 zndmych 1 méné zndmych matematickych tuloh, které maji sviyj historicky ptivod po
celém svéte. V textu jsou predstaveny napf. Gloha o sedmi mostech mésta Kralovce,
problém ctyt barev nebo Monty Hallav problém. Prace obsahuje celkem deset kapitol, kdy
kazda je vénovana jedné matematické uloze. V kazdé kapitole 1ze nalézt historicky vyvoj
ulohy, jeji problematiku a nasledné zpracovani feseni a jeho alternativy.

Hédanky a hlavolamy, nejen matematické, jsou mi velice blizké, rada premyslim nad
jejich feSenim a procvicuji si logické mysleni. V mé praci jsou odborné ulohy, které maji
presah do $kolské matematiky. Skolska matematika je mi velice blizka, a i z tohoto diivodu
jsem si tuto praci vybrala.

Prace je urcend pro vSechny, kdo se radi zamysli nad problematickymi tlohami. V préci

naleznou nejen zadéani tloh, ale 1 jejich historii, samoziejmé postup a vysledek feseni uloh.



1. ULOHA VLK, KOZA A ZELi

Uloha O viku, koze a zeli je povazovéana za ptiznaény logisticky hlavolam, ktery znaji
uz déti na zékladni Skole a zastupuje jednu z mnoha uloh o pfevoznikovi a prekondvani
feky. AvSak 1 tato uloha uzce souvisi steorii grafi a da se dobfe vyuzit k vyuce
algoritmizace, proto neni na Skodu, si ji pfipomenout i v této praci.

Prvni zminky o této lloze se objevuji uz na prelomu osmého a devatého stoleti za vlady
Karla Velikého a pravdépodobnym autorem je anglosasky mnich Alkuin z Yorku, ktery
napsal sbirku matematickych 0Gloh a nazval ji Propositiones ad acuendos iuvenes,
v prekladu miizeme sbirku piikladi titulovat jako Ulohy k bystieni chlapcii (Ma&ak, 2001).
Nekteré priklady z tohoto souboru se vyskytuji v matematice dodnes.

Hlavolam O vlku, koze a hlavce zeli ma mnoho shodnych formulaci s jinymi tfemi
objekty se stejnymi vztahy, napt. liSka, husa a pytel fazoli; liska, kufe a obili; liska, husa a
kukufice; jaguar, prase a ovesnd kaSe. Jednu z verzi této celosvétov€é znamé hadanky
najdeme i v jednom z nejznaméjSich americkych serialti, a to v Simpsonovych, piesnéji
Vv dvacaté sérii, tfinacté epizodé s ndzvem Gone Maggie Gone.

Tento kol lze zadat zaktim zdékladni Skoly, ktefi ji jsou schopni vyfeSit prostym
zkousSenim, avSak lze ji modifikovat a vyuzit i pro vyuku na vysoké skole. Mizeme ji totiz
vyjadfit jako problém zoboru dynamického programovani, z oboru teorie grafli nebo
z oboru cCiselného programovani, a poté pomoci ni ilustrovat patficné algoritmy ze
zminénych obori, které dokdzou problém vyfesit.

Jednim z takovych vysokoskolskych ptikladli je uloha O tfech kanibalech a tfech
misiondfich, kterd se vyuzivda kprocviCeni prace sumélou inteligenci nebo VvV

programovani.
1.1 Zadani ulohy

Na brehu reky stoji muz, ktery vede na provazku kozu, vika a v ruce drzi hlavku zeli.
Jeho cilem je prepravit se pres reku i se svym nakladem na lodce, ktera ale uveze vzdy jen
muze a jednu vec nebo zvife. Samoziejmé miizeme uvazovat, Ze vSe preveze postupne,
avsak nikdy nesmi na jednom brehu ziistat koza se zelim (aby jej nesezrala) a vik s kozou
(aby vik nesezral kozu). Nema k dispozici nic jiného nez lodku. Jak se tedy dostane se vsim

na druhou stranu reky, aby nikdo a nic neprislo k uhone?



1.2 Reseni ulohy

Jako prvni pokus miZeme zkusit si problém nakreslit a feSit ulohu pokus-omyl,
vzhledem Kk tomu, Ze patii mezi nejleh¢i a nejznaméjsi, nemélo by dlouho trvat ji i timto
zpusobem vyfesit.

Po logické strance musi prevoznik prvni pievézt kozu, protoze pokud by prevezl vika,
zustala by na biehu koza a zeli. Koza by zeli sezrala a uloha by nebyla splnéna. Pievezeni
zeli by znamenalo, ze na biehu zlstane vlk s kozou a koza bude sezrana vikem.

Koza je ptfevezena na druhy bieh, pfevoznik se vrati s prazdnym clunem a ma na vybér,
zda vezme jako dalSiho vlka nebo zeli. Obé zminéné varianty jsou mozné a povedou
Kk feSeni. Pti prvnim zamysleni ovSem zjistime, Zze pokud pieveze jako druhé zeli, tak pii
posledni cesté pro vlka, koza zeli na druhém biehu sezere. Pokud vezme jako druhého vika
a bude se vracet pro zeli, vlk na cilovém biehu sezere kozu.

Reseni se skryva v tom, Ze ve chvili, kdy je na cilovém biehu koza, zeli (nebo vlk) a
pievoznik. Pievoznik vezme kozu zpét na pivodni bieh, mize se zdat, ze se svému cili
vzdaluje, ale neni tomu tak. Na pocate¢nim biehu kozu vylozi, nalozi vlka (zeli), které¢ho
preveze na cilovy bieh, kde ho vylozi.

VIk a zeli spolu na cilovém biehu mohou zstat a pfevoznik se vyda pro kozu, kterou na
pocatecnim biehu naloZi a preveze do cile. Ob& nejkratsi feSeni tohoto tkolu obsahuji
piepluti feky celkem sedmkrat, Ctyfikrat tam a tfikrat zpét.

Dale se k feSeni této ulohy vybizi zndzornéni pomoci grafu. Graf bude mit tolik vrcholi,
kolik stavii miZe nastat pfi pfevaZeni z jednoho biehu na druhy. Celkem ziskdme Sestnact
uzli. Mame totiz 4 cestujici a vZdy mohou nastat jen dv¢ situace, bud’ cestujici na biehu je
nebo neni. Ziskdme tedy 2* = 16.

Stavy, které mohou nastat na prvnim biehu:

1) VIk, koza, zeli, pfevoznik 9) VIKk, koza, zeli
2) VIKk, koza, pfevoznik 10) VIk, koza

3) VIk, ptevoznik, zeli 11) VIk, zeli

4) VIk, pfevoznik 12) VIk

5) Pievoznik, koza, zeli 13) Koza, zeli

6) Prevoznik, koza 14) Koza

7) Prevoznik, zeli 15) Zeli

8) Pievoznik 16) Nikdo



Jesté pred zkonstruovanim grafu musime odecist ty piipady, které by ohrozily n&jakym
zpisobem stav na jednom nebo na druhém biehu. Vyskrtneme tedy situace cCislo Ctyfi,
sedm, osm, devét, deset, tfinact. Ctvrta situace je chybna ztoho divodu, ze musime
zohlednit i situaci na druhém biehu, kde ziistala o samoté koza se zelim a koza si rada na
zeli pochutnd, tloha by tedy nebyla splnéna. VySe uvedené piipady lze zaznamenat do

stavového grafu. Ptiklad, jak by mohl stavovy graf vypadat, je vyobrazeny nize.

PKVZ/0

KVZ/P KZ/PV  KV/PZ VZ/PK

PVZ/K
Z/PKV V/PKZ
PZ/KV PKZ/V PKV/Z PV/KZ
KZ/PV K/PVZ KV/PZ
PK/VZ
0/PKVZ

Obrazek 1 - Stavovy graf!

Po zohlednéni chybnych situaci zjistime, Ze sestrojovany graf bude mit deset vrchold.
Graf musi byt orientovany a musi vést k tomu, Ze na prvnim bfehu nezlstane nikdo.
Zakonc¢ime sviyj pocin tedy ve vrcholu €islo Sestnéct.

Graf zajisti snadnéj$i srozumitelnost a piehlednost. I v tomto piipadé¢ dojdeme ke
stejnému vysledku, ktery byl naznacen na zacatku.

Mame mnoho moZnosti vyobrazeni zminéného grafu, jeden z nich si nize uvedeme
jako ilustracni ptiklad. U kazdého uzlu jsou vzdy pfipsany situace na obou bfezich, levém 1
pravém, a hrany nesou ndzev podle obsazeni lod’ky. Pro vysledek feSeni je graf ptihodny,
avSak pro samotné feSeni ptikladu je nedostacuji a neSikovny, bohuzel neni dané vhodnéjsi

feSeni téchto ptikladi (Macak, 2001).

1 Zelené zvyraznéné jsou spravna cesta,
cervené zvyraznéné jsou Spatné varianty cest.
p = prevoznik, k = koza, v = vlk, z = zeli
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Obrazek 2 - Graf feseni ulohy VIk, koza a zeli (Macak, 2001)?

Vd

2. O TRECH KANIBALECH A TRECH MISIONARICH

Uloha O tfech kanibalech a tfech misionafich je men$i obménou piedchozi ulohy
logickou tivahou, feSenim pokus omyl nebo systematicky pomoci stavového grafu.

Ukol zni: Na biehu Feky stoji tii kanibalové a tii misiond#i. Lodka, kterd je privizana u
brehu muze prevézt maximalné dvé osoby. Potiebujeme, aby se vsichni dostali na druhy
breh, ovsem ani na jednom brehu nesmi nikdy ziistat prevaha kanibalii nad misiondri,
protoze jinak by kanibalové misionadre sezrali. Jak se vsichni prepravi na druhy breh reky,
aniz by kdokoli prisel k uhoné?

1. Moznost: V lod’ce se na druhy bieh piepravi kanibal a mnich, mnich vSak ziistane
v lod’ce, pfipluje zpét a vystoupi. Dva kanibalové se ptepravi na druhy bieh, jeden
Z nich vystoupi, druhy se vrati zpét k prvnimu biehu. Zde vystoupi a nalodi se dva
misiondfi. Jeden z misionaii na druhém biehu vystoupi a k druhému pfiistoupi
kanibal. Oba se vrati na prvni bieh, kde vystoupi kanibal a misto né& nastoupi
misionaf. Oba misiondii dojedou na druhy bieh, kde vystoupi a nechaji lod’ku
kanibalovi, ktery postupné pfiveze jednoho i druhého kanibala. VSichni se tedy

pfesunuli na druhou stranu feky.

2 p = ptevoznik, k = koza, v = vlk, z = zeli
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2. Moznost: Nastoupi dva kanibalové do lodky, odjedou na druhy bich, kde jeden
vystoupi a druhy se vrati. Na prvnim bichu se nalodi tfeti kanibal a jedou znovu na
druhy bteh, kde vystoupi znovu jen jeden. Tteti kanibal se vraci na prvni bieh, zde
vystoupi a nastoupi dva misionafi. Mnisi dojedou na druhy bieh, jeden vystoupi a
nastoupi kanibal. Na lod’ce je nyni kanibal, mnich a miii k prvnimu bfehu, zde
vystoupi kanibal a vyméni se s poslednim misionafem. Na cilovém biehu vystoupi
oba misionafi a kanibal dojede s lodickou pro své pratelé kanibaly. I tato varianta je
mozna a vSichni se dostali v potfadku na druhy bieh feky.

Nize je graficky uveden postup, kterym lze ulohu fesit.

3,3 levy, 0,0
I
1, 3, pravy, 2,0 2,2, pravy, 1, 1
2,3, levy, 1,0 — 0,3, pravy, 3,0 — 1,3, levy, 2,0
|
2,0, pravy, 1,3 - 2,2, levy, 1,1 — 1,1, pravy, 2, 2
|
3,0 levy, 0,3 — 1,0, pravy, 2,3 — 1,1 levy, 2,2
I [

Obrazek 3 — Popis Feseni ulohy
Z obrazku by mély byt patrné mozZnosti feSeni. Prvni ¢islo v rAmecku znamena pocet
kaniball na levém biehu. Druhé cislo vyobrazuje pocet misionafit na levém biehu.
Prostfedni tidaj dokumentuje pozici lod’ky na levém nebo pravém biehu. V potadi ¢tvrty
¢len udava pocet kanibalii na pravém biehu a posledni ¢islo zaznamenava pocet misionait
na pravém biehu. Obdé¢lnicek, ktery je zeleny je pocatecni bieh a cilovy bieh je poznacen
cervenou barvou.

vvvvv

kladné feseni.
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3. EINSTEINOVA HADANKA

Albert Einstein vymyslel tuto logickou hadanku v minulém stoleti. Domnival se, ze

pouze 2 % lidské populace dokazi onen hlavolam vytesit pouze logickym uvazovanim, bez

toho aniZ by si dany problém nakreslili nebo jakkoliv zaznamenali.

Jednodusi feSeni je, si k samotné hadance vzit tuzku a papir, vSe si zaznamenat a

nasledné podle instrukci zapsat do tabulky.

3.1 Zadani hadanky

Hadanka zni:

Llnstrukce:

1. Je pét domii, z nichz kazdy ma jinou barvu.

2. Vsechny domy stoji vedle sebe v radé na jedné ulici.

3. V kazdém domeé zZije clovek jiné narodnosti.

4. Kazdy obyvatel domu pije jeden druh napoje, kouri jeden druh cigaret a chova

jedno zvire.

5. Zddny z nich nepije stejny napoj, nekouri stejné cigarety a nechova stejné zvire.
Sousedské vztahy:

a. Brit bydli v cerveném domeé.

b. Svéd chova psa.

C. Dan pije caj.

d. Zeleny dim stoji hned vedle nalevo od bilého.

e. Obyvatel zeleného domu pije kavu.

f.  Ten, kdo kouri Pall Mall, chova papouska.

9. Obyvatel Zlutého domu kouri Dunhill.

h. Ten, kdo bydli uprostred rady domii, pije mléko.

I. Kurdk cigaret Marlboro bydli vedle toho, kdo chova kocku.

J.  Nor bydli v prvnim domku.

k. Némec kouri cigarety Rothmanns.

|.  Kurak cigaret Wiefield pije pivo.

m. Ten, kdo kouri Marlboro, ma souseda, ktery pije vodu.

N. Muz, ktery chova koné, bydli vedle toho, které kouri Dunhill.

0. Nor bydli vedle modrého domu.

Otdzka zni: Kdo chova rybicky? (Vecheta, 2013), (Stejskal)

12



3.2 Resdeni

K samotnému feSeni nam pomize tabulka:

Tabulka 1 — Tabulka pro feseni Einsteinovy hadanky

Cislo domu 1 2 3 4 5
Narodnost
Barva
domu
Napoj
Cigarety
Zvite

Jestlize by nam nebyla tabulka poskytnuta, nejspiSe bychom piemysleli, jak viibec
s feSenim zacit. Kdyz dosadime do tabulky, co jsme schopni podle zadani bez problému
doplnit, nejspise skonéime po 5-6 krocich. Tak Ze si budeme muset vypracovat vSechny
kombinace obsazeni domu podle narodnosti a zjistit, ktera bude podle stanovenych kritérii
vyhovovat. Vzhledem k tomu, ze pracujeme s péti osobami, z nichz vime, kde bydli Nor
(prvni diim), zbyva jen vyftesit pocet kombinaci pro zbylé ¢tyfi osoby. Pocet kombinaci
ziskame tak, ze vypocCitdme 4 * 3 * 2 = 24, celkem tedy médme 24 moZznych kombinaci.

Pro ptehlednost sepiSeme zatim prvni polovinu kombinaci.

Tabulka 2 — Kombinace bydleni podle narodnosti

Kombinace ¢. 1 Nor Svéd Dan Brit Némec
Kombinace €. 2 Nor Dan Brit Némec Svéd
Kombinace €. 3 Nor Brit Némec Svéd Dan
Kombinace ¢. 4 Nor Némec Svéd Dan Brit
Kombinace €. 5 Nor Svéd Dan Brit Némec
Kombinace¢.6 | Nor Dan Brit Némec | Svéd
Kombinace¢. 7 | Nor Brit Némec | Svéd Dan
Kombinace¢.8 | Nor | Némec | Svéd Dan Brit
Kombinace ¢.9 | Nor Svéd Dan Brit Némec
Kombinace ¢. 10 | Nor Dan Brit Némec | Svéd
Kombinace ¢. 11 | Nor Brit Némec | Svéd Dan
Kombinace ¢. 12 Nor Némec Svéd Dan Brit

13



3.2.1 Reseni kombinace ¢. 1

Kombinace ¢. 1 je Nor, Svéd, Dan, Brit a Némec. Do nasi tabulky tedy dosadime osoby

VvV tomto potadi a dale dopiSeme do tabulky pojmy, které jsme schopni ze zadani doplnit.

Tabulka 3 — Kombinace ¢. 1

Cislo domu 1 2 3 4 5
Narodnost Nor Svéd Dan Brit Némec
Barva domu modry
Napoj mléko
Cigarety
Zvire

Dale je nam ze zadani znamo, Ze:

a. Brit bydli v cerveném domeé.

b. Svéd chova psa.

c. Dan pije ¢aj.

d. Zeleny dim stoji hned vedle, nalevo od bilého.
e. Obyvatel zeleného domu pije kavu.

f. Ten, kdo kouti Pall Mall, chova papouska.

g. Obyvatel zlutého domu kouti Dunhill.

h. Ten, kdo bydli uprostied fady domu, pije mléko.

Kurak cigaret Marlboro bydli vedle toho, kdo chova kocku.
J. Nor bydli v prvnim domku.
k. Némec koufi cigarety Rothmanns.
I. Kufak cigaret Wiefield pije pivo.
m. Ten, kdo kouii Marlboro, ma souseda, ktery pije vodu.
n. Muz, ktery chové koné¢, bydli vedle toho, které kouti Dunhill.
0. Nor bydli vedle modrého domu.

Pfi této kombinaci narazime na problém, podle pravidla a. a pravidla d. Konflikt
zminénych tkvi v tom, Ze pravidlo d nam ftika, Ze zeleny dim stoji vlevo vedle bilého
domu, z toho plyne, zeleny diim mutze byt bud’ tieti nebo ctvrty, ale pravidlo a nam tika, ze
Brit musi bydlet v ¢erveném dom¢, a z toho vychazi, ze zeleny nemiize stat vedle bilého.
Tyto dvé pravidla si v kombinaci ¢. 1 vziajemné odporuji. Kombinace ¢. 1 je tedy

nevhodna.
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3.2.2 Kombinace ¢. 2

Znovu si vypiSeme pofadi narodnosti do nasi tabulky. V této varianté¢ feSime

kombinaci ¢. 2.

Tabulka 4 — Kombinace ¢. 2

Cislo domu 1 2 3 4 5
Narodnost Nor Dan Brit Némec | Svéd
Barva domu modry
Napoj mléko
Cigarety
Zvire

Ze zadani je ndm znamo, ze:

a. Brit bydli v ¢erveném domé.

b. Svéd chova psa.

c. Dan pije caj.

d. Zeleny dim stoji hned vedle, nalevo od bilého.
e. Obyvatel zeleného domu pije kavu.

f. Ten, kdo kouti Pall Mall, chova papouska.

g. Obyvatel zlutého domu kouti Dunhill.

h. Ten, kdo bydli uprostied fady domu, pije mléko.

Kurak cigaret Marlboro bydli vedle toho, kdo chovéa kocku.

J. Nor bydli v prvnim domku.

K. Némec koufi cigarety Rothmanns.

I. Kufak cigaret Wiefield pije pivo.

m. Ten, kdo kouii Marlboro, ma souseda, ktery pije vodu.

n. Muz, ktery chova koné, bydli vedle toho, které kouii Dunhill.
0. Nor bydli vedle modrého domu.

Muzeme tedy zkusit doplnit tabulku, v této kombinaci.

Tabulka 5 — Kombinace €. 2 doplnéna pomoci zadani

Cislo domu 1 2 3 4 5
Narodnost Nor Dan Brit Némec Svéd
Barva domu modry | Cerveny zeleny bily
Napoj ¢aj mléko kava
Cigarety Rothmanns
Zvire pes
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Vyuzili jsme informace ze sousedskych vztaht a, d, e. Ale nekoncime, ted’ jiz mizeme
vyplnit fadku s barvami domeckt, protoze vime, ze paty domek bude zluty a nasledné
pokracovat dal$imi informacemi.

Ze zadani dale vyuzijeme zelen¢ zvyraznéné instrukce:

Brit bydli v ¢erveném domé.

b. Svéd chova psa.

c. Dan pije Caj.

d. Zeleny dim stoji hned vedle, nalevo od bilého.
e. Obyvatel zelen¢ho domu pije kavu.

f. Ten, kdo kouti Pall Mall, chova papouska.

g. Obyvatel zlutého domu kouii Dunhill.

h. Ten, kdo bydli uprostied fady domu, pije mléko.

I.  Kurak cigaret Marlboro bydli vedle toho, kdo chova kocku.

J- Nor bydli v prvnim domku.

K. Némec koufi cigarety Rothmanns.

I.  Kurak cigaret Wiefield pije pivo.

m. Ten, kdo kouti Marlboro, ma souseda, ktery pije vodu.

n. Muz, ktery chova koné, bydli vedle toho, které kouti Dunhill.

0. Nor bydli vedle modrého domu.

Tabulka 6 — Kombinace €. 2 po doplnéni Zlutého domku

Cislo domu 1 2 3 4 5
Narodnost Nor Dan Brit Némec Svéd
Barva domu Zluty modry | Cerveny zeleny bily
Napoj ¢aj mléko kava
Cigarety Dunhill Rothmanns
Zvite kan pes
Do takto vyplnéné tabulky nam zbyva vyuzit posledni ¢tyii uvedené instrukce f, i, I, m.

f. Ten, kdo kouti Pall Mall, chova papouska.
I. Kurak cigaret Marlboro bydli vedle toho, kdo chova kocku.
I. Kurak cigaret Wiefield pije pivo.

m. Ten, kdo kouii Marlboro, mé souseda, ktery pije vodu.
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Doplnéna tabulka bude tedy vypadat takto:

Tabulka 7 — Kombinace €. 2 po celkovém vyplnéni

Cislo domu 1 2 3 4 5
Narodnost Nor Déan Brit Némec Svéd
Barva domu Zluty modry | cerveny zeleny bily
Napoj ¢aj mléko kava
Cigarety Dunhill Rothmanns
Zvite kan pes

Nejdiive jsme vyplnili podle pravidla | — Kufak cigaret Wiefiled pije pivo, které nam
umoziiuje tuto informaci doplnit jen na policka ke Svédovi. V fadku s napoji nam chybi
posledni policko o Norovi, a to je voda. Muzeme tedy vyuzit instrukci m — Ten, kdo koufi
Marlboro, ma souseda, ktery pije vodu. Vime tedy, ze to bude Dan a zaroven patymi
cigaretami jsou Pall Mall, které nalezi Britovi. Jako tfeti vyuzijeme |— Kufdk cigaret
Marlboro bydli vedle toho, kdo chova koc¢ku. Posledni vyuzijeme f — Ten, kdo koufi Pall
Mall, chové papouska.

Volné misto zistava u Némce, coz je zaroven odpovéd na tuto zapeklitou hadanku.
Rybicky chova v akvariu Némec.

Diky $tastné volbé kombinaci ndm stacily pro nalezeni feSeni jen dvé kombinace z 24
celkovych. V jiném potadi kombinaci by prib¢h feseni nebyl tak kratky. Tento ptistup je
velice intuitivni a nemusi nas vzdy zavést k urCenému cili nebo to miize trvat velice
dlouho.

U této hadanky mlZeme vyuZit také pfistup pomoci tabulky, ve které jsou dany do
poméru jednotlivé podminky (napt. narodnost viici domtim, napoje vaci zviratim,...). Lze
v ni odskrtavat kombinace, které plati ¢i naopak neplati a ndsledné vyvozovat i dalsi

vztahy.

17



Tabulka 8 — Pomeéry jednotlivych podminek
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Brit
Svéd
Dan

Nor

Némec
Dunhill
Marlboro
Pall Mall
Rothmanns
Wiefiled
Caj
Kava
MIéko
Pivo
Voda
Pes
Papousek
Kotka
Kai
Rybiéky

Pozitivnim voditkem v této Uloze je napf. ,,Ten, kdo kouii Pall Mall, chova papouska.*
Zaskrtneme tedy policko, kde se protina Pall Mall a papousek. Ostatni moznosti Pall Mall
a pes, kocka, kun, rybicky tedy vytfadime. Negativni voditko by bylo napt. ,,Ten, kdo
nekouii Pall Mall, chova papouska.“ Pokud jsou v fadé/sloupci vSechny kiizky kromé
jednoho, je odpovédi ten zbyvajici.

Ulohu lze modifikovat i pro zéky zakladni a stfedni $koly. Lze zménit cigarety napf. za

hudebni néstroje nebo ovocné stromy zasazené na zahrad¢ pred domem.
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4. SEDM MOSTU MESTA KRALOVCE

Jedna z nejslavngjSich tuloh, ktera se zpocatku zdala zcela jednoducha, je pravé uloha o
Sedmi mostech mésta Kralovce. Diky této uloze, vroce 1735, Leonhard Euler dal
vzniknout teorii grafi (Stewart, 2013).

V dobé 18. stoleti byl Kralovec pod nadvladou Vychodniho Pruska (dnes Ruskéa
federace) a rozprostiral se na biezich feky Pregola. Reka svymi dvéma rameny dala
vzniknout dvéma ostroviim, které byly propojeny pravé sedmi mosty. Otazka byla: Mohu

PFi prochdzce méstem projit pres kazdy most pravé jednou (Stewart, 2013)?

Obrazek 4 — Sedm mostt mésta Kralovce

Tato uloha je provazéana nejprve s matematikou zakladni a sttedni Skoly, kdy déti maji
za ukol nakreslit napt. domecek jednim tahem. Nad feSenim této ulohy by se tak dalo
zamyslet i v tomto duchu. Nakreslit si ,,mapu® mésta Kralovce se sedmi mosty, a poté
zkouset nepfeberné mnozstvi variant cesty jednim tahem ptes vSech sedm mostt. Diive ¢i
spiSe pozdéji bychom zjistili, ze feSeni neexistuje.

Touto otazkou se zabyvali matematici jiz v 17. stoleti, K. A. Rybnikov ve své praci
sdélil, ze tento problém byl pisemné zaznamendm uz v roce 1650. Neni vSak zndmo, kdy
se s problémem poprvé setkal Leonhard Euler.

Euler po svém badani prohlasil, Ze nelze projit vSech sedm mosti pravé jednou
(Stewart, 2013). Tedy odpovéd na otazku byla vyicena zaporné. Svou praci predstavil
Petrohradské akademii 26. srpna 1735. V roce 1741 byla pod nazvem Solutio problematis
ad geometriam situs pertinentis vydana v ¢asopise Commentarii academiae scientiarum

Petropolitanae.
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Ve své praci vytvofil jednoduchy test, ktery tesil problémy tohoto typu a zjistil, Ze
kralovecké mosty budou v tomto testu neuspésné. Piesné vyobrazeni mista nema v téchto
pfipadech zadny vliv. Dulezité¢ vSak je, jak jsou jednotliva mista spojeny. Miizeme tedy
ulohu pievést na jednoduchy graf, ktery ma body spojené jednotlivymi useCkami neboli
hranami. Kazda ¢ast pevniny je popsana body, a kazdé dva body jsou spojeny hranou,
praveé tehdy, kdyz mista spojuje most (Stewart, 2013).

Timto navrhem tedy ziskame ¢étyfi body, A, B, C, D a sedm hran, a, b, c, d, e, f, g, které
odpovidaji jednotlivym mostim. Ukol mizeme obménit tak, Ze fekneme: ,, Miizeme projit

grafem tak, aby kazda hrana byla pouzita prave jednou? *

Obrazek 5 — Graficky planek kraloveckych mosti (Stewart, 2013)

Euler si stanovil dva druhy tras, pojmenoval je uzavienda cesta, kterd zac¢ne i skonci ve
stejném bodé a cesta neuzaviena, ktera za¢ne v jednom bod¢ a skonéi v jiném (Stewart,
2013). Postupné pro nas graf obé tyto varianty vyvratil. Z tohoto problému vsak vzesla
jedna dulezita myslenka, a to stupeni uzlu (Stewart, 2013). Tato veli¢ina nas informuje o
poc¢tu hran, které vedou z daného bodu. Jako ptiklad mizeme uvést bod C, z kterého
vychazi tfi hrany, tak Ze je to bod tietiho stupné.

Pokud by se na siti vyskytovala uzaviena trasa, miiZzeme fict, jestlize jde n&jakéa hrana
do néjakého bodu, potom zarucené musi jind hrana ztohoto bodu vychazet, abychom
mohli fict, Ze trasa pokracuje. Jestlize existuje uzaviend trasa, poté musi byt pocet hran
vychazejicich z bodu sudy; kazdy bod ma sudy stupen. Uz ted’ tedy miizeme fict, Ze nelze
aplikovat uzavienou cestu na kralovecké mosty, protoZe na§ graf obsahuje tfi uzly tretiho
stupné a jeden uzel patého stupné, tedy Ctyfi body s lichym stupném.

Stejné¢ mizeme uvazovat v druhém ptipad¢, v ptipadé neuzaviené cesty. U této varianty
musime mit pravé dva body s lichym stupném, jeden na zacatku a druhy na konci nasi
cesty (Stewart, 2013). Graf kraloveckych mosti ma ¢tyfi body s lichym mocenstvim, proto

ani v tomto ptipadé¢ neni splnéna podminka pro neuzavienou trasu.
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Ve svych dalSich matematickych postupech Euler dokazal, Ze tento test lze vyuzit u
jakéhokoli souvislého grafu. Jeho ditkaz byl velice zdlouhavy, dnesni dikazy se vejdou na

par fadek, a to diky novym matematickym objeviim.
4.1 Eulerova prvni véta teorie grafi

Prvni vétu k teorii grafiit Euler uvadi praveé v této praci a v dnesni odbornosti zni takto:
Necht G = (V, E) je konecny graf, V = {vi, Vo, ..., vn} je mnozina jeho uzlii a necht pro

mnozinu jeho hran E je |E| = h. Stupen uzlu vi (i = 1,...,n) oznacme dc(Vi).

n
Z de(v;) = 2h
i=1

Pak plati

(Sisma, 1997)
Dale uvedl nasledujici pravidla, kterd pomohou stanovit, zda hledany tah existuje, ¢i
nikoliv:
1. Jsou-li v grafu vice nez dva uzly lichého stupné, pak eulerovsky tah neexistuje.
2. Jsou-li v grafu prave dva uzly lichého stupné, pak existuje oteviceny eulerovsky
tah zacinajici v jednom z techto uzlii a koncici v druhém.
3. Jestlize jsou v grafu vSechny uzly sudého stupné, pak existuje uzavieny euleriiv
tah. (Sisma, 1997)

Euler pfemyslel jen na souvislymi grafy, coZ vychazelo ze zadané ulohy, Graf, které je
souvisly a obsahuje jen uzly sudého stupné nazyvame v dneSni dobé eulerovsky graf
(Sisma, 1997).

Bylo by vhodné podotknout, Ze Euler dokézal jen prvni dvé pravidla, avSak diive mu
bylo milné pfipisovano 1 pravidlo tieti. Tteti pravidlo dokazal ve své praci aZz mlady
némecky matematik Carl Fridolin Bernhard Hierholzer, ktera vySla dva roky po jeho smrti
v roce 1873 (Stewart, 2013).

Vyse nabyté znalosti vyuzijeme 1 v nasledujici kapitole o obrazcich, které 1ze nakreslit

jednim tahem.
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5. OBRAZCE JEDNIM TAHEM

Uz na zakladni Skole se déti zabyvaji malovadnim vSelijakych obrazkl, které lze
nakreslit jednim tahem, ¢ili nakreslit zvoleny obrazek, aniz by zvedli tuzku z papiru.

Jednim z neznamé;jSich obrazku, které maji déti nakreslit je domecek. Mohli bychom
fict, Ze je to ,,hra®, kterd bavi napti¢ generacemi. Zminény domecek je vsak jen vstupem do
muzeme ukdzat jednotlivé normy a vSechny souvislosti, na jejichz zaklad¢ zjistime, zda
zvoleny obrazek ptijde jednim tahem sestrojit ¢i nikoli.

Jednotlivé tkoly, které jdou nakreslit jednim tahem, Ize vyfesit pomoci znalosti z teorie
grafil, presnéji z Eulerovy prvni véty teorie grafii, které se blize vénujeme v kapitole €. 4 o

sedmi mostech mésta Kralovce.
5.1 Jednotlivé ukoly

Pravidlo: Obrazek musi byt nakreslen jednim tahem bez pferuseni. Zadna ¢ara nesmi

byt dvojita.

Obrazek 6 — Obrazky nakreslené jednim tahem
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Jak na to?

Domecek, ktery ma otevienou stfechu je jeden znejlehCich
obrazku, jenz je urCen uplnym zacateCnikiim. Pii troSe Stésti a
pozornosti by vam mél vyjit témét vzdy, diky své
nekomplikovatelnosti sestrojovani. Je to diky uzlim se sudym

stupném?, 1ze totiz zadit v jakémkoli uzlu.

Nakreslit tento domecek jednim tahem lze, pokud za¢neme svij tah
vlevo nebo vpravo dole. Diivod, ktery tohle zapficiituje je Cetnost
uzlu. Zminénd mista jsou uzly, které maji lichou hodnotu, setkdvaji
se zde tf1 Cary. Ostatni uzly jsou sudé, diky tomu neni vhodné

V nich zacinat.

Treti ndS§ zvoleny obrazec vypadd sice slozité, ale pfi
bliz§im pohledu zjistime, Ze vlevo nahote nebo vlevo dole
se opét nachazi uzel s lichym poctem setkéavajicich se car.

Tento uzel musi byt tedy pocate¢nim uzlem. V jiném

pfipadé¢ se obrazec nepodaii sestrojit.

5.1.1 Aplikace pro Z8

Vyse zminéné piiklady lze aplikovat do latky zékladni Skoly. Naptiklad je mtizeme

koncipovat takto:

,Zjisti, zda nakreslené obrazky lze sestrojit jednim tahem. Zadna &ara viak nesmi byt

dvojita. Uved divody, pro¢ Ize dany obrazek sestrojit ¢i nikoli.*

1) 2)

3) 4y

Obrazek 7 — Obrazky jednim tahem ¢. 2 (Dolezalova , 2015)

3 Uzel je misto, kde se nam setkaji cary.
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Reseni:
1) Nelze nakreslit, protoze obrazec ma 4 uzly s lichym poc¢tem hran.
2) Lze nakreslit obrazec jednim tahem, ale tah musi zacinat v jednom ze dvou
lichych uzlt (v druhém bude koncit).
3) Nelze zkonstruovat, ma ¢tyfi uzly s lichym poctem hran.
4) Lze namalovat, ma samé sudé uzly, zacatek muze byt kdekoli.

Zavér:

Zaveérem muzeme fict, ze jednim tahem Ize nakreslit jen obrazec, ktery ma bud’ dva
liché uzly nebo zadny lichy uzel. Pokud ma obrazec jen uzly se sudym pocétem hran,
mizeme svou kresbu zacit kdekoliv. Kdyz ma obrazec dva liché uzly, musime v jednom
Z téchto uzla zacit a v druhém sviyj tah skoncit. Pokud se v obrazci vyskytne ¢ara, ktera
vede z grafu uzlu ven, po¢ita se jako lichy uzel.

Ptiklady tohoto typu jsou pro zéky velice atraktivni, pomahaji rozvijet grafomotoriku,
orientaci v roving a logické mysleni. Zaci vét§inou zaénou kresbu metodou pokus-omyl,
ale postupnym zkousenim pfichdzi na uréity systém, kterym se vyvaruji chybam. Ukoly
muzeme zapojit do vyuky ¢i rekreacni matematiky a vyuZzit je lze 1 na procviceni
kombinatorického mysleni. Zatadit je nemusime jen v hodinach matematiky, ale napiiklad
1 do pracovnich ¢innosti, kdy obrazky mohou vytvaret spojovanim provazka (Dolezalova ,
2015)

Hry lze zabavné zakomponovat do vyuky jako predstupen rysovani. Dostupné jsou

obrazky pro zaky 1. stupné 1 2. stupné zékladni Skoly a stfedni Skoly.

5.1.2 Aplikace pro S$

vvvvvv

vyuzit pro vyuku na stfedni Skole. Jednou motiva¢ni illohou mtze byt i problém z 18.
stoleti, kterym se zabyval nejen Leonard Euler, a tou je ptedchozi uloha o Sedmi mostech

mésta Kralovce.
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6. TEORIE CTYR BAREV

6.1 Historie

Na svéteé jsou problémy, jejichz formulace je na prvni pohled jednoduchd, ale feSeni
muze byt velice obtizné. Co se historie tohoto problému tyce, pocateCni nardzku o
problému ¢étyf barev muzeme piisoudit Francisi Guthriemu doktorandovi z Univeristy
College v Londyné¢, ktery roku 1852 pti pokusu o vybarveni hrabstvi Anglie zjistil, ze mu
sta¢i pouze Ctyfi barvy, pficemz zadna dvé sousedici hrabstvi nejsou obarvena stejnou
barvou. Po tomto zjisténi diskutoval s bratrem Frederickem, zda-li je mozné, ze kazda
mapa mize byt znazornéna jen ¢tyfmi nebo méné barvami tak, Ze sousedni staty (tj. ty,
které sdileji spole¢ny usek, nikoli jen bod) dostanou riznou barvu nebo tento fakt néjak
souvisi se specialnim tvarem mapy Anglie. (Stewart, 2013)

Odpovéd na tuto domnénku piisla o 124 let pozdgji. Reseni, které zname v dne$ni dobé
je do velké miry zavislé na rozsahlych vypoctech provedenych pocitaci. Zatim neexistuje
zadny matematicky dikaz, ktery by mohl Clovek ovétit krok po kroku za dobu nejméné
jednoho lidského zivota.

Frederick nedokazal bratrovi na otazku odpovédét, a tak zminény problém poslal
znamému matematikovi Augustu De Morganovi. Bohuzel i ten vSak zahy pfichazi na to, ze
tuto otazku nedokéaze vyftesit. Neni t€zké dokéazat, Ze nejméné Ctyii barvy potiebujeme,

nebot’ existuji mapy o ¢tyfech oblastech, kdy kazdé dvé spolu sousedi. (Stewart, 2013)

Obrazek 8 — Jednoducha mapa, k jejimuz obarveni potiebujeme ctyfti barvy. (Stewart, 2013)
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De Morgan dokdézal, ze neexistuje analogickd mapa o péti oblastech, z nichz by kazdé
dvé sousedili. Jeho vétou dokazujeme jen to, ze VEtu o Ctyfech barvach nemiizeme vyvratit
jednoduchym protiptikladem. OvSem prvni tiSt€éna publikovand zminka pfiSla az roku
1878, a to v casopise Proceeding of the London Mathematical Society. (Stewart, 2013)

O rok pozdégji (1879) ptichazi Arthur B. Kempe s prvnim publikovanym dikazem.
Kempe ukazal, ze kazdd mapa obsahuje alesponi jednu oblast, kterda ma pet nebo méne
sousedu. Pokud najdeme oblast, jenz ma tfi sousedy, mizeme ji odstranit, ¢imz se mapa
zjednodusi. (Stewart, 2013)

Vychézel zptedpokladu, ze pokud je mozné zjednodusenou mapu obarvit Ctyfmi
barvami, pak je mozné takto obarvit i pivodni mapu. Mapu budeme tedy zjednodusSovat
tak dlouho, nez nam zbydou pouhé Ctyfi oblasti, ty vybarvime ¢tyfmi barvami a nasledné
se budeme vracet ve vlastnich stopach a vybarvovat ptibyvajici izemi podle Kempeho

pravidel. (Stewart, 2013)

Obrazek 9 - Je-li moZno obarvit mapu vpravo ¢tyfmi barvami, pak totéz plati pro mapu vlevo. (Stewart, 2013)

V roce 1890 Percy Heawood pfiSel na to, Ze existuji mapy, pro které Kempeho metoda
nefunguje. Pokud bychom dali pry¢ oblast s péti sousedy, a pak se ji pokusili vratit, mohli
bychom se dostat do nefesitelnych problémi. Kempetv argument vSak dokézal, Zze pro
vybarveni rovinné mapy staci pét barev. (Stewart, 2013)

Roku 1891 prisel dalsi neuspésny dikaz od Petera Guthrieho Taita, avsak na slepa mista
v obou argumentech poukazal v tomtéz roce i Julius Petersen. Oba zminované nezdary
vSak mély urcitou hodnotu, protoze diky nim A. B. Kempe objevil to, co nazyvame
Kempeovi fetézy, a P. G. Tait ziskal ekvivalentni formulaci teorému ¢tyt barev, pokud jde
o zbarveni tii hran. (Stewart, 2013)

Heawood pozménil Kempeho metodu tak, aby z ni bylo jasné, Ze pét barev vzdy staci
k obarveni jakékoli mapy, avsak uz nikdo nedokazal nalézt piiklad mapy, pro niz by bylo

nezbytné pouzit pét barev. (Stewart, 2013)
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V roce 1922 se povedlo Phillipovi Franklinovi dokazat, diky velkému pfinosu prace
Birkhoffa, ze dohad o ctyfech barvach plati pouze pro mapy s nejvyse 26 Uzemimi.
Franklinova teorie poskytla cestu pro Uplné feSeni, diky pojmu odstranitelna konfigurace,
ktery byl v praci zaveden. Konfigurace je jakékoli souvislé uzemi s oblastmi uvnitt néjaké
mapy spolu s néjakou informaci o tom, kolik oblasti sousedi s oblastmi na nasi konfiguraci.
Nazyvame ji odstranitelnou, pokud plati implikace, ze ptivodni mapu jde obarvit ¢tyfmi
barvami za predpokladu, ze totéz plati pro mapu zmenSenou, tedy takovou, z niz byla
odstranéna nase konfigurace. (Stewart, 2013)

Franklin zjistil, Ze jisté konfigurace obsahujici n€kolik oblasti se n¢kdy daji odstranit a
nékteré osamocené oblasti nikoli. Vcelku mnoho konfiguraci o vét§im poctu uzemi je
odstranitelnych. (Stewart, 2013)

Kempeho dikaz nefungoval z toho divodu, Ze jedna zjeho konfiguraci, a to oblast
S péti sousedy, neni odstranitelnd. Franklin, ale fekl, zkusme pouzit vétsi rozsah seznamu
konfigurace o dvou nebo tfech oblastech. Udélejme dlouhy seznam a hledejme jakoukoli
»hevyhnutelnou mnozZinu*“ odstranitelnych konfiguraci, kdyZ ji najdeme, jsme hotovi.
(Stewart, 2013)

V roce 1950 vyslovil Heinrich Heesch domnénku, Ze nasi vétu bude mozno dokazat
pomoci objevu néjaké nevyhnutelné mnoZiny odstranitelnych konfiguraci, avSak nalézt ji
nebude snadné. Vypocty ukazovaly, Ze takova mnozina bude muset zahrnovat néco kolem
10 000 konfiguraci. (Stewart, 2013)

Zminovanou praci od Birkhoffa vyuZivali 1 dalSi matematici. Konkrétnéji to byl
H. Heesch, jenz ptispél hlavnimi dvéma ¢astmi dalezitymi pro kone¢ny diikaz nasi teorie.
Byly to redukovatelnost a vybijeni. Prvni zminovanou slozkou se zabyvali i jini, avSak
mySlenka vybijeni, kli¢ovd pro dikaz o nevyhnutelnosti, zlstdvd pfipisovana
H. Heeschovi, ktery ptfedpokladal, Ze spravny vyvoj této metody povede k vyteSeni
problému ¢tyf barev. (Stewart, 2013)

Kolem roku 1970 Wolfgang Haken vylepsil Heeschovu metodu k urovani
odstranitelnych konfiguraci a polozil mySlenku, ze pomoci pocitate by mohl byt dikaz
brzy na svété. Bohuzel s pocitaci v té dob¢ by trvalo nejméné ctvrt stoleti provetit vSech
10 000 konfiguraci. Hakenovi tedy nezbylo nic jiného nez vylepsit teoretické metody a

zmensit objem vypoctd na prijatelnou mez. (Stewart, 2013)
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V roce 1975 Haken ve spolupraci s Kennethem Appelem a pomoci svého pocitace
zredukovali velikost mnoziny na 2000 oblasti. Najednou se zdalo, ze tandem cloveék-
pocita¢ by mohl dany matematicky problém vyftesit. Nasledné K. Appel a W. Haken v roce
1976 zacali hledat posledni dil dikazu, a to vhodnou nevyhnutelnou mnozinu. Zadali
pocitaci jakou mnozinu ma hledat a pocitac provéfil odstranitelnost kazdé konfigurace.
Pokud konfigurace neprosla, byla nahrazena alternativou a test byl zopakovan. V ¢ervnu
téhoz roku se proces zastavil a pocita¢ vyhodnotil, Ze aktudlni mnozina konfiguraci je
nevyhnutelnd a kazda konfigurace je v ni odstranitelna. Dikaz byl kompletni. (Stewart,
2013)

Vypocet trval 1 000 hodin a test odstranitelnosti vyuzival 487 rtiznych pravidel. Tento
proces je mozné uskute€nit s dneSnimi pocitaci asi za hodinu. Zatim bohuzel nedokaZzeme
snizit velikost nevyhnutelné mnoziny tak, aby se mohl o spravnosti presvédcit clovék bez

pomoci pocitace. Nicméné vime, ze Véta o Ctyfech barvach plati. (Stewart, 2013)
6.2 Vznik problému a Kempeho dikaz

Barveni mapy mizeme pfetvofit na barveni uzli grafu, jenz dostaneme tak, ze uvnitf
kazdého statu vybereme libovolny bod a fekneme, Ze je uzlem grafu. Hrany grafu ziskame,
pokud spolu dva staty sousedi a pravé tehdy dva uzly spojime. Barveni statl tak
pfevedeme na obarveni uzll, kdy dva uzly, jenZ jsou spojeny hranou, zbarvime odliSnymi

barvami. Graf odpovidajici zemé&pisné mapé je rovinny. (Sisma, 1997)

Obrazek 10 — Mapa a jeji graf (SisSma, 1997)

K obarveni této mapy staci pouze 4 barvy. Jak uZz jsme zminili obarvovani map, lze
pfevést na barveni uzltl grafu. Tuto myslenku zvefejnil A. B. Kempe v roce 1879 (Si$ma,

1997).
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Kempe postupoval tak, Ze si nejdiive uvédomil, Ze stac¢i dokazat vétu o ctyfech barvach
pouze pro tzv. trivalentni mapy. To je mapa, na které se potkdvaji prave tfi hrani¢ni kiivky
VvV jednom bod¢. Pokud dokdzeme, Ze pro vybarveni trivalentni mapy stac¢i pouze Ctyii
barvy, tento fakt pak bude platit i pro jakoukoli libovolnou mapu. Kempe ve svém dikazu
ukézal, ze libovolna trivalentni mapa ma oblast, ktera sousedi s péti nebo méné oblastmi.
Pro dikaz své hypotézy vyuzil matematickou indukci vzhledem k poctu oblasti mapy.
Musime poukazat na to, ze pokud je mapa M, S r oblastmi vybarvena ¢tyfmi barvami, pak
plati, Ze Ctyfi barvy stac¢i i1 pro vybarveni mapy M,,; Sr + 1 oblastmi. Pfedpokladal
jednotlivé ptiklady map, jejz obsahuji izemi, které sousedi s dvéma, tfemi, ¢tyfmi nebo
péti izemimi. Jedna z té€chto situaci musi vzdy nastat. Z mapy M,.,, ziskal mapu M, tak,
ze dal jednu hranu z uvaZované oblasti pry¢. Dikaz nevytvarel problémy pro prvni dva
ptiklady. Pro oblasti se ctyfmi a péti sousedy vyuzil Kempe metodu fetézcii (Kempe
chains). Budeme piedpokladat, ze mame trivalentni mapu, jenz ma vybarvené vSechny
uzemi pomoci ¢ty barev, kromé jeding, ktera neni vybarvena, a ze sousedi prave se Ctyfmi
uzemimi nazyvanymi A, B, C a D, které jsou znazornény zelenou, Zlutou, ¢ervenou a

modrou. (Si§ma, 1997)

Obrazek 11 — Kempe chains

| vtomto pfipadé mizeme zabarveni zménit tak, aby nam pouze Ctyfi barvy stadily.
Podivejme se oblasti A a C. Miizou se stat dva ptipady: bud’ nalezneme fetézec A — C, ve
kterém se budou stiidat izemi obarvené ¢ervenou a zelenou barvou, nebo takovy fetézec

neexistuje.
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V piipadé, ze fetézec neexistuje, miZzeme vyménit cervenou a zelenou barvu v ¢erveno-
zelenych oblastech, které jsou propojeny s A, aniz bychom zménili barvu oblasti C.

Po tomto tkonu jsou oblasti A a C vybarveny Cervenou barvou a na zbyvaji patou oblast
tedy pouzijeme barvu zelenou. Pokud existuje fetézec A — C, ale neexistuje feté¢zec B — D,
miizeme tuto Givahu aplikovat na Zlutou a modrou oblast. (Si§ma, 1997)

Kempe nasledné prohlésil, Zze pro mapy na jinych plochéach nemusi tato ivaha stacit, ¢ili
Ctyfi barvy nemusi byt pro mapu na jiné plose dostaCujici. Pro tuto variantu uvadi jako
priklad anuloid. Dale uvedl, ze do kazdého tizemi mtzeme umistit bod a ten propojit
s body v oblastech, které jsou sousedem uvedené oblasti. Timto tikonem ziskdme rovinny
graf a dostaneme tllohu, ktera je predélana na barveni uzli tohoto grafu. (Sima, 1997)

Na Kempeho praci navazovaly i dal$i matematici, ktefi jeho vysledek prace potvrzovali

a snazili se ji modifikovat. (Sima, 1997)
6.3 Vyvraceni Kempeho dikazu

V roce 1890 Percy John Heawood upozornil na chybu v Kempeho dikazu. Ve své praci
Map—colour theorem poukazal na to, ze Kempeho metoda fetézcl nestaéi v ptipadé€, ze
jedna nevybarvena ¢ast trivalentni mapy sousedi s péti dal$imi oblastmi, které uz jsou
vybarveny ¢tyfmi barvami. Kempe sam sdélil na zasedani London Mathematical Society,
7e se v jeho ditkazu nachazi chyba, aviak ji nedokaze opravit. (Sisma, 1997)

Heawood sdm pracoval na problému ctyt barev a publikoval n€kolik praci az do roku
1950. Jeho prace je dulezita z n¢kolika divoda. Dokézal, ze staci pét barev na vybarveni
jakékoliv mapy v roviné nebo na kulové ploSe. Mnoho let §lo o jediny kone¢ny vysledek.
Zacal také systematicky prozkoumdvat zabarveni map na rGznych plochach, coz je
7ze muZeme pfifadit hodnoty +1,-1 kazdému uzlu trivalentni mapy tak, Ze soucet
ohodnoceni uzlll v kazdé oblasti je délitelny tfemi, pak jde mapa vybarvit Etyfmi barvami.*

(Sisma, 1997)
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6.4 VyreSeni problému

Ve chvili kdy Kempeho a Taitovo dikazy selhaly, povedlo se dale dokazat barveni map
pomoci ¢tyt barev jen pro mapy s urcitym poctem oblasti. V roce 1922 P. Franklin dokézal
tuto teorii pro oblast s nanejvys 25 zemémi.

V roce 1926 C. N. Reynolds dokézal totéz nanejvys pro oblast s 27 zemémi, C. E. Winn
v roce 1940 s 35 zemémi, O. Ore a J. Stemple pro mapy s 39 zemémi v roce 1970 a v roce
1976 J. Mayer dosahl nejvyssiho vysledku, a to pro mapy az s 95 izemimi (Ross & Hall,
2010).

Némecky matematik Heinrich Heesch mezi roky 1960 — 1970 hledal metody ditkaza
pomoci pocitacii. Jednim z téchto dikazl, bylo i feSeni problému c¢tyf barev pomoci
pocitace. Bohuzel se ukazalo, Ze toto feSeni by mu zabralo mnoho ¢asu (GFDL, 2016).

Jeho napadem se nechali inspirovat Kenneth Appel a Wolfgang Haken z univerzity
v lllinoisu, Urbana-Champaign. Diky Heeschovym vysledkim a Johna Kocha vytvofili
pocitaCovy program a uvedli tak svij vlastni dikaz véty o ctyfech barvach. Tento
matematicky objev oznamili 21. ¢ervna 1976 (Bailey & Borwein, 2013) a v roce 1977
vydal jejich praci ¢asopis Journal of Mathematics v Illionois (Appel & Haken, 1997). Tuto
domnénku trvalo vyftesit 1200 hodin procesorového ¢asu a ditkaz je popsan v dokumentu o
stosedmdesati stranach, kde 114 stran obsahuje jen ilustracni ptilohy. Zpracovani metod,
programu a samotna prace trvala celé Ctyfi roky.

Mnoho matematikd mélo k Appel-Hakenové metodé dukazu vyhrady, hlavné z diivodu
prace poéitate a nemoznosti ruéniho piepoéitani dikazu (Sisma, 1997). Béhem nékolika
let U. Schmidt chybu v postupu dikazu opravdu nasel, na to vSak Appel a Haken reagovali

v roce 1989 vydanim ¢lanku, kde vysvétlili nalezenou chybu a jeji samotnou opravu.
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7. JEZDCOVA PROCHAZKA

Jezdcova prochéazka je zndmy matematicky problém, ktery se tyka Sachové figurky koné
a Sachovnice. Figurka jezdce se hybe po prazdné Sachovnici dle platnych Sachovych

pravidel, tedy pohyb do L.

Obrazek 12 — Pohyb jezdcem

Ukol, ktery je zaddn zni, aby Sachovia figurka navstivila kazdé policko pravé jednou.

Tento problém fesili jiz sttedovéci arabsti a indicti ucenci a prvni vysledky pochézi uz
z devatého stoleti. Je velké mnozstvi variant jezdcovy prochazky a stale se vyskytuje i
V dne$ni rekreacni matematice, avSak nesmime zapomenout, Ze je pfedmétem i mnoha
studii vyznamnych matematikd. V minulosti se touto problematikou zabyval naptiklad
Euler, Legendre nebo Vandermond. Existuji rizné velikosti Sachovnic a odlisné pohyby
jezdcem. Napf. na klasické Sachovnici o velikosti 8x8 poli je velké mnozstvi feSeni,
Z nichz presné v 26 534 728 821 064 ptipadech jezdec dokonci svij tah na poli, odkud
ohrozuje pole, kde cela uloha zacala (Sachy, 2022).

7.1 Historie

V Cing kolem roku 2200 pi. n. 1. byl zaznamenam tzv. magicky &tverec. Ctverec
s o¢islovanymi poli, kdy soucet Ccislic v jednotlivych fadach, sloupcich a hlavnich
diagonalach je vzdy stejny a jeho velikost je 3x3 pole. Ctverec se dal projit figurkou
zkombinované tahy tii kament, coz bylo v tehdejsi varianté dneSnich Sacht tak, Ze tah
zacal na poli ¢islo jedna a pokracoval az k Cislu devét, pticemz kazdé pole bylo figurkou
navstiveno prave jednou. Aplikovany byly tahy kament, které v pozdé¢jsi asijské varianté
Sachu Satrandz odpovidaly péSci, veziru (fers, pfedchiidce dnesni damy, ktery mohl

tahnout jen o jedno pole diagonaln&) a koni (dnesni jezdec) (Sachy, 2022).
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Jezdcova prochazka, jak ji mame v dnes$ni podobé€, saha az do doby 9. stoleti. Poprvé
byla sepsana kolem roku 840 v udebnici 3acht, jejimZ autorem byl Al-Adli, bohuZel se
v§ak nedochovala. ReSeni z této knihy je znamo diky rukopisu jiného arabského uéence
al-Hakima, ktery celé feseni popsal ve svém spise. O Al-Adliho prochazce mizeme ¥ici, Ze
je uzaviena, coz znamend, Ze feSeni lze zaCit na jakémkoli poli na Sachovnici. Ve
zminéném spise se nachdzi jesté¢ jedno, méné propracované, feseni. Jeho autorem je méné
znamy hra¢ Sachu Ali C. Mani. V jeho podani jezdec objizdi nejdiive okraje Sachovnice a
postupné sméfuje do stfedu, kde svijj tah ukonéi. (Sachy, 2022)

Znamé;jsi feSeni pochéazi od kaSmirského basnika Rudraty, kolem konce 9. stoleti. Ten
zminény problém fesil jen na piilce Sachovnice, avsak k feSeni problému na celé Sachovnici
staci jeho postup zopakovat i na druhé ptlilce Sachovnice. V perském rukopise z 19. stoleti
je toto feSeni podrobné popsano a v encyklopedii Manasollasa z 12. stoleti, ktera je psana
sanskrtem, je tato varianta mirné upravena tak, ze feSeni z prvni poloviny Sachovnice je
zopakovano i na druhé poloving, avsak otoeno o 180°. Casové blizkost téchto tif fedeni

wrwe

predchazely jiné, mnohem starsi, které se vsak bohuzel pisemné nedochovaly. (Sachy,
2022)

Jezdcovou prochazkou se zabyval i dalsi arabsky ucenec Abu-Bakr Muhammad ben
Yahya as-Suli, jeho dilo se bohuzel dochovalo jen zprostiedkované v rukopisech jinych
autorti. Zajimava je jedna jeho vaha jezdcovy prochazky, a to ta, kdy mySlenou ¢arou
rozdélime Sachovnici vodorovné na dvé poloviny, zjistime, Ze feSeni je téméf na obou
polovindch osové soumérné. Tento autor také sestavil prochazku jezdce a slona
(pfedchidce dneSniho stielce, pohybujici se diagonalné o dvé policka) a jezdce a vezira
(pohyb 0 jedno pole diagonalng). (Sachy, 2022)

Prvni zminku o této iloze z uzemi Evropy nalezneme v anglo-normanském rukopisu
zposledni cCtvrtiny 13. stoleti, ktery je uloZzeny v Kralovské knihovné v Londyn.
Prochazka je slozend ze dvou na sebe navazanych prochdzek po obou polovinach
Sachovnice. Soucast tohoto feSeni, ktera lezi v horni ctvrtin€ Sachovnice, je témét celou
jezdcovou prochdzkou po Sachovnici 4x4 pole, kdy pouze jezdec se misto na pole H6
pfesune na pole G4, jenz lezi mimo zminénou oblast. Bliz se k feSeni jezdcovy prochazky

na $achovnici 4x4 pole nedostaneme. (Sachy, 2022)
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Dal§im evropskym pramenem, ktery zaznamenal jezdcovu prochézku, je latinsky
rukopis od autora Nicolase de Nicolai. Tento rukopis se jmenuje Bonus Socius (,,Dobry
spole¢nik®), pochazi ze 14. stoleti a dnes ho najdeme v paiizské knihovné Bibliotheque de
Paris. V rukopisu je zaznamenana verze jezdcovy prochazky, kde na Sachovnici je
rozestavéno stanovenym zpusobem vSech 32 Sachovych kamenti a bily jezdec je umistén
v rohu Sachovnice. Jezdec ma nésledné za kol nejdiive odebrat vSechny figurky kromé
obou kralti, pokracovat vSemi péSci a nakonec sebrat oba krale. Ta ¢ast, kde figurka jezdce
vezme ostatni figurky, ma jediné feSeni, avSak ve chvili, kdy pfijdou na fadu pésaci, je
presné Sest zptisob, jak je z hraciho planu odebrat. (Sachy, 2022)

Vyse zminéné stfedovekeé asijské Sachové poznatky byly pozdéji Evropany zapomenuty
a evrop$ti Sachisté a matematici se jezdcovou prochézkou a celou jeji problematikou zacali
zabyvat znovu az v 18. stoleti. Dilo Recreations Mathematiques et Physiques, které bylo
nove¢j$im vydanim starSiho dila Jacquese Ozanama a vydéano v roce 1725, obsahovalo tfi
jezdcovy prochazky, jejich autory byli Jean-Jacques d’'Ortous de Mairan, Abraham de
Moivre a Pierre Rémond de Montmort. I pfesto byly star$i prochazky a jejich feseni z dob
sttedovéku kvalitngj§i a pfesnéjsi. VSechny tfi ,,moderni“ prochazky byly oteviené,
nedostate¢n& promyslené a esteticky méné hodnotné. (Sachy, 2022)

V roce 1759 byla pruskou akademii véd v Berliné vypsana odména 4000 frankd na
nejlepsi pojedndni o feSeni tohoto problému. Jesté v témZe roce byla akademii predstavena
prace Leonharda Eulera, ktery v§ak odménu neziskal nejspiSe z divodu, Ze v témzZe obdobi
zastaval na akademii dtlezitou funkci.

Euler se nechal inspirovat jinym matematikem ze Svycarska L. Bertrandem a ve své
praci predstavil né€kolik desitek jezdcovych prochézek. Velké mnoZstvi z nich byly rizné
provazané souvisejici varianty, které vznikly diky nové metodé rozpojeni jiz existujicich
sekvenci jezdcovy prochazky na piihodném misté a slozenim na misté jiném. Resil také
symetrii v tomto problému a néktera feSeni opét rozvedl do dalSich souvisejicich variant
pomoci symetrie.

Euler byl také tim, kdo se zabyval jezdcovou prochazkou na mensSich Sachovnicich.
V tomto pfipadé¢ se vSak dopustil chyby, protoze tvrdil, Ze nelze vytvofit uzavienou
prochazku na Sachovnici o hran¢ mensi nez je pét poli, coz byla nepravda, ktera byla o
jedno a pil stoleti dokazana. Tuto nepravdu dokazal v roce 1917 Ernest Bergholt, jenz

vytvoiil uzavienou cestu na $achovnicich o 3x10 poli a 3x12 poli. (Sachy, 2022)
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Velmi zpfistupnil jezdcovu prochdzku na konci 18. stoleti rakousky vynalezce
Wolfgang von Kempelen, ktery na cestach po evropském kontinenté piedstavoval sviij
udajny Sachovy automat Turek (ktery v sob¢ ve skutecnosti ukryval Sachistu). Kdyz
Kempelen zemfel, pievzal cestovni Stafetu Johann Nepomuk Milzel, ktery s automatem

procestoval i Spojené staty americké.
7.2 Matematicky popis a zobecnéni

Zvoleny problém jezdcova prochézka je ptikladem obecnéjsiho problému teorie grafi —
neboli nalezeni hamiltonovské cesty v grafu a feseni jezdcovy prochazky, ktera je uzaviena
odpovidé problému nalezeni hamiltonovské kruznice. AvSak feSeni jezdcovy prochdzky na
rozdil od obecného problému lze ziskat v linearnim case.

Graf, ktery piislusi dané problematice a v némz jsou nachazeny hamiltonské cesty je
koncipovan tak, ze vrcholy jsou jednotliva pole Sachovnice a hrana mezi nimi vede pravé
tehdy, kdyZ se lze z jednoho vrcholu dostat do druhého jedinym tahem jezdce. Tento graf

ponese nazev graf pohybu jezdce.
7.3 Redeni

Kazdé4 posloupnost tahli jezdce, kterd splituje nasledujici dvé zékladni podminky je
feSenim problému jezdcovy prochazky. Prvni podminka, kterou musi spliiovat je: Kazdy
tah je proveden v souladu s sachovymi pravidly. Druha podminka zni: Kazdé z poli na
Sachovnici musi byt pouZito pravé jednou. V tomto matematickém piedstaveni je feSenim
cesta v grafu pohybu jezdce, ktera prochazi viemi vrcholy. (Sachy, 2022)

Pocet vSech feSeni je zavisly na zvolené velikosti Sachovnice, je jim pfimo ovlivnén a

také zda jsou na feSeni kladeny dal$i dodate¢né podminky.
7.3.1 Druhy fesSeni

Uzaviené feSeni nastava tehdy, kdyZ se jezdec mize z koncového pole jedinym tahem
dostat zpét na pocatecni pole, z kterého vychazel a ,,uzavtit tak svou cestu. To znamena,
ze zvolena cesta vytvoii v grafu pohybu jezdce kruznici. Pokud neni feSenim ,,uzaviena“

cesta, nazyva se feseni ,,oteviena“ cesta. (Sachy, 2022)
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Kazda trasa, ktera je uzaviend se dd provést dvéma sméry. Pokud pokladame tato dvé
feSeni za rizné, fekneme, Ze feSeni jsou orientovana. V druhém piipadé, pokladame-li tyto
dvé feSeni za totozna, nazyvame feSeni jako neorientované. Pocet neorientovanych
uzavienych feSenich je pfesné polovinou poctu orientovanych uzavienych feSenich, to je
zpusobeno faktem, Ze na kazdé neorientované feSeni pfipadaji pravé dvé orientovana
feSeni.

7.3.2 Existence feSeni

Schwenkova véta uvadi podrobné podminky pro fesitelnost jezdcovy prochazky pro
obecné rozmeéry Sachovnice.

Pokud mame Sachovnici o rozmérech m x n poli, kde m je mensi nebo rovno n, je
uzaviené feSeni jezdcovy prochazky vzdy mozné, s vyjimkou nasledujicich ptipadi:

1. Obé ¢isla m a n jsou lichymi ¢isly.

2. m=1,2nebo 4; m an nejsou obé soucasné rovna 1.

3. m=3an=4,6nebo8.

Samotny ditkaz zde rozvadét nebudeme. (Sachy, 2022)

7.3.3 Pocty resSeni

Ctvercové $achovnice

Pokud mame Sachovnici 8x8 poli, nalezneme pfesné¢ 13 267 364 410 532
neorientovanych uzavienych feseni. Sachovnice, ktera ma 6x6 poli, ma zaroveii 9 862
neorientovanych feSeni. Na menSich c¢tvercovych Sachovnicich Zadna neorientovana
uzaviena feSeni nejsou. AvSak na Sachovnici 0 velikosti 5 x 5 poli na ni lze najit 1 728

otevienych feseni, na mensich poté uz ne. (Sachy, 2022)
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Sachovnice se étyFmi Fadky

Schwenkova véta nam fika, ze na Sachovnicich, které maji Ctyfi fadky, nelze najit
uzaviené feSeni jezdcovy prochazky. Naopak zde mliZzeme najit feSeni oteviend. Jaké
mnozstvi jich 1ze najit pro Sachovnici o rozmérech 4 x n pro n mensi nebo rovno 21 nam
tika tabulka nize.

Tabulka 9 — Pocet otevienych feseni na Sachovnici 4 x n, pron <21

Rozméry| Pocet otevirenych reseni
4x1 0
4x2 0
4x3 32
4 x4 0
4 x5 328
4x6 2976
4x7 25512
4x8 124 352
4x9 758 752
4x10 4 852 448
4x11 26 735 408
4x12 145 945 312
4x13 805 129 880
4x14 4334341 216
4x15 22 824 469 832
4x16 119 276 925 152
4x17 617722 010 896
4x18 3163151197 504
4x19 16 059 782 780 784
4x20 80965 219 241 952
4x21 405 344 545960 912

7.3.4 Algoritmy

Backtracking

Jednim z nejjednodussich algoritmil pro zjiSténi feSeni problému jezdcovy prochazky je
backtracking. Spociva v tom, Ze jezdec skace libovolné po Sachovnici na neobsazena pole,
dokud nenastane problém, ze nemiize dale pokracovat, protoze v doskokovém okoli
vSechna pole jiz navstivil. V tomto okamziku se vrati o jeden tah a sko¢i na jiné pole nez
pfedtim. Vzhledem k Castému se vraceni ze slepych ulicek je tento algoritmus velice
zdlouhavy. (Sachy, 2022)
Warnsdorffiiv algoritmus

Jeden z prvnich efektivnéji navrzenych algoritmi je Warnsdorffuv algoritmus. V roce
1823 byl poprvé popsan H. C. Warnsdorffem. Tento algoritmus pracuje tak, Ze za pole pro
dal§i tah vybira to, zkterého lze pokradovat nejméné zpusoby. Castdji jsou tedy
obsazovany méné dostupnd pole nebo témef nedostupnd a na konec ziistavaji snadnéji

dostupna pole.
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Tento algoritmus je navrzen pro malé Sachovnice Vv linearnim ¢ase. Ve variantach
vétSich nez je Sachovnice o 76 x 76 poli se opét Castéji dostavame do slepych ulicek.
(Sachy, 2022)

Conradiiv algoritmus

Toto je prvni algoritmus, ktery pracuje v linedrnim cCase pro vSechny velikosti
¢tvercovych Sachovnic. Navrhl jej a popsal v roce 1994 A. Conrad. Samotny algoritmus se
zaklada na déleni dané Sachovnice na mensi obdélnikové vysece, pro které je dané feseni

jiz znamé. (Sachy, 2022)
7.4 V kulture

KaSmirsky basnik Rudrata v 9. stoleti vyuzil princip jezdcovy prochazky pro své
verSované dilo psané sanskrtem Kavyalankara. Slabiky byly napsané v Sachovnicovych
polich a davaly smysl pouze tehdy, kdyz ctenai nasledoval tahy dané jezdcovou
prochéazkou. (Sachy, 2022)

Dal$i znamou ukazkou jezdcovy prochazky v uméni je francouzsky roman La Vie mode
d’emploi spisovatele Georgese Pereca, vydany v roce 1978. Jezdcova prochazka je zde
vyuzita tak, ze je zde popisovan ¢inzovni dim, ktery mé deset podlazi a na kazdém podlazi
je deset bytl. Kazdému bytu je vénovana jedna kapitola a pohyb mezi nimi vychazi

z pohybu jezdcem podle jezdcovy prochazky. (Sachy, 2022)
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8. ULOHA 0 36 DUSTOJNICIiCH

Uloha o 36 distojnicich byla pfedstavena akademii v Petrohradé dne 17. 10. 1776.
Akademii ji pfedstavil Leonhard Euler a zadani znélo: ,,Postavte do ctverce o velikosti 6 %6
mist 36 distojnikii tak, aby v kazdé radé a sloupci stali dustojnici vsech hodnosti a vsech
plukii (Latinské Ctverce).*

Euler pro vytvofeni této ulohy vychazel z definice pro latinské ctverce: ,, Pro kazdeé
prirozené n existuje latinsky ctverec radu n (Latinské Ctverce). “ Coz znamend, Ze latinsky
¢tverec N-tého fadu ma rozmér n a je tvofeny n prvky, které jsou rozestavény tak, ze kazdy
prvek musi byt v kazdém tadku a sloupci pravé jednou. Jednoduchy piiklad latinskeé

¢tverce je napf.

11213
31112
21311

Obrazek 13 - Latinsky ¢tverec

A na zaklad¢ definice pro ortogonalni latinské ¢tverce, ktera zni: ,,Latinské ctverce (aj),
(bij) se nazyvaji ortogondlni, jestlize se v matici (aij, bij) vyskytuje kazdy prvek prislusného
kartézského soucinu prave jednou (Latinské ¢tverce), “ 1ze Eulerovu tlohu preformulovat.
ZjednoduSené¢ feceno ortogonalni latinsky Cctverec je takovy cCtverec, ktery vznikne
kartézskym soucinem latinskych ¢tverct a zadny prvek se v ném neopakuje.

Ptiklad lze uvést, kdyZ si zvolim tfi latinské ctverce.

1123 3112 21311
3112 1123 1123
2131 2131 3112

Obrazek 14 - T¥i latinské ctverce
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Prvni a druhy ¢tverec je ortogondlni, protoze provedeme-li kartézsky soucin, dostaneme

latinsky ctverec, kde kazdy prvek je jen jednou.

1312132
31112|23
2213311

Obrazek 15 - Latinsky ¢tverec
Stejnym zplisobem muzeme zjistit, Ze prvni a tieti ¢tverec nejsou ortogonalni, protoze

se zde opakuji prvky 12, 23 a 31.

1212331
3111223
23|31|12

Obrazek 16 — Vysledny ctverec kartézského soucinu prvniho a tretiho ctverce

Lze stejny zptsob aplikovat na ¢tverce druhého fadu. Zjistime, ze vytvofit ortogonalni
latinsky ¢tverec druhého tadu nelze.

Parafrazovana Eulerova uloha by mohla znit tak to: ,Najdéte ortogonalni latinské
¢tverce 6. fadu.*

Otéazkou je, zda se pro kazdé n vétsi nez 1 vyskytuje latinsky ortogonalni ¢tverec.

V roce 1964 ve dvoudilné knize Recréations mathématiques byla sepsana tloha pro
ortogonalni ¢tverce 4. fadu, jejimZ autorem byl Jacques Ozaman (Latinské ¢tverce).

Euler se jim zifejmé nechal inspirovat a vyslovil onu ulohu o 36 distojnicich. Pokud by

uloha byla jen pro 25 dustojniki, dosel by ke kladnému feseni.

51411132 alblc|d]|e 5a|4b|1c|3d| 2e
113|2]|5]|4 blc|d|fe]a 1b| 3c|2d|5e| 4a
2]15(411]3 c|ld|lefa]b 2c| 5d|4e| 1a| 3b
41113]12]5 dle|la|b]c 4d|le|3a|2b| 5c
312|541 elalbfc|d 3e|2a|5b|4c|1d

Obrazek 17 — Latinské ctverce 5. fadu
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Hodnosti jsou oznacené Cislem a pluk pismenem.

Kdyz stejny princip zkouSel Euler aplikovat na ctverce Sestého fadu, jeho pokus se
nezdatil. Dokonce se nejdiive domnival, Ze ortogonalni latinské Ctverce existuji jen pro
kazdé liché n, ale Ozanam ve své knize ukazal, ze existuji i latinské Ctverce 4. fadu. Idea,
kterou mél Euler tedy byla, ze ortogonalni ¢tverce neexistuji pro zadné n = 4k + 2,k =
0,1,2,3,...(tj.n = 2,6,10, 14, ...), ale pro ostatni fady jiz feSeni existuje.

Porovnanim vSech moznosti, o celé stoleti pozdé&ji, vroce 1900 dolozil francouzsky
celni inspektor Gaston Tarry, Ze latinské ¢tverce 6. fadu neexistuji.

Pravé diky nému, mizeme dnes fici, ze Eulerova tloha o 36 diistojnicich nema feSeni,
protoze nelze distojniky rozestavit podle zvolenych pravidel. Kone¢né slovo nakonec méli
R. C. Bose a S. S. Shirkhande, kdyZ ve spolupraci s E. T. Parkerem v roce 1959 ukazali, Ze
ortogonalni latinské ¢tverce existuji pro vSechny tady vétsi nez dva, jedinou vyjimkou je

prave Sesty tad (Pafel, 2009).
9. PROBLEM DVOU OBALEK

Problém nebo chcete-li paradox dvou obalek je mnohymi autory a matematiky
povazovany za hadanku, logickou hficku, filozoficky problém nebo problém z oblasti
teorie optimalniho rozhodovani a teorie pravdépodobnosti.

Mame dve obalky, které od sebe nelze rozlisit, kazda z nich ma v sobé kladnou sumu
penéz a v jedné z obdlek je dvakrat vice penéz nez v druhé. Muzete si zvolit jakoukoli ze
dvou obalek a jeji obsah si ponechat. Zcela nahodné si jednu z nich zvolite, ale nez obalku
otevrete, obdrzite navrh vymeénit ji za druhou obalku. Jakd je nejvhodnéjsi reakce?

Vymeénite obdlku nebo si nechdate svou prvni volbu?
9.1 Diskuze ¢. 1

Zkusime navrhnout pfesvéd¢ivy argument, pro¢ by méla byt volba zménéna na druhou
obalku.

Castku, jenz je ve zvolené obélce ozna¢ime A. Pravdépodobnost, Ze A je mensi nez
Castka v druhé obdlce je 72, a pravdépodobnost, Ze A je vétsi nez Castka v druhé obalce je
také 2. Pokud je A mensi z Castek v obalkach, poté druha z obalek ma uvnitt ¢astku 2A.
Jestlize A je vétsi z ¢astek v obalkach, poté druhd obalka zahrnuje ¢astku A/2. Tedy druha
Z obalek pojima castku 2A s pravdépodobnosti 2 a ¢astku A/2 s pravdépodobnosti 5.
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Muzeme tedy fict, ze stiedni hodnota ¢éastky ve druhé obadlce je
Len 24 =S
2 2\2 4

Ziskana stfedni hodnota je vétsSi nez A, muzeme tedy tvrdit, Ze v priméru se da na
zméné obalky vydélat.

Vyvstava vyhrada: Kdyz vyménime obalky a ozna¢ime obsah druhé obéalky B a budeme
pokracovat stejnymi tvahami, dovede nas to zpét k zdanlivé vyhodnému argumentu obalky
vymenit. Tak to bychom mohli obalky ménit stale dokola a nikdy neskoncit. A zde se nam
vyskytuje paradox, protoze je racionaln&jsi vzit si obsah z libovolné obalky, nez stale

dokola obalky bez ptestani zaménovat. Problém se nachazi v tom, najit chybu ve zde

napsané argumentaci.
9.2 Diskuze ¢. 2

Uvaha, kterou jsme vyse sepsali, by byla spravna, pokud by byla vztazena k jiné situaci.
Posléze, co si vyberu obélku €. 1 s ¢astkou A, vlozime do druhé obalky ¢astku A/2 sp ="
a Castka 2A s p = . Poté znovu nabidneme zménu.

Pokud zménu odmitneme zisk bude roven A, vyménime-li obalku, praimérny zisk bude
roven 5/4 A. Ted’ uz je zména vyhodna.

Kde nastala v ptedchozi uvaze chyba?

Castku v prvni obalce oznadim A, poté to bude bud’ nizsi ¢astka a v druhé obalce bude
2A, nebo v prvni obalce bude vyssi Castka a v druhé obalce bude tedy castka A/2.
V prvnim zminéném piipad€ se nachazeji v obalkéach castky A a 2A, v druhém zminéném
pfipad¢ Castky A a A/2. Nenastane tedy piipad, Ze bych po vyméné obalek nachazel

S pravdépodobnosti p = '% Castky 2A a A/2, jak ndm to nuti zvolena argumentace.
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9.3 Diskuze ¢. 3

Matematik Raymond Smullyan se zabyval timto problémem bez pouziti
pravdépodobnosti. Problém tedy pieformuloval, aby neobsahoval pravdépodobnosti a
uvedl tyto logické argumenty:

1. Hrac¢ si vybere obalku s castkou, kterou oznaCime A. Vymeénou obalek tedy
muze hra¢ ziskat A nebo ztratit A/2. Mozny zisk je v tomto pfipad¢ vétsi nez
mozna ztrata.

2. Y a 2Y jsou znaceni pro ¢astky v obalkach. Pokud hra¢ vymeéni obalky muze
bud’ ziskat Y nebo ztratit Y. Tak ze mozna ztrata je rovna moznému zisku.

3. Obalka s ¢astkou, kterou si hra¢ nevybral ozna¢ime B. Hra¢ miZe vyménou
obalky ziskat castku B/2, nebo ztratit ¢astku B. V tomto ptipadé je tedy zisk
mensi nez mozna ztrata.

Vidime tedy, Ze Smullyan dokézal tii pfipady, které mohou nastat a bez pouZiti

pravdépodobnosti. (Smullyan, 2004)

10. MONTY HALLUV PROBLEM

10.1 Historie problému

Uloha, které je pojmenovana po americko-kanadském moderatorovi, je z roku 1975.
Radime ji mezi pravdépodobnostni tulohy. Mezi roky 1963—1977 se vysilal americky
pofad Let’s Make a Deal (Pojdme udélat dohodu), ktery moderoval Monty Hall.
V poradu jsou vysilany principidlné podobné soutéze, soutézici si vzdy miize zvolit,
zda-1i bude riskovat nebo zlstane na drobné cené.

Casto opakujici se hra byla ta, kde si soutézici ma zvolit jedny ze i dvefi, pficemz
jen jedny schovavaji hlavni vyherni cenu (auto) a za druhymi dvéma stoji koza.

V tnoru roku 1975 formuloval a vyfesil tento problém americky matematik Steve
Selvin. Vétsina lidi si zvoli nezménit svou volbu, protoZe spravné feSeni volbu zmeénit
s pravdépodobnosti vyhry 2/3 je pro soutézici neintuitivni. Soutéz neprobihala vzdy
jednoznacné, soutézici byli ovliviiovani ¢astkami ze strany moderatora nebo moderator

oteviral dvete okamzit€ po vybrani kozy.
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10.2 Stanoveni problému

Bézné zadani hry bylo: SoutéZici si miize vybrat mezi tremi dvermi, které jsou stejné. Za
jednemi dvermi je ukryté auto, které je hlavni cenou, zbylé dvoje dvere ukryvaji kozu.
Soutezici si zvoli jedny ze dveri, avsak je neotevie. Jedny ze dveri, které zbyvaji otevie
moderator, ktery vi, kde je auto schované. Vzdycky otevie nevyherni dvere. Pokud se
naskytne situace, kdy soutézici zvoli dvere, kde je auto, moderator otevira jedny dvere cisté
nahodné. Poté, co moderator otevice nespravné dvere, ma soutézici moznost zmenit svou
volbu. Miize ziistat u své piivodni volby, nebo zvolit druhé neoteviené dvere. Soutézici

vyhraje vec nebo zvire za zvolenymi dvermi. Jaka volba je lepsi?
10.3 Re3eni problému

Pro vyfeSeni samotného problému budeme vychazet zklasické podminéné
pravdépodobnosti a znalosti Bayesovy véty.

Definici soutéze mame sepsanou vySe. Auto se ukryva za i-tymi dveifmi, tento jev
ozna¢ime Di. Pravdépodobnost, Ze je auto ukryté za jakymikoli dvefmi je stejna, z toho

vyplyva, ze pravdépodobnosti jevi, které zname, jsou rovny (Kahoun, 2020)
1
D, =D, =D; = 3
Otevfeni i-tych dvefi, tento jev ozna¢ime Oi. SoutéZici si vybral prvni dvefe, a protoze
moderator vi, kde je auto ukryté a zaroven ty dvefe nemize otevfit, ziskame
pravdépodobnost
P(03|D3) = P(0,|D;) = 0.
Vzhledem k tomu, Ze moderator nesmi otevtit dvete, kde je auto a ani dvete, které si zvolil
soutézici, dostaneme
P(03|D;) = P(0,|D3) =1.

Ve zbyvajicich ptipadech voli moderator mezi dvéma moZnostmi, je pravdépodobnost
1
P(05|Dy) = P(0,|Dy) =7.
Pravdépodobnost pti vyméné dveti vypocitdme pomoci Bayesova vzorce

P(03|Dy)-P(Dy) 1
;-1 P(05|Dy) - P(Dy)

P(D2|03): 1
+0-5
3

2
3

W] =W =

11
2’3+t
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Pravdépodobnost, pokud bude soutézici trvat na své ptivodni volbé

P(03|D1)'P(D1)

1
P(D;103) = = ==
i=1 P(03]D;) - P(Dy) 7§+ 1-

Wl e

1
3
1
3+0-

W] =

Pravdépodobnosti v pfipad¢ otevieni druhych dveii jsou stejna

_ P(0,|Ds) - P(Ds) _E
P:102) =55 5 0,10 - P(Dy) ~ 3
_ P(0,|D,) - P(D,) _1
Pil0) =52 b0,bo POy 3

Z vyse napsan¢ho je patrné, ze pravdépodobnost u zmény volby je vzdy 2 a u setrvani
jen é Pti klasickém zadédni soutézniho tkolu je pro soutéziciho lepsi zménit svou volbu
z divodu, ze ma vétsi pravdépodobnost vyhry nez kdyby svou volbu nezménil. (Kahoun,
2020)

Samoziejmé Ize problém zobecnit pro n dvefi, nebo pocitat pravdépodobnost napiiklad

pro variantu hry se ¢tyfmi dvefmi.
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ZAVER

Na zacatku mé bakalaiské prace jsem piedstavila znamou tlohu o koze, vlkovi a hlavce
uloha o tfech kanibalech a tfech misionafich. V obou pfipadech byla vyuzita nejdiive
metoda pokus-omyl a logické mysleni, nasledné jsme k feSeni tlohy vyuzili problematiku
teorie grafll.

V tfeti kapitole byla rozebrana zndma Einsteinova hadanka s otazkou ,,Kdo chova
rybicky?“. Nejprve jsme zvolili metodu dopliiovani tabulky dosazovanim informaci, které
vime na zéklad¢ zadani a nasledné zkouseli kombinace ze vSech 24 moznych, ktera bude ta
spravna. To je velice zdlouhavé feSeni, a proto je v kapitole zminéna i metoda, ktera
vyuziva poméri jednotlivych podminek. Néasleduje kapitola obrazct, které lze nakreslit
jednim tahem napi. domecek, kde jsme definovali Eulorovu prvni vétu teorie grafil.
Kapitola pata vyuziva také znalosti zteorie grafii a pojednavd o prochdzce po dvou
ostrovech mésta Kralovce.
zpracovan problém Ctyt barev. Problém, jehoZ spravné feSeni nelze vyftesit v redlném Case
bez pouziti pocitace. V sedmé kapitole jsme se zaméfili na Ulohu zvanou jezdcova
prochézka. Jednd se o pohyb figurky jezdce po Sachovnici, feSeni ulohy vychazi
Z posloupnosti pohybu jezdcem a velikosti Sachovnice. Osma kapitola se vraci zpatky
K vyznamnému matematikovi Leonhardu Eulerovy, ktery pifedstavil svétu tlohu o 36
distojnicich, kde demonstroval problematiku latinskych c¢tvercii. Tato tloha vSak nema
feSeni.

Nejmladsi ulohu nalezneme v kapitole devét, kterd se zabyva problémem dvou obalek.
Pti této uloze se vénujeme pravdépodobnosti vyssi Sance na vyhru. A nakonec jedna
Vv praxi vyuzitelna tloha z reality show. Vybér ze tii dvefi, kdy se za jednémi skryva vyhra
Vv podob¢ auta. Zde teSime zda je vyhodné&jsi zménit sviij vybér nebo vybér ponechat.
K feseni tlohy vyuzivame vypocti pravdépodobnosti. Problém tii dvefi je také nazyvan
jako Monty Halltiv problém.

KaZzdé zadani a feSeni ulohy, bylo doplnéno o historicky kontext tiloh.
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RESUME (CJ)

Bakalafska prace se zabyvd vybranymi zajimavymi matematickymi a logickymi
problémy. Popisuje jejich historicky vznik a pribeh. Piedstavuje zadani kazdého tkolu a
jeho variant. Po zadani je vzdy podrobné probrano feSeni problému.

Jednotlivé ulohy jsou O vlku, koze a zeli, uloha O tiech kanibalech a tiech misionafich,
Einsteinova haddanka, O sedmi mostech mésta Kralovce a obrazce jednim tahem. Kapitoly,

vvvvvv

duastojnicich, Problém dvou obalek a Monty Halltiv problém.
RESUME (A))

The bachelor thesis deals with selected interesting mathematical and logical problems.
It describes their historical origin and course. It represents the assignment of each task and
its variants. After the assignment, the solution to the problem is always discussed in detail.

The individual problems are About the Wolf, the Goat and the Cabbage, the problem
About Three Cannibals and Three Missionaries, Einstein's Riddle, About the Seven
Bridges of the City of Kralovce, and One-Stroke Shapes. The following chapters are more
difficult and are The Four Colors Problem, The Horseman's Walk, The 36 Officers
Problem, The Two Envelopes Problem, and The Monty Hall Problem.
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