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Abstrakt

Bakalářská práce se zaměřuje na analýzu systému s dvojitým lineárńım para-
lelńım pohonem spolu s navržeńım vhodného zpětnovazebńıho ř́ızeńı založeného na
změně dynamických vlastnost́ı systému pomoćı přǐrazeńı Jordanovy formy. Jsou
zkoumány dva modely, model 4. řádu pro silové p̊usobeńı na vstupu a rozš́ı̌rený
model 6. řádu s napět́ım jako vstupńı veličinou. V práci jsou analyzovány př́ıstupy
centralizovaného ř́ızeńı, decentralizovaného ř́ızeńı a následně i výstupńı zpětná vazba
pro r̊uzné Jordanovy formy. Práce se zabývá nalezeńım vhodných struktur Jorda-
nových forem, které povedou na dobré chováńı uzavřeného systému. Všechny návrhy
budou provedeny nejprve pro model se závaž́ım pevně umı́stěným uprostřed spoj-
nice pohon̊u a následně pro model s nesymetricky umı́stěným závaž́ım.

Kĺıčová slova: H-gantry, Jordanova kanonická forma matice, decentralizace, syn-
chronizace, minimálńı parametrizace, stavová zpětná vazba, výstupńı zpětná vazba

Abstract

This bachelor thesis is focused on analyzing a dual-driven gantry stage and de-
signing a feedback control based on changing dynamical properties using the Jordan
form assignment. Two models will be examined, a 4th order model with force on the
input and an extended 6th order model with voltage on the input. Furthermore, the
approaches of centralized control, decentralized control, and output feedback will be
analyzed. The aim is to find suitable structures of Jordan canonical forms that will
lead to good behavior of the closed loop. All designs will be done for a model with
the load firmly placed in the middle of the perpendicular crossbeam and then for a
model with an asymmetrically placed load.

Key words: H-gantry, Jordan canonical matrix form, decentralization, desynchro-
nization, minimal parameterization, compensatory gain, state feedback, output fe-
edback
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3.1 Redukovaný model systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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závaž́ı 37
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1 Úvod

Systémy s dvojitým lineárńım paralelńım pohonem maj́ı v dnešńı době široká
uplatněńı, a to předevš́ım v pr̊umyslu, jako je např́ıklad sériová výroba, logistika
a skladováńı, robotika a automatizace či oblast 3D tisku. Podobné systémy obecně
vyžaduj́ı neuvěřitelnou přesnost a robustnost, ovšem jejich ř́ızeńı nemuśı být tak
jednoduché, předevš́ım pokud pohybuj́ı se závaž́ım, které neńı rovnoměrně rozloženo
na spojnici pohon̊u. Desynchronizace paralelńıch motor̊u by mohla vést k deformaci
celé konstrukce. Z tohoto d̊uvodu se systémy neobejdou bez zpětnovazebńıho ř́ızeńı.

Systémy s dvojitým lineárńım paralelńım pohonem neboli dual-driven gantry
stage představuj́ı širokou množinu mechanismů s motory upevněnými na dvou para-
lelńıch osách. Tyto motory (nejčastěji permanentńı magnetické) jsou spojeny př́ıčným
nosńıkem, se kterým ve stejném směru pohybuj́ı. Robotické kartézské systémy po-
dobného typu maj́ı v praxi mnoho podob, proto je o ně v posledńı době zvýšený
zájem ze strany pr̊umyslové i akademické sféry. Systémy mohou nalézt své uplatněńı
např́ıklad v oblastech laserového řezáńı, svařováńı, litografie, solárńıch panel̊u, LCD
panel̊u, CNC stroj̊u, přesné metrologie, 3D tiskáren, portálových jeřáb̊u či CT ske-
nováńı, [1, 2].

Někdy jsou tyto systémy také nazývány ”H-gantry”, jelikož jejich uspořádáńı
připomı́ná tvar ṕısmene H. V tomto rozložeńı je tah zat́ıžeńı rovnoměrně rozložen
na pohybové osy, což má za následek sńıžeńı deformačńıch účink̊u. Daľśı výhodu
může představovat robustnost podobného uspořádáńı. V momentě, kdy dojde k
poškozeńı jednoho z motor̊u, systém stále krátkou chv́ıli funguje, tud́ıž nemuśı doj́ıt
k okamžité destrukci zař́ızeńı.

Dynamické vlastnosti paralelńıch pohon̊u budou ovlivněny mnoha faktory, např́ı-
klad asymetrickou konstrukćı. Motory také mohou mı́t r̊uzné charakteristiky tlu-
meńı, nebo se s pr̊uběhem času či změnou teplot mohou měnit jejich mechanické
vlastnosti. U většiny systémů je dokonce závaž́ı umı́stěné na př́ıčném nosńıku po-
hyblivé, tud́ıž se měńı těžǐstě konstrukce a na motory je vyv́ıjen rozd́ılný nápor.
Při lineárńım pohybu motor̊u může jednoduše vzniknout synchronńı chyba, která
povede k mı́rnému natočeńı př́ıčného nosńıku. Jelikož neńı fyzicky možné dokonale
spojit nosńık s paralelńımi jezdci, může doj́ıt k mechanickému opotřebeńı, v horš́ım
př́ıpadě k deformaci a poškozeńı systému, [1].

Nejčastěji se v literatuře autoři zabývaj́ı 3 typy zp̊usob̊u ř́ızeńı: master-master
control (MMC), master-slave control (MSC) a cross-coupled control (CCC), [3].

• MMC - V systémech s t́ımto př́ıstupem ř́ızeńı jsou obecně ř́ızeny oba paralelńı
pohony synchronně. Znamená to, že regulátory vyśılaj́ı př́ıkazy na obě osy ve
stejných diskrétńıch okamžićıch. Jestliže senzory sńımaj́ı polohu jednotlivých
os přesně, je možné dosáhnout požadované synchronizace. Obecně ovšem v́ıme,
že v praxi neńı přesné sńımańı polohy př́ılǐs běžné. Synchronizace lze také
dosáhnout za předpokladu, že p̊usob́ıćı chyba na obou paralelńıch senzorech
je stejná. MMC ř́ızeńı postrádá informaci o interakci mezi duálńımi osami,
proto kv̊uli mechanické asymetrii a vněǰśım poruchám dosahuje pouze omezené
synchronizace, [3, 4].

• MSC - Alternativńı zp̊usob ř́ızeńı představuje př́ıstup master-slave, kde jedna
osa je primárńı (master) a druhá podřazená (slave). Osa ”slave”má obecně
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mnohem větš́ı výkon a sleduje skutečnou polohu hlavńı osy, kterou využ́ıvá
jako vlastńı referenčńı hodnotu. Svým ř́ızeńım se poté snaž́ı o co nejmenš́ı
rozd́ıl mezi jednotlivými polohami. Ř́ızeńı na nadřazené ose může být na dru-
hou stranu o něco pomaleǰśı a předevš́ım reguluje svoji polohu tak, aby od-
pov́ıdala požadované hodnotě. Tento algoritmus je běžně už́ıván u systémů
s vysokými požadavky na přesnost. Hlavńı problém tohoto př́ıstupu ř́ızeńı
představuje nevyhnutelné časové zpožděńı přenosu signálu mezi jednotlivými
osami, [4].

• CCC - Cross-coupled control prvně představený v roce 1980, vycháźı z př́ıstupu
MMC, [5]. Př́ıstup bere v potaz desynchronizaci při navržeńı tzv. kř́ıžové vazby
(cross-coupling), která reguluje chybu mezi polohami jednotlivých servopo-
hon̊u pomoćı úpravy referenčńı hodnoty a rychlosti. CCC regulátor je obecně
těžký a časově náročný při náhodném laděńı. Jakožto stavový regulátor CCC
ignoruje mechanický vazebńı efekt mezi osami, což může opět vést ke sńıžeńı
synchronizace předevš́ım u systémů se složitou mechanickou strukturou, [3].

V práci se budeme zabývat navržeńım stavové a výstupńı zpětné vazby pomoćı
přǐrazeńı Jordanovy formy s využit́ım př́ıstupu MMC, kdy maj́ı obě paralelńı osy
stejnou d̊uležitost. Dále bude zkoumána možnost zjednodušeńı zpětné vazby ve formě
decentralizace obou pohon̊u. Návrhy provedeme nejprve pro systém s umı́stěným
závaž́ım uprostřed př́ıčného nosńıku a poté pro variantu, kdy se těžǐstě nenacháźı
uprostřed soustavy. Ćılem bude nalézt vhodné Jordanovy formy, které povedou na
zaj́ımavé stavové či výstupńı zpětné vazby s pokud možno co nejmenš́ım stupněm
desychronizace. Při návrhu stavové zpětné vazby budeme využ́ıvat teorii odvozenou
v práci [6] a procedury implementované v práci [7].

2 Obecná problematika

2.1 Jordanova forma

Jordanova kanonická forma představuje speciálńı typ blokově diagonálńı čtver-
cové matice, jež má určitou strukturu a definuje základńı spektrálńı vlastnosti od-
pov́ıdaj́ıćı matice. U každé matice můžeme provést jej́ı Jordan̊uv kanonický rozklad
a dvě podobné matice maj́ı stejnou Jordanovu formu, [8, 9]. Jordanovu formu J(A)
matice A můžeme obecně zapsat ve tvaru:

J(A) =

Jk1(λ1)
. . .

Jkn(λn)

 , (1)

kde podmatice Jki, i = 1, . . . , n, představuje takzvaný Jordan̊uv blok. Č́ıslo n tedy
udává počet Jordanových blok̊u a odpov́ıdá počtu lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u matice A.

Velikost jednotlivých Jordanových blok̊u může být obecně r̊uzná. Počet Jor-
danových blok̊u př́ıslušej́ıćıch stejnému vlastńımu č́ıslu udává jeho geometrickou
násobnost. Součet velikost́ı všech Jordanových blok̊u př́ıslušej́ıćıch k témuž vlastńımu
č́ıslu je jeho algebraická násobnost, [8].
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Chceme-li definovat reálnou Jordanovu formu, mohou být Jordanovy bloky dvoj́ıho
typu. K reálnému vlastńımu č́ıslu λ př́ısluš́ı Jordan̊uv blok

Jk =


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ

 . (2)

Dvojici komplexńıch č́ısel λ = a± bi př́ısluš́ı Jordan̊uv blok typu

Jk =


R I2

. . . . . .
. . . I2

R

 , (3)

kde

R =

[
a b
−b a

]
I2 =

[
1 0
0 1

]
. (4)

Komplexńı Jordanovu formu bychom źıskali jednoduše pomoćı blok̊u 2, kde
vlastńı č́ıslo λ může být obecně reálné či komplexńı. V této práci se nicméně budeme
soustředit na reálnou Jordanovu formu, [9].

Speciálńım typem může být Jordanova forma tvořená pouze z Jordanových blok̊u
o velikosti 1× 1, která odpov́ıdá diagonálńı matici:

J(A) = diag{λ1, λ2, ..., λn}, (5)

kde λ1, . . . , λn představuj́ı vzájemně r̊uzná reálná vlastńı č́ısla matice.
Jiný př́ıklad může představovat matice, která má všechna vlastńı č́ısla reálná a

totožná a pouze jeden reálný Jordan̊uv blok (2) o velikosti n× n,
Tyto a mnoho daľśıch variant Jordanových forem bude uvažováno při navrhováńı

stavové, resp. výstupńı zpětné vazby.
Spektrálńı vlastnosti čtvercové matice jsou plně popsány bud’ jej́ı Jordanovou ka-

nonickou formou, nebo pomoćı invariantńıch polynomů této matice. Dvě matice jsou
podobné, viz 2.2, právě tehdy, maj́ı-li stejné invariantńı polynomy. Každý z těchto
nekonstantńıch invariantńıch polynomů má sv̊uj stupeň. Jordanovu matici můžeme
poté charakterizovat celoč́ıselnou posloupnost́ı právě těchto stupň̊u nekonstantńıch
invariantńıch faktor̊u, viz [6].

Uvažujme Jordanovu kanonickou formu ve tvaru (1) o dimenzi Rs×s . Nejprve vy-
bereme všechny největš́ı Jordanovy bloky matice J(A) př́ıslušné k r̊uzným vlastńıch
č́ısl̊um matice A a součet jejich řád̊u označ́ıme ν1. Ze zbylých blok̊u Jordanovy ma-
tice opět vybereme všechny největš́ı Jordanovy bloky př́ıslušné k r̊uzným vlastńım
č́ısl̊um, součet jejich řád̊u označ́ıme ν2. Takto budeme postupovat v určováńı daľśıch
přirozených č́ısel ν3, ..., νk do té doby, dokud nevyčerpáme všechny Jordanovy bloky.
Pro takto vzniklou posloupnost ν(J(A)) = {νi}ki=1 plat́ı:

ν1 ≥ ν2 ≥ ... ≥ νk ν1 + ν2 + ...+ νk = s. (6)

Tato charakterizace matice J(A) se nám bude následně hodit při navržeńı stavové
zpětné vazby s minimálńı parametrizaćı v části 2.4.
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2.2 Podobnost matic

Důležitou vlastnost́ı matic, kterou budeme dále využ́ıvat, je podobnost dvou
matic, [9]. Matice A a B jsou podobné, pokud existuje regulárńı matice T taková,
že plat́ı:

A = TBT−1. (7)

Podobnost matic se znač́ı obvykle symbolem ∼, tedy pro (7) je A ∼ B.
Jsou-li dvě matice podobné, maj́ı stejné Jordanovy formy, to znamená i stejná vlastńı
č́ısla včetně jejich geometrické a algebraické násobnosti.
Dále plat́ı, že libovolná matice A, může být převedena na svoji Jordanovu formu
J(A), tj. existuje regulárńı matice T taková, že:

A = TJ(A)T−1. (8)

Podobnost matic je d̊uležitou vlastnost́ı při zjǐst’ováńı, zda jsou dva dynamické
systémy ekvivalentńı.
Mějme autonomńı systémy:

ẋ(t) = Ax(t) ż(t) = Lz(t). (9)

Jestliže existuje regulárńı matice T , můžeme definovat převod mezi systémy (9)
x = Tz, potom z = T−1x. Následně dostaneme:

ẋ(t) = T ż = TLz(t) = TLT−1x(t) = Ax(t)

A = TLT−1 ⇐⇒ A ∼ L. (10)

Systémy jsou ekvivalentńı právě tehdy, kdy jsou podobné jejich matice dynamiky.
Nutno podotknout, že transformačńı matice T neńı určena jednoznačně [10]. Tyto
poznatky budeme využ́ıvat při návrhu stavové a výstupńı zpětné vazby pomoćı
přǐrazeńı Jordanovy kanonické formy v následuj́ıćı části.

2.3 Řiditelnost, pozorovatelnost

Lineárńı dynamický systém je řiditelný, jestliže existuje ř́ızeńı u(t) na konečném
časovém intervalu t ∈ [t0, t1], které zp̊usob́ı změnu daného počátečńıho stavu systému
x(t0) v koncový stav x(t1) = 0. Dynamický systém je řiditelný právě tehdy, je-li
hodnost matice řiditelnosti Qc = [B,AB,A2B, ...,An−1B] rovna dimenzi vektoru
stavu x(t), tedy pokud plat́ı:

h[Qc] = dim{x(t)} = n. (11)

Jak ukazuje rovnice (11), vlastnost řiditelnosti systému záviśı pouze na matićıch A
a B, proto dále můžeme hovořit o řiditelnosti dvojice (A,B), [11, 12].
Pro takto zavedenou řiditelnost můžeme určit i daľśı tvrzeńı, která jsou vzájemně
ekvivalentńı, [6]:

1. Dvojice (A,B) je řiditelná.

2. Matice Qc má plnou řádkovou hodnost.
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3. [A− λI,B] má plnou řádkovou hodnost pro ∀λ ∈ C.

4. Vlastńı č́ısla matice A+BF mohou být přǐrazena libovolně matićı F .

Právě vlastnost 4. bude kĺıčová v následuj́ıćı části 2.4.
Lineárńı dynamický systém je pozorovatelný, jestliže pozorováńım vstupu u(t)

a výstupu y(t) na konečném časovém intervalu t ∈ [t0, t1] lze určit počátečńı stav
systému x(t0). Dynamický systém je pozorovatelný právě tehdy, když je hodnost
matice pozorovatelnosti Qo = [CT ,CTA,CTA2, ...,CTAn−1]T rovna dimenzi vek-
toru stavu x(t), tedy:

h[Qo] = dim{x(t)} = n. (12)

Opět tedy můžeme hovořit o pozorovatelnosti dvojice (A,C),[11, 12].
Následuj́ıćı část věnuj́ıćı se přǐrazeńı Jordanovy formy systému 2.4 stavovou

zpětnou vazbou, resp. výstupńı zpětnou vazbou lze aplikovat pouze na řiditelný,
resp. řiditelný a pozorovatelný systém.

2.4 Přǐrazeńı Jordanovy formy stavovou zpětnou vazbou

Jeden z možných popis̊u lineárńıho dynamického systému může být realizován
pomoćı stavového popisu. Stav je tvořen stavovými proměnnými, které v sobě ne-
sou dostatečné množstv́ı informace k odhadu budoućıho chováńı systému. Znalost
aktuálńıho stavu spolu se vstupem nám stač́ı k určeńı výstupu a následuj́ıćıho stavu.
Z teorie ř́ızeńı v́ıme, že při určeńı výstupu u systému popsaného vněǰśım modelem
muśıme znát vstupy do systému všech předešlých okamžik̊u. Z tohoto faktu plyne,
že stav představuje vnitřńı souřadnice vyjadřuj́ıćı pamět’ systému.
Mějme lineárńı časově invariantńı dynamický systém:

ẋ = Ax+Bu

y = Cx, (13)

kde A je matice dynamiky, B je vstupńı matice a C je matice výstupu. Budeme
hledat takový vstup u, který bude tvořen lineárńı kombinaćı stav̊u, tj.

u = Fx.

(14)

Potom dosazeńım do (13) dostaneme následuj́ıćı systém

ẋ = Ax+BFx = (A+BF )x, (15)

kde matice F je hledaná zpětnovazebńı matice. Matice A + BF ve výrazu (15)
představuje matici dynamiky uzavřeného systému.

Naš́ım ćılem bude navrhnout stavovou zpětnou vazbu F , která nám umožńı
změnit dynamické chováńı systému. Budeme navrhovat matici L, v Jordanově ka-
nonickém tvaru, která bude mı́t požadované spektrálńı vlastnosti, a tyto vlastnosti
budeme cht́ıt přenést na matici dynamiky uzavřeného systému A + BF . Muśıme
tedy zajistit podobnost těchto dvou matic, tj. A+BF ∼ L.

Daľśım z požadavk̊u na matici F je, aby byla reálná. Budeme proto volit matici
L v reálném tvaru, tedy reálnou Jordanovu formu, kterou jsme uvedli v části 2.1.
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Vstup u reprezentuje vektor, nebot’ námi uvažovaný systém je systémem s v́ıce
vstupy a výstupy, tzv. MIMO systém (multi input multi output). Hledaná matice
F bude mı́t poté rozměr:

F ∈ Rm×n, (16)

kde n je počet stavových proměnných a m je počet vstup̊u.
Rovnice (7) ukazuje, že pro zajǐstěńı podobnosti muśı platit, že existuje regulárńı

matice T taková, že:

A+BF = TLT−1, tj.

AT +BFT − TL = 0. (17)

Nyńı budeme postupovat podle teorie uvedené v práci [6] náhradou součinu FT .
Označ́ıme-li H = FT , obdrž́ıme:

AT +BH − TL = 0. (18)

Tato rovnice představuje Sylvestrovu maticovou rovnici, [9]. Výpočet nyńı může
prob́ıhat tak, že zvoĺıme náhodně vhodnou matici H ∈ Rm×n a vyřeš́ıme od-
pov́ıdaj́ıćı Sylvestrovu maticovou rovnici. Potom bychom źıskali jednu stavovou
zpětnou vazbu F (H) jako:

F (H) = HT−1. (19)

V práci [6] je dále navržena minimálńı parametrizace stavových zpětných vazeb
pomoćı matice označované Q(α), kde volné parametry jsou souhrnně označovány
novým vektorovým návrhovým parametrem α ∈ Rγ. Pro dimenzi návrhových para-
metr̊u plat́ı podle [6]:

γ = m · n−
k∑

i=1

(2i− 1)νi, (20)

kde ν(L) = {νi}ki=1, viz 2.1.
Pomoćı matice Q(α) źıskáme parametrizované stavové zpětné vazby F (α). V

[6] bylo také dokázáno, že skoro každou matici H lze touto matićı Q(α) nahradit.
Potom parametrizované matice stavové zpětné vazby źıskáme jako:

F (α) = Q(α)T−1. (21)

.
Při výpočtu stavové zpětné vazby využ́ıváme práci [7], kde jsou uvedeny pro-

cedury pro výpočet stavových a výstupńıch zpětných vazeb implementované v soft-
ware Maple. Př́ıklad voláńı této procedury je pro stavovou zpětnou vazbu:

F = StateFeedback(A,B,L). (22)

Jako parametry této procedury pouze zadáváme matici dynamiky, vstupńı matici a
návrhovou matici L v podobě seznamu přǐrazovaných Jordanových blok̊u.

Volné parametry α ve stavové zpětné vazbě mohou být použity dále ke splněńı
daľśıch požadavk̊u, např́ıklad pro splněńı nějakých optimalizačńıch kritéríı, nebo jak
ukážeme později, i pro návrh decentralizovaného ř́ızeńı.
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Takto navržená stavová zpětná vazba by neměla v uzavřené smyčce obecně jed-
notkové statické ześıleńı, což znamená, že nemáme zajǐstěné vynulováńı regulačńı
odchylky a t́ım pádem sledováńı referenčńıho signálu v ustáleném stavu. Statické
ześıleńı bude záviset na čitateli přenosu otevřené smyčky (nulách systému) a zároveň
na volbě pól̊u přǐrazených stavovým regulátorem. Budeme proto navrhovat také
př́ımovazebńı korekci kompenzačńım ześıleńım, které nám zajist́ı jednotkové sta-
tické ześıleńı.

Obrázek 1: Stavová zpětná vazba s kompenzačńım ześıleńım

V obrázku 1 představuje y regulovanou veličinu, x stav systému, u vstup do
systému, uk kompenzačńı ř́ızeńı a w referenčńı signál.

Kompenzačńı ześıleńı zvoĺıme ve tvaru uk = kkompw. Přenos uzavřené smyčky,
neboli komplementárńı citlivostńı funkce, bude mı́t tento tvar:

T (s) =
Y (s)

W (s)
= kkomp

b0(s)

a∗z(s)
= kkompFz(s), (23)

kde b0(s) reprezentuje nuly ř́ızeného systému a a∗z(s) jsou póly přǐrazené stavovou
zpětnou vazbou.

Z teorie ř́ızeńı lineárńıch systémů [12] v́ıme, že hodnotu statického ześıleńı dosta-
neme pokud do přenosu komplementárńı citlivostńı funkce dosad́ıme za komplexńı

proměnnou hodnotu 0. Požadujeme tedy T (0)
!
= 1, z čehož dostáváme vztah:

kkomp =
1

Fz(0)
. (24)

Přepočet vnitřńıho stavového popisu na přenos systému v uzavřené smyčce źıskáme
následovně, [12]. Uvažujeme-li matici dynamiky uzavřeného systému ve tvaru A +
BF viz (15), urč́ıme přenos pomoćı vzorce:

Fz =
Y (s)

Uk(s)
= C(sI − (A+BF ))−1B (25)

Pro výpočet kompenzačńıho ześıleńı dosazujeme s = 0 a dostáváme finálńı výpočetńı
vztah:

kkomp = (−C(A+BF )−1B)−1. (26)

Výraz (26) lze určit pouze pro čtvercovou regulárńı matici, aby bylo možné provést
inverzi. Pomoćı matice C voĺıme, které stavy maj́ı sledovat referenčńı signál. Jejich
počet tedy muśı odpov́ıdat počtu vstup̊u.
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Nutno podotknout, že varianta př́ımovazebńı korekce kompenzačńım ześıleńım
neńı robustńı varianta. Muśıme totiž znát přenos uzavřené smyčky s dokonalou
přesnost́ı, což je v praxi téměř nemožné. Navržená stavová zpětná vazba proto ne-
bude schopna odregulovat poruchy, ovšem to neńı ćılem této práce.

3 Odvozeńı modelu s dvojitým lineárńım para-

lelńım pohonem

Je zřejmé, že podobných model̊u s dvojitým lineárńım paralelńım pohonem exis-
tuje mnoho. Lǐśı se ve složitosti, značeńı či např́ıklad zavedeńı stavových veličin.
V této části si nejprve odvod́ıme jednodušš́ı model popisuj́ıćı dynamické chováńı
systému mezi silovými a pohybovými účinky, který následně rozš́ı̌ŕıme o proudové
závislosti.

3.1 Redukovaný model systému

Dynamický systém typu ”H-gantry”je tvořen dvěma paralelńımi kolejnicemi ve
směru osy y, které spojuje kolmé rameno, viz obrázek 2.

Obrázek 2: Nákres systému s dvojitým lineárńım paralelńım pohonem

Hmotnost celého nosńıku (včetně závaž́ı) představuje konstantaM, C je umı́stěńı
těžǐstě nosńıku, y1 a y2 jsou aktuálńı polohy upevněńı nosńıku k jednotlivým kolej-
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nićım, yc je umı́stěńı těžǐstě na ose y a Θ reprezentuje úhel natočeńı kolem těžǐstě C.
V ideálńım př́ıpadě tedy požadujeme nulovou hodnotu proměnné Θ, aby v systému
nedocházelo k nežádoućım mechanickým deformaćım.

Dále v obrázku 2 vid́ıme, že L představuje délku mezi paralelńımi kolejnicemi,
kde L1 je vzdálenost těžǐstě závaž́ı od levé kolejnice a L2 je vzdálenost těžǐstě od
pravé kolejnice. Je tedy možné napsat rovnici propojuj́ıćı tyto vzdálenosti:

L = L1 + L2. (27)

3.1.1 Popis systému pomoćı diferenciálńıch rovnic

Dynamické závislosti pohybu systému lze popsat dvěma Newtonovými dyna-
mickými rovnicemi, jež popisuj́ı silovou a momentovou rovnováhu. Dostaneme:

Mÿc = −b1ẏ1 − b2ẏ2 + F1 + F2, (28)

kde b1, b2 jsou koeficienty viskózńıho třeńı jednotlivých kolejnic a F1, F2 představuj́ıćı
śıly p̊usob́ıćı na jednotlivé motory.

Druhá rovnice vypadá následovně:

JΘ̈ +KΘ = (−b2ẏ2 + F2)L2 − (−b1ẏ1 + F1)L1, (29)

kde J je moment setrvačnosti př́ıčného nosńıku a K je jeho torzńı tuhost, [3].
Z rovnice (29) lze vidět, že dynamika rovnoběžných os neńı stejná pokud L1 ̸= L2.

Z toho plyne, že rozd́ıl točivého momentu mezi oběma pohony povede k př́ıčnému
natočeńı nosńıku okolo těžǐstě o úhel Θ.

Parametry y1, y2, yc a Θ jsou vzájemně závislé. Aplikaćı Pythagorovy věty, lze
vzájemný přepočet reprezentovat následuj́ıćımi rovnicemi:

y1 = yc − L1sin(Θ) (30)

y2 = yc + L2sin(Θ). (31)

V praxi je obecně úhel Θ velice bĺızký nulové hodnotě, lze proto uvažovat následuj́ıćı
aproximace:

Θ ≈ 0 → sin(Θ) ≈ Θ. (32)

Dostáváme tedy:

y1 = yc − L1sin(Θ) ≈ yc − L1(Θ) (33)

y2 = yc + L2sin(Θ) ≈ yc + L2(Θ). (34)

3.1.2 Stavový popis systému

Nyńı máme připravené diferenciálńı rovnice a můžeme převést model do sta-
vového popisu. Důležitá je ovšem volba stav̊u. V předchoźı části jsme zmiňovali, že
parametry y1, y2, yc a Θ jsou spolu propojeny. Z tohoto výběru můžeme tedy zvolit
jako stavy dvě libovolné veličiny a jejich derivace. Zvoĺıme stavové proměnné:

x =


x1

x2

x3

x4

 =


y1
y2
ẏ1
ẏ2

 → ẋ =


ẏ1
ẏ2
ÿ1
ÿ2

 (35)
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a vstupy systému:

u =

[
u1

u2

]
=

[
F1

F2

]
. (36)

V rovnićıch (28) a (29) je dále třeba nahradit všechny časové proměnné, které
neodpov́ıdaj́ı stav̊um systému. Budou to konkrétně ÿc, Θ a Θ̈. To provedeme po-
moćı vztah̊u (33) a (34), které zderivujeme podle času a vyjádř́ıme z nich potřebné
proměnné:

ÿc = ÿ1 +
L1(ÿ2 − ÿ1)

L1 + L2

(37)

Θ =
y2 − y1
L1 + L2

Θ̈ =
ÿ2 − ÿ1
L1 + L2

(38)

Provedeme zmiňovanou substituci vztah̊u (37), (38) v dynamických rovnićıch (28)
a (29) a následně vyjádř́ıme proměnné ÿ1 a ÿ2. Pro usnadněńı výpočt̊u byl použit
software Maple.

ẋ1 = x3 (39)

ẋ2 = x4 (40)

ẋ3 = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5u1 + a6u2 (41)

ẋ4 = b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 + b5u1 + b6u2, (42)

kde a1 = − KL1

J(L1+L2)
, a2 = KL1

J(L1+L2)
, a3 = − (ML2

1+J)b1
MJ

, a4 = − (−ML2L1+J)b2
MJ

, a5 =
ML2

1+J

MJ
, a6 = −ML2L1+J

MJ
, b1 = KL2

J(L1+L2)
, b2 = − KL2

J(L1+L2)
, b3 = − (−ML2L1+J)b1

MJ
, b4 =

− (ML2
2+J)b2
MJ

, b5 =
−ML2L1+J

MJ
a b6 =

ML2
2+J

MJ

K rovnićım (39) - (42) byla sestrojena odpov́ıdaj́ıćı matice dynamiky:

A =



0 0 1 0

0 0 0 1

− KL1

J(L1+L2)
KL1

J(L1+L2)
−(ML1

2+J)b1
MJ

− (−ML2L1+J)b2
MJ

KL2

J(L1+L2)
− KL2

J(L1+L2)
− (−ML2L1+J)b1

MJ
−(ML2

2+J)b2
MJ

 (43)

a vstupńı matice:

B =


0 0

0 0

ML1
2+J

MJ
−ML2L1+J

MJ

−ML2L1+J
MJ

ML2
2+J

MJ

 . (44)

Matici výstup̊u C zvoĺıme podle toho, jaké stavy budeme cht́ıt pozorovat. Pro sle-
dováńı všech stav̊u odpov́ıdá matice C jednotkové matici řádu 4. Matice D bude
vždy nulová, jelikož se žádný vstup př́ımo nepřenáš́ı na výstup.
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3.2 Rozš́ı̌rený model systému

3.2.1 Popis systému pomoćı diferenciálńıch rovnic

Předchoźı model z části 3.1 může být rozš́ı̌ren, kdy jako vstup nebudeme uvažovat
silové p̊usobeńı motor̊u, ale přiváděné napět́ı. Tahy jednotlivých motor̊u F1, F2 jsou
př́ımo úměrné proudu na ćıvkách i1 a i2. Závislost lze popsat vztahem:

F1 = kt1i1 (45)

F2 = kt2i2, (46)

kde kt1 a kt2 jsou konstanty tahu motoru.
Dynamickou závislost mezi napět́ım a proudem, jeho derivaćı a rychlost́ı motoru

dále popisuj́ı následuj́ıćı diferenciálńı rovnice:

u1 = La1i̇1 +Ra1i1 + ke1ẏ1 (47)

u2 = La2i̇2 +Ra2i2 + ke2ẏ2, (48)

kde ke1, ke2 jsou konstanty zpětné elektromotorické śıly, La1, La2 odpov́ıdá in-
dukčnosti ćıvky a Ra1, Ra2 představuje odpor ćıvky, [1].

Tyto doplňkové vztahy spolu s rovnicemi (28) a (29) popisuj́ı rozš́ı̌rený vněǰśı
model systému s dvojitým lineárńım paralelńım pohonem.

3.2.2 Stavový popis systému

Zavedeme-li nyńı stavový popis obohacený o proudy na jednotlivých ćıvkách
motor̊u dostáváme:

x =


x1

x2

x3

x4

x5

x6

 =


y1
y2
ẏ1
ẏ2
i1
i2

 → ẋ =


ẏ1
ẏ2
ÿ1
ÿ2
i̇1
i̇2

 . (49)

Vstup systému bude dále reprezentován vektorem napět́ı přiváděným na jednotlivé
motory.

u =

[
u1

u2

]
(50)

Pro odvozeńı matice dynamiky A a vstupńı matice B budeme opět vycházet ze
vztah̊u (28) a (29), které jsme použ́ıvali v předchoźım modelu. V těchto rovnićıch za-
substituujeme nové přepočty tah̊u motor̊u a napět́ı (45), (46), (47), (48) a vyjádř́ıme
jednotlivé stavové proměnné:

ẋ1 = x3 (51)

ẋ2 = x4 (52)

ẋ3 = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + a6x6 (53)

ẋ4 = b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 + b5x5 + b6x6 (54)

ẋ5 = c1x3 + c2x5 + c3u1 (55)

ẋ6 = d1x4 + d2x6 + d3u2, (56)
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kde a1 = − KL1

J(L1+L2)
, a2 = KL1

J(L1+L2)
, a3 = − (ML2

1+J)b1
MJ

, a4 = − (−ML2L1+J)b2
MJ

, a5 =
(ML2

1+J)kt1
MJ

, a6 = (−ML2L1+J)kt2
MJ

, b1 = KL2

J(L1+L2)
, b2 = − KL2

J(L1+L2)
, b3 = − (−ML2L1+J)b1

MJ
,

b4 = − (ML2
2+J)b2
MJ

, b5 = (−ML2L1+J)kt1
MJ

, b6 =
(ML2

2+J)kt2
MJ

, c1 = − ke1
La1

, c2 = −Ra1

La1
,

c3 =
1

La1
, d1 = − ke2

La2
, d2 = −Ra2

La2
, d3 =

1
La2

.
K takto sestrojeným rovnićım můžeme snadno dopoč́ıtat matici dynamiky:

A =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

− KL1

J(L1+L2)
KL1

J(L1+L2)
−(ML1

2+J)b1
MJ

− (−ML2L1+J)b2
MJ

(ML1
2+J)kt1
MJ

(−ML2L1+J)kt2
MJ

KL2

J(L1+L2)
− KL2

J(L1+L2)
− (−ML2L1+J)b1

MJ
−(ML2

2+J)b2
MJ

(−ML2L1+J)kt1
MJ

(ML2
2+J)kt2
MJ

0 0 − ke1
La1

0 −Ra1

La1
0

0 0 0 − ke2
La2

0 −Ra2

La2


(57)

a odpov́ıdaj́ıćı vstupńı matici:

B =



0 0
0 0
0 0
0 0
1

La1
0

0 1
La2

 . (58)

Podobně jako v části 3.1 bude matice D nulová a volba matice C záviśı na tom,
jaký výstup chceme sledovat.

4 Návrh zpětnovazebńıho ř́ızeńı

4.1 Redukovaný model systému

Pro usnadněńı výpočtu jednotlivých zpětných vazeb dále vyč́ısĺıme źıskané mo-
dely systému. Zvoĺıme proto konkrétńı hodnoty parametr̊u modelu, které budou
inspirované článkem [1].

Tabulka 1: Koeficienty pro redukovaný model systému

Název Značka Hodnota Jednotka

torzńı tuhost nosńıku K 52520 N ·m−1

hmotnost nosńıku se závaž́ım M 50 kg
délka nosńıku L 0.8 m

koeficient viskózńıho třeńı motoru y1 b1 5 N ·m · s
koeficient viskózńıho třeńı motoru y2 b2 5 N ·m · s
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Dále je zapotřeb́ı určit poměr délek L1 a L2. Pro začátek budeme uvažovat, že je
závaž́ı umı́stěno př́ımo uprostřed nosńıku. Poté zobecńıme umı́stěńı závaž́ı do polohy
r̊uzné od středu nosńıku. Nejprve uvažujme tedy L1 = L2 =

2
5
.

Moment setrvačnosti př́ıčného nosńıku J nemůžeme zakomponovat do tabulky
koeficient̊u 1, jelikož je jeho hodnota funkćı vzdálenost́ı L1 a L2. Moment setrvačnosti
vypoč́ıtáme podle vzorce, viz [1]:

J =
M

3
(L2

1 − L1L2 + L2
2) =

8

3
. (59)

Vyč́ıslenou matici dynamiky a vstupńı matici dostaneme v tomto tvaru:

A1 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−19695
2

19695
2

−2
5

1
5

19695
2

−19695
2

1
5

−2
5

 (60)

B1 =


0 0

0 0

2
25

− 1
25

− 1
25

2
25

 . (61)

Pro jistotu také zkontrolujeme řiditelnost systému, abychom zjistili, zda můžeme
libovolně měnit dynamiku systému. Systém je řiditelný právě tehdy, kdy má matice
řiditelnosti Qc plnou sloupcovou hodnost, viz část 2.3.

Jelikož popisujeme MIMO systém, matice řiditelnosti nebude čtvercová, ale bude
mı́t rozměry n×(n·m), tedy Sc ∈ R4×8. Matici si necháme vyč́ıslit v Maplu př́ıkazem
ControllabilityMatrix(A,B) a poté zkontrolujeme jej́ı sloupcovou hodnost.

rank(Qc) = 4 = n (62)

Podle (62) plyne, že matice řiditelnosti má plnou hodnost a tedy sledovaný systém
je řiditelný.

Také vypoč́ıtáme vlastńı č́ısla celého systému, abychom věděli, jaké chováńı
můžeme očekávat.

λ(A1) = {0,−0.2,−0.3 + 140.339i,−0.3− 140.339i} (63)

Jak ukazuje výraz (63), systém obsahuje jedno záporné reálné vlastńı č́ıslo, dvě kom-
plexně sdružená vlastńı č́ısla se zápornou reálnou část́ı a jedno nulové vlastńı č́ıslo,
což indikuje mez stability. Všechna stabilńı vlastńı č́ısla jsou pomalá, jelikož maj́ı
reálnou složku velice bĺızkou nule. Nav́ıc komplexně sdružená vlastńı č́ısla maj́ı mno-
honásobně větš́ı imaginárńı část. Můžeme proto usuzovat, že systém bude vykazovat
pomalé kmitavé chováńı na mezi stability.

4.1.1 Centralizované ř́ızeńı

Pro navržeńı stavové zpětné vazby budeme použ́ıvat postup popisovaný v části
2.4. Budeme navrhovat r̊uzné varianty Jordanových blok̊u, resp. Jordanových forem,
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a vybereme ty, které povedou na vhodné chováńı uzavřeného systému. Jordanovy
formy L, které budeme uvažovat budou mı́t následuj́ıćı tvary:

L1 =


a

a
b

b

 L2 =


a 1

a 1
a

a

 L3 =


a 1

a 1
a

b



L4 =


a 1

a 1
a 1

a

 L5 =


a

b
c

d

 L6 =


a 1

a
b 1

b

 . (64)

Chováńı uzavřeného systému bude také samozřejmě záviset na volbě prvk̊u a,b,c,d,
které představuj́ı přǐrazovaná vlastńı č́ısla systému. Tyto parametry budou voleny
podle chováńı uzavřeného systému. Vyzkouš́ıme mnoho r̊uzných kombinaćı vlastńıch
č́ısel pro sledované Jordanovy formy. Následně urč́ıme, jaké typy Jordanových forem
povedou s danými parametry na co nejlepš́ı chováńı ř́ızeného systému. Naše úsiĺı
bude směřováno k minimalizaci maximálńıho rozd́ılu poloh y1 a y2. V práci budou
dále uvedeny zaj́ımavé dosažené výsledky.

Pro simulováńı chováńı uzavřeného systému bylo v prostřed́ı SIMULINK vy-
tvořeno následuj́ıćı schéma:

Obrázek 3: Simulačńı schéma stavové zpětné vazby modelu H-gantry

Subsystém s názvem ”H-gantry”na obrázku 3 reprezentuje źıskaný matema-
tický model systému ve formě matice A1 a B1. Matice K ze stejného schématu
představuje kompenzačńı ześıleńı vyč́ıslené pomoćı rovnice (26) tak, aby měl uzavřený
systém jednotkové statické ześıleńı. Simulace budou prováděny pro referenčńı signál
ve tvaru rampy se sklonem 0.2, tedy př́ıčný nosńık se bude pohybovat rychlost́ı
0.2m/s.

Nejprve se zaměř́ıme na návrh stavové zpětné vazby s využit́ım algoritmu z části
2.4. Hledáme vhodnou matici F , která vylepš́ı chováńı uzavřené smyčky. U sta-
vové zpětné vazby obecně předpokládáme znalost celého stavu, nebo je zapotřeb́ı
využ́ıt odhadu pomoćı rekonstrukce stavu. Matice F bude v tomto př́ıpadě obsa-
hovat obecně pouze nenulové prvky. Tento př́ıstup budeme nazývat centralizované
ř́ızeńı. Volba př́ıpadných volných parametr̊u α proto může být libovolná.

Prvńı návrhovou Jordanovu formu L zvoĺıme ve tvaru:

Lc1 = diag{−70,−70,−90,−90}. (65)
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Jelikož provád́ıme minimálńı parametrizaci bude nás zaj́ımat, zda se v matici Fc1

budou tvořit nějaké návrhové parametry α, popř́ıpadě jakou budou mı́t dimenzi.
Pro objasněńı si to ukážeme na této a následuj́ıćı Jordanově formě. Nejprve urč́ıme
stupně nekonstantńıch invariantńıch faktor̊u z části 2.1. Vyjde nám ν(Lc1) = {2, 2}.
Aplikaćı vzorce (20) dále urč́ıme dimenzi návrhových parametr̊u α. Dimenze sta-
vového prostoru je n = 4 a počet vstup̊u systému máme m = 2.

γc1 = 2 · 4− (1 · 2 + 3 · 2) = 0 (66)

Pro Jordanovu formu (65) tedy v matici F nevznikaj́ı žádné volné parametry a bude
dána jednoznačně. Dostáváme:

Fc1 =

[
−45875

2
−269125

2
−7985

3
−4000

3

−269125
2

−45875
2

−4000
3

−7985
3

]
. (67)

Jak již bylo zmı́něno, referenčńı signál představuje rampu se sklonem 0.2, která na
systém p̊usob́ı v časovém rozmeźı t ∈< 4, 6 >.
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Obrázek 4: Časový pr̊uběh poloh y1 a y2 pro stavovou zpětnou vazbu Fc1

Na obrázku 4 můžeme vidět, že systém následuje generovaný signál referenčńı
hodnoty. Rozd́ıl poloh y1 a y2 je zanedbatelný, můžeme tedy považovat pohyb pa-
ralelńıch motor̊u za synchronńı.
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Jako daľśı jsme testovali chováńı uzavřeného systému pro Jordanovu formu ve
tvaru:

Lc2 =


−75 1

−75 1
−75

−90

 . (68)

Opět si pro úplnost vypoč́ıtáme dimenzi volných parametr̊u α. Pro matici (68) vyjde
stupeň nekonstantńıho invariantńıho polynomu pouze jeden ν(Lc2) = {4}. Aplikaćı
výpočtu (20) dostaneme:

γc2 = 2 · 4− 4 · 1 = 4. (69)

Matice Fc2(α) obsahuje 4 volné parametry. Jej́ı prvky jsou obecně složité racionálńı
funkce. Pro úplnost uvedeme tedy alespoň jednu takovou konkrétńı stavovou zpětnou
vazbu, pro kterou jsme źıskali dobré chováńı uzavřeného systému. Pro α1 = α2 =
α3 = α4 = 1 dostáváme vyč́ıslenou matici ve tvaru:

Fc2 =

[
−8888.3708 −159861.6292 −2450.1694 −1669.8306

−126138.3708 −42611.6292 −1205.1694 −2914.8306

]
. (70)

Necháme si vykreslit časový pr̊uběh rozd́ılu poloh y1 a y2 při aplikaci stejného re-
ferenčńıho signálu jako v předchoźım př́ıpadě. Zjist́ıme, že chováńı bude velice po-
dobné jako na obrázku 4. Rozd́ıl poloh kmitá na řádově zanedbatelných hodnotách.
Uvedeme také časový pr̊uběh akčńıch zásah̊u na jednotlivé motory.
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Obrázek 5: Výsledky simulaćı pro Fc2
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Obrázek 5 ukazuje, že oba motory jsou ř́ızeny stejným akčńım zásahem, který
p̊usob́ı v momentě rozpohybováńı soustavy a uvedeńı soustavy do klidu. Akčńı zásah
nedosahuje vysokých hodnot, proto by bylo možné ho fyzikálně realizovat.

Při testováńı daľśıch r̊uzných Jordanových forem se ukázalo, že volba Jorda-
nových kanonických forem spolu s volbou parametr̊u v této části nehrála př́ılǐs velkou
roli. Uzavřený systém vykazoval pro většinu návrh̊u dobré chováńı. To je předevš́ım
zapř́ıčiněno znalost́ı celého stavu a symetrickou konstrukćı systému.

4.1.2 Decentralizované ř́ızeńı

Stavový regulátor využ́ıvá celý vektor stavu, aby vypoč́ıtal akčńı zásah a uř́ıdil
tak celou soustavu. Popisovaný systém je ř́ızen dvěma motory, tud́ıž aby se vypoč́ıtal
akčńı zásah na jeden z motor̊u, je v předchoźım př́ıpadě zapotřeb́ı znát polohu i
rychlost obou motor̊u zároveň, viz matice (67) a (70).

V této kapitole budeme využ́ıvat volné parametry α v matici F , abychom dosáhli
vynulováńı některých zvolených prvk̊u této matice a źıskali tak ř́ızeńı, které bude
pro každý z motor̊u využ́ıvat pouze informaci právě o jeho poloze a rychlosti. T́ımto
bychom odvodili typ decentralizovaného ř́ızeńı. Budeme tedy hledat hodnoty pa-
rametr̊u α, abychom vynulovali následuj́ıćı prvky a matice F tak měla následuj́ıćı
strukturu:

F =

[
∗ 0 ∗ 0
0 ∗ 0 ∗

]
, (71)

kde * reprezentuje obecně nenulový prvek matice.
Této vlastnosti neńı možné dosáhnout pro libovolnou Jordanovu formu. Např́ıklad

pro obecné návrhové matice L1 a L2 ze vztahu (64) nelze vynulovat odpov́ıdaj́ıćı
prvky a matici F tak převést do hledané struktury. Pro zaj́ımavost si můžeme
ukázat, jak by vypadala nevyč́ıslená matice F př́ısluš́ıćı ke zmiňované Jordanově
formě L1.

F 1 =

[
−50 ba

3
+ 164125

2
−25 ba

3
− 164125

2
50 a
3

+ 50 b
3

+ 5 25 a
3

+ 25 b
3

−25 ba
3

− 164125
2

−50 ba
3

+ 164125
2

25 a
3

+ 25 b
3

50 a
3

+ 50 b
3

+ 5

]
(72)

Libovolná kombinace stabilńıch reálných parametr̊u a a b nezajist́ı převod matice
do tvaru (71).

Naopak pro Jordanovy formy L4,L5,L6 z (64) źıskáváme požadovanou struk-
turu. Experimenty ukázaly, že vhodné chováńı uzavřeného systému ve smyslu mi-
nimalizace odchylek y1 a y2 dostaneme, pokud umı́st́ıme vlastńı č́ısla Jordanových
forem kolem hodnoty −89. Uvedeme výsledky rovnou pro všechny tři návrhové Jor-
danovy formy.

Ld1 =


−89 1

−89 1
−89 1

−89

 (73)

V matici Fd1(α) vznikaj́ı 4 volné parametry. K dosažeńı požadované struktury de-
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centralizace voĺıme tyto hodnoty:

αd1 = {α1 = 31.78620375, α2 = −3.235487876,

α3 = 0.3194752117, α4 = −0.03117871031}.

Vyč́ıslená zpětnovazebńı matice má poté tvar:

Fd1 =

[
−38970.5606 0.0 −1142.2275 0.0

0.0 −81575.0550 0.0 −3297.7725

]
. (74)

Druhý vyhovuj́ıćı návrh Jordanovy formy:

Ld2 = diag{−87,−88,−89,−90}. (75)

Vhodná volba parametr̊u spolu s vyč́ıslenou matićı F :

αd2 = {α1 = 26.60724717, α2 = 29.09743909,

α3 = 32.08088533, α4 = 35.71760254}

Fd2 =

[
−37204.4355 0.0 −1118.0551 0.0

0.0 −81680.6382 0.0 −3296.9449

]
. (76)

Třet́ı návrh Jordanovy formy pro decentralizaci ř́ızeńı:

Ld3 =


−88 1

−88
−89 1

−89

 . (77)

Nalezené vyhovuj́ıćı volné parametry α, které po dosazeńı vedou na požadovaný tvar
matice F :

αd3 = {α1 = 29.11020616, α2 = −2.715831388,

α3 = 32.09468115, α4 = −3.279332723}

Fd3 =

[
−37236.4979 0.0 −1117.9580 0.0

0.0 −81505.2381 0.0 −3297.0420

]
. (78)

Po bližš́ı analýze se ukázalo, že zpětnovazebńı matice (74),(76), (78) jsou č́ıselně
velice podobné. Různá volba přǐrazovaných Jordanových forem, avšak s podobným
umı́stěńım vlastńıch č́ısel v komplexńı rovině, vede na podobné chováńı systému v
uzavřené smyčce. To potvrzuj́ı i simulace, které pro všechny tři varianty vyšly téměř
obdobně. Uvedeme si proto výsledky pouze pro matici (74).
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Obrázek 6: Výsledky simulaćı pro Fd1

Na obrázku 6 vid́ıme, že sledováńı referenčńı hodnoty máme zajǐstěné i při de-
centralizaci systému. Rozd́ıl poloh jednotlivých motor̊u nemá pr̊uběh symetrický
kolem nuly. Znamená to, že se motor y1 nacháźı většinu času před motorem y2 s ma-
ximálńım rozd́ılem 0.7mm. Při decentralizaci se také ukazuje, že akčńı zásah neńı
na oba motory stejný, jako tomu bylo při simulaci 5.

4.1.3 Výstupńı zpětná vazba

Při výstupńı zpětné vazbě uvažujeme stejný lineárńı časově invariantńı dyna-
mický systému (13), ovšem vstup u bude určen jako lineárńı kombinace výstupu y,
tj.

u = Gy. (79)
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Dosazeńım do obecného předpisu (13) dostaneme uzavřený systém

ẋ = Ax+BGCx = (A+BGC)x, (80)

kde G je hledaná zpětnovazebńı matice a C je matice výstupu. Předpokládáme, že
systém je osazen pouze senzory sńımaj́ıćı aktuálńı polohu jednotlivých motor̊u, tedy
matice C má tvar:

C1 =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
. (81)

K nalezeńı požadované zpětnovazebńı matice G ovšem využijeme opět stavovou
zpětnou vazbu. Matici F se budeme snažit dostat opět do speciálńıho tvaru

F =

[
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ 0 0

]
, (82)

kde * reprezentuje obecně nenulový prvek matice. Hledaná maticeG pak bude rovna
matici (82) s vynechanými nulovými sloupci.

Ukázalo se, že dostat matici F do tvaru (82) je mnohem obt́ıžněǰśı, než vari-
anta decentralizovaného ř́ızeńı. Návrhovou Jordanovu formu jsme zvolili ve tvaru
L5 z (64), nebot’ ta představuje největš́ı volnost. Pro nalezeńı hledaného řešeńı, bylo
zapotřeb́ı ponechat vlastńı č́ısla Jordanovy formy a,b,c,d jako volné parametry a na-
opak parametry α zafixovat. Jediná možnost, jak dosáhnout výstupńı zpětné vazby,
byla pro vlastńı č́ısla velice bĺızká imaginárńı ose. Požadovaný tvar matice F byl
nalezen např́ıklad pro Jordanovu formu ve tvaru:

Lv1 = diag{−0.58792,−0.01208,−0.12998,−0.07001}. (83)

Pro parametry α o hodnotách

αv1 = {α1 = −1, α2 = −2, α3 = −1, α4 = −4},

dostáváme vyč́ıslenou zpětnovazebńı matici ve tvaru:

Fv1 =

[
82062.3567 −82062.5842 0 0

−82062.5842 82062.3567 0 0

]
. (84)

Hledaná matice G, která umožňuje zavedeńı výstupńı zpětné vazby má poté tvar:

G1 =

[
82062.3567 −82062.5842
−82062.5842 82062.3567

]
. (85)

Dále provedeme simulace, abychom zjistili chováńı systému v uzavřené smyčce.
V matici (85) jsou totožné ”kř́ıžové”prvky, toto ř́ızeńı by odpov́ıdalo symetrické
výstupńı zpětné vazbě uvedené v [13].
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Obrázek 7: Časový pr̊uběh referenčńıch hodnot a poloh y1 a y2 pro G1

Uzavřený systém má bohužel natolik pomalá vlastńı č́ısla, že neńı schopný sle-
dovat referenčńı signál se sklonem 0.2m/s. Systém se v uzavřené smyčce ustáĺı na
požadované hodnotě až téměř v čase 100s. Tato výstupńı zpětná vazba tedy ne-
splňuje požadavky pro chováńı v uzavřené smyčce. Pro zaj́ımavost ještě uvedeme
pr̊uběh akčńıch zásah̊u a rozd́ılu poloh.
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Obrázek 8: Časový pr̊uběh akčńıch zásah̊u a rozd́ılu poloh y1 a y2 pro G1

Na obrázku 8 vid́ıme, že rozd́ıl poloh nepřesahuje hodnotu 1.25 · 10−5m, ovšem
uzavřená smyčka je natolik pomalá, že malý stupeň desynchronizace přetrvává i
po dosažeńı referenčńı hodnoty. Akčńı zásahy systému jsou velice malé a p̊usob́ı
symetricky ”proti”sobě.

Pro tento model 4. řádu se nám bohužel nepovedlo nalézt výstupńı zpětnou
vazbu, která by měla dobré chováńı v uzavřené smyčce. Vlastńı č́ısla uzavřeného
systému totiž nejdou zrychlit, jelikož bychom nedosáhli požadovaného vynulováńı
prvk̊u v matici F .

4.2 Rozš́ı̌rený model systému

Nyńı přikroč́ıme k návrhu stavové zpětné vazby pro rozš́ı̌rený model systému s
lineárńım paralelńım pohonem z části 3.2. Hodnoty parametr̊u modelu inspirované
článkem [1] jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce 2.
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Tabulka 2: Koeficienty pro rozš́ı̌rený model systému

Název Značka Hodnota Jednotka

torzńı tuhost nosńıku K 52520 N ·m−1

hmotnost nosńıku se závaž́ım M 50 kg
délka nosńıku L 0.8 m

koeficient viskózńıho třeńı motoru y1 b1 5 N ·m · s
koeficient viskózńıho třeńı motoru y2 b2 5 N ·m · s

tah motoru y1 kt1 61 N · A−1

tah motoru y2 kt2 61 N · A−1

zpětná elektromotorická śıla motoru y1 ke1 49.6 V ·m−1 · s
zpětná elektromotorická śıla motoru y2 ke2 49.6 V ·m−1 · s

indukčnost ćıvky na motoru y1 La1 5.07 · 10−3 H
indukčnost ćıvky na motoru y2 La2 5.07 · 10−3 H

odpor ćıvky na motoru y1 Ra1 8.4 Ω
odpor ćıvky na motoru y2 Ra2 8.4 Ω

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě umı́st́ıme závaž́ı do středu př́ıčného nosńıku
L1 = L2 = 2

5
a moment setrvačnosti př́ıčného nosńıku urč́ıme podle vztahu (59).

Dostaneme J = 8
3
.

Vyč́ıslené matice popisuj́ıćı systém poté vypadaj́ı takto:

A2 =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

−19695
2

19695
2

−2
5

1
5

122
25

−61
25

19695
2

−19695
2

1
5

−2
5

−61
25

122
25

0 0 −4960000
507

0 −280000
169

0

0 0 0 −4960000
507

0 −280000
169


(86)

B2 =



0 0

0 0

0 0

0 0

100000
507

0

0 100000
507


. (87)

Řiditelnost źıskaného systému popisovanou v části 2.3 zkontrolujeme s využit́ım
Maplu. Matice řiditelnosti bude mı́t nyńı rozměr Sc ∈ R6×12. Plat́ı:

rank(Sc) = 6 = n (88)

a systém (A2,B2) je tedy řiditelný.
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Vlastńı č́ısla systému (86) jsou následuj́ıćı:

λ(A2) ={0,−1642.267812,−14.7369216,−1612.717737,

− 22.3434987− 140.4783682i,−22.3434987 + 140.4783682i}. (89)

4.2.1 Centralizované ř́ızeńı

Zp̊usob návrhu stavové zpětné vazby bude stejný jako v části 4.1.1, ovšem pro
rozš́ı̌rený systém. Jordanovy formy L, které budeme uvažovat při návrhu, maj́ı
následuj́ıćı tvary:

L1 =


a

a
b

b
c

c

 L2 =


a 1

a
b 1

b
c 1

c



L3 =


a

b
c

d
e

f

 L4 =


a 1

a 1
a 1

a
b

c

 . (90)

Provedeme návrh zpětné vazby pomoćı Jordanovy formy ve tvaru L1 z výrazu (90).
Volba parametr̊u a,b,c uvnitř Jordanovy formy byla inspirována vlastńımi č́ısly (89)
otevřeného systému.

Lc3 =


−10

−10
−50

−50
−150

−150

 (91)

Pro Jordanovu formu ve tvaru (91) je matice F určena jednoznačně. Dimenze
volných parametr̊u α je tedy rovna nule.

Fc3 =

[
1324.3411 −1480.1813 43.3479 −13.4004 7.3373 −0.0010

−1480.1813 1324.3411 −13.4004 43.3479 −0.0010 7.3373

]
(92)

Nav́ıc ve výrazu (92) můžeme pozorovat určitou pravidelnost, a sice, že ”vzájemně
diagonálńı”prvky maj́ı totožné hodnoty. Toto ř́ızeńı také odpov́ıdá symetrické sta-
vové zpětné vazbě uvedené v [13]. Následně provedeme simulace chováńı v uzavřené
smyčce.
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Obrázek 9: Časový pr̊uběh referenčńıch hodnot a poloh y1, y2 pro matici Fc3

Na obrázku 9 můžeme vidět, že na systém je aplikován stejný referenčńı signál
jako v předchoźı části. Jednotlivé polohy y1 a y2 následuj́ı pr̊uběh požadované hod-
noty, ovšem oproti referenčńımu signálu maj́ı mnohem hladš́ı pr̊uběh při rozjezdu a
zastaveńı. To je pro aplikaci ř́ızeńı na reálný systém kĺıčová vlastnost. Znamená to,
že také pr̊uběh akčńıch zásah̊u je mnohem hladš́ı, to můžeme vidět na obrázku 10.
Nutno připomenout, že pro rozš́ı̌rený model nyńı akčńı veličina představuje napět́ı
ve voltech přiváděné na jednotlivé motory. Pro tento návrh stavové zpětné vazby
s centralizovaným ř́ızeńım je stupeň desynchronizace mezi jednotlivými polohami
motor̊u zanedbatelný, viz 10. Můžeme usoudit, že uzavřený systém má velice dobré
chováńı.
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Obrázek 10: Rozd́ıl poloh y1 a y2 a pr̊uběh akčńıch zásah̊u pro matici Fc3

Dále budeme testovat Jordanovu formu složenou ze třech Jordanových blok̊u o
velikostech 2× 2, tedy variantu L2 z (90). Zvoĺıme o něco rychleǰśı vlastńı č́ısla než
v (91).

Lc4 =


−10 1

−10
−100 1

−100
−200 1

−200

 (93)

Zpětnovazebńı matice Fc4(α) nyńı obsahuje 6 volných parametr̊u, které mohou být
zvoleny libovolně. Pro volné parametry ve tvaru:

αc4 = {α1 = 1, α2 = −1, α3 = 1, α4 = −1, α5 = 1, α6 = −1}, (94)

obdrž́ıme vyč́ıslenou zpětnovazebńı matici:

Fc4 =

[
1692.2803 −2107.8541 −60.2613 62.1990 4.7623 2.0670

−2389.7852 1974.2114 −107.7007 109.6385 −2.0691 8.8984

]
.

(95)
Simulace ukázaly, že pr̊uběh poloh y1 a y2 je totožný s obrázkem 9. Také pozorujeme
pozvolněǰśı náběh na rampu v referenčńı hodnotě.

29



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [s]

-15

-10

-5

0

y
1
-y

2
 [

m
]

10-8 Rozdil poloh y
1
 a y

2
 pro F

c4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [s]

0

5

10

u
 [

V
]

Casovy prubeh akcnich zasahu u
1
 a u

2
 pro F

c4

u
1

u
2

Obrázek 11: Rozd́ıl poloh y1 a y2 a pr̊uběh akčńıch zásahu pro matici Fc4

Zaj́ımavé chováńı zaznamenáváme v časovém pr̊uběhu rozd́ılu jednotlivých po-
loh. Křivka totiž téměř koṕıruje pr̊uběh akčńıch zásah̊u na jednotlivé motory, které
jsou v porovnáńı stejné jako na obrázku 10. Řádově je stupeň decentralizace o něco
horš́ı než pro (92), ovšem stále se pohybujeme ve velice dobrých hodnotách.

4.2.2 Decentralizované ř́ızeńı

Tato kapitola se bude věnovat návrhu decentralizovaného ř́ızeńı pro rozš́ı̌rený mo-
del šestého řádu, reprezentovaný dvojićı matic (86), (87). Princip z̊ustává totožný,
jako je popisován v části 4.1.2. Abychom dosáhli kompletńı decentralizace systému,
snaž́ıme se pro rozš́ı̌rený model dostat zpětnovazebńı matici F do tvaru:

F =

[
∗ 0 ∗ 0 ∗ 0
0 ∗ 0 ∗ 0 ∗

]
, (96)

kde * představuje obecně nenulový prvek.
Nejlepš́ı chováńı v uzavřené smyčce, které splňuje požadavky pro decentralizaci,

bylo nalezeno při přǐrazeńı dvou následuj́ıćıch konkrétńıch Jordanových kanonických
forem. Prvńı z nich má stejnou podobu jako (93) s posunutými nejnižš́ımi vlastńımi
č́ısly dále od imaginárńı osy, tedy:

Ld4 =


−25 1

−25
−100 1

−100
−200 1

−200

 . (97)
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Źıskaná matice Fd4(α) obsahuje 6 volných parametr̊u, které umožńı decentralizaci
systému. Řešeńı bylo nalezeno pro následuj́ıćı hodnoty parametr̊u:

αd4 = {α1 = −1.472, α2 = 0.046, α3 = −4.530,

α4 = 3.921, α5 = −251.162, α6 = 32.772}.

Vyč́ıslená matice F s decentralizovaným ř́ızeńım má poté tvar:

Fd4 =

[
2.3507 0 54.0695 0 8.00478 0

0 −697.0187 0 −54.4829 0 5.5038

]
. (98)

Následuj́ıćı obrázek 12 ukazuje chováńı rozd́ılu poloh motor̊u a p̊usobeńı akčńıch
zásah̊u pro uzavřený systém s matićı (98).
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Obrázek 12: Výsledky simulaćı pro Fd4

Z výsledk̊u simulace je vidět, že systém je d́ıky kompenzačńımu ześıleńı schopný
sledovat referenčńı signál. Na obrázku 12 vid́ıme, že maximálńı rozd́ıl jednotlivých
poloh je 2 milimetry. To je pro decentralizované ř́ızeńı stále uspokojivý výsledek. Při
rozjezdu a zastaveńı konstrukce nastává v rozd́ılu poloh malý překmit. V časovém
pr̊uběhu akčńıch veličin si můžeme povšimnout, že při lineárńım pohybu p̊usob́ı
paralelńı motory proti sobě. Jedná se o d̊usledek decentralizace, který může mı́t za
následek sńıžeńı účinnosti celého systému.

Druhé kvalitńı chováńı uzavřeného systému jsme obdrželi pro Jordanovu formu
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L4 z (90) ve tvaru:

Ld5 =


−200 1

−200 1
−200 1

−200
−150

−100

 . (99)

Stejně jako pro Jordanovu formu (97) obsahuje zpětnovazebńı matice 6 volných
parametr̊u α. Jejich hodnoty pro dosažeńı speciálńıho tvaru matice F spolu s jej́ım
vyč́ısleńım jsou zobrazeny ńıže.

αd5 = {α1 = 2.870, α2 = −0.013, α3 = 3.632 · 10−5,

α4 = 2.312 · 10−8, α5 = −9.158, α6 = 2.304}

Fd5 =

[
−1502.1099 0 16.6434 0 7.4317 0

0 −9180.1958 0 −198.5426 0 4.0488

]
.

(100)
Jak můžeme vidět na následuj́ıćım obrázku 13, pr̊uběh rozd́ılu poloh je velice po-
dobný jako v 12 s maximálńım rozd́ılem 0.6mm. Jordanova forma (99) obsahuje
v́ıce rychleǰśıch vlastńıch č́ısel, proto v rozd́ılu poloh zaznamenáváme agresivněǰśı
překmit. Výhodou zpětné vazby (100) je, že se motory při lineárńım pohybu otáč́ı
ve stejném směru. To můžeme pozorovat v pr̊uběhu akčńıch zásah̊u v grafu 13.
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Obrázek 13: Výsledky simulaćı pro Fd5

32



4.2.3 Výstupńı zpětná vazba

Při návrhu výstupńı zpětné vazby pro rozš́ı̌rený systém budeme vycházet z po-
stupu uvedeného v kapitole 4.1.3. Předpokládáme, že při ř́ızeńı soustavy nemáme
informaci o aktuálńıch rychlostech jednotlivých motor̊u. Výstupńı matice C tedy
bude mı́t tvar:

C2 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . (101)

Zpětnovazebńı matici F (α) źıskanou pomoćı minimálńı parametrizace se budeme
snažit převést do tvaru:

F =

[
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗

]
, (102)

kde * reprezentuje obecně nenulový prvek matice.
Nejlepš́ı chováńı uzavřené smyčky bylo dosaženo při volbě Jordanových forem ve

tvaru L1 a L3 z (90). Konkrétńı tvar Jordanovy formy s dosazenými vlastńımi č́ısly
je následuj́ıćı:

Lv2 =


−25 1

−25
−100 1

−100
−356 1

−356

 . (103)

Jedna z možných voleb volných parametr̊u, kterých ve zpětnovazebńı matici Fv2(α)
vzniká 6, je zobrazena ńıže.

αv2 = {α1 = 1.0, α2 = 1.0, α3 = 1.007249068, α4 = −6.803626714 · 10−5,

α5 = 0.9886999528, α6 = 8.489974058 · 10−5}

Po dosazeńı parametr̊u αv2 dostáváme zpětnovazebńı matici do požadovaného tvaru.
Vynecháńım sloupc̊u 3 a 4 źıskáme matici G, která reprezentuje výstupńı zpětnou
vazbu.

Fv2 =

[
134693.2164 −135554.4890 0.0 0.0 −41.5937 48.3765

127257.7184 −128118.3755 0.0 0.0 −46.7401 53.5205

]
(104)

G2 =

[
134693.2164 −135554.4890 −41.5937 48.3765

127257.7184 −128118.3755 −46.7401 53.5205

]
(105)

Na následuj́ıćım obrázku 14 je znázorněn pr̊uběh rozd́ılu poloh a p̊usobeńı akčńıch
zásah̊u pro uzavřený systém s výstupńı zpětnou vazbou G2.
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Obrázek 14: Výsledky simulaćı pro G2

Uzavřená smyčka dokáže dobře sledovat referenčńı signál, který reprezentuje
lineárńı pohyb př́ıčného nosńıku po dobu dvou vteřin rychlost́ı 0.2m/s. Na obrázku
14 vid́ıme pro výstupńı zpětnou vazbu velice dobrý pr̊uběh rozd́ılu poloh, který
nepřesahuje 5 · 10−6m. Stejně dobré chováńı můžeme vidět i na pr̊uběhu akčńıch
veličin na grafu ńıže ve stejném obrázku. Motory jsou po dobu celého pohybu ř́ızeny
téměř stejným napět́ım. Při rozjezdu a zastaveńı pozorujeme v akčńıch veličinách
malý překmit, který je zp̊usoben náhlou změnou referenčńıho signálu. Chováńı
bychom mohli ještě vylepšit, pokud bychom upravili pr̊uběh referenčńı rampy, aby
měla parabolický nájezd,[1]. Celkově zpětná vazba (105) zajǐst’uje nejlepš́ı dosažené
chováńı v uzavřené smyčce.

Druhý návrh výstupńı zpětné vazby pro rozš́ı̌rený systém budeme volit přǐrazeńım
Jordanovy formy ve tvaru:

Lv3 = diag{−10,−60,−150,−160,−180,−280}. (106)

Volbu volných parametr̊u α spolu s vyč́ıslenou zpětnovazebńı matićı můžeme vidět
ńıže.

αv3 = {α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0.4380027705, α4 = 0.3644348452,

α5 = 0.1469519523, α6 = −1.062445253}

Fv3 =

[
898.1453 −1368.4591 0 0 6.3686 0.5850

−4460.2977 4010.9850 0 0 0.8813 6.1767

]
(107)

Vynecháńım nulových sloupc̊u v matici (107) dostaneme následuj́ıćı matici (108),
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která spolu s maticemi (86), (87) a (101) tvoř́ı dynamiku uzavřeného systému.

G3 =

[
898.1453 −1368.4591 6.3686 0.5850

−4460.2977 4010.9850 0.8813 6.1767

]
(108)
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Obrázek 15: Výsledky simulaćı pro G3

Výsledný časový pr̊uběh akčńıch zásah̊u a rozd́ılu poloh źıskaný pomoćı simulaćı
je znázorněn na obrázku 15. Stupeň synchronizace se oproti simulaci 14 zhoršil o
dva řády, ovšem pr̊uběh akčńıch zásah̊u máme nyńı bez náhlých překmit̊u. Motory
nejsou oproti předchoźı zpětné vazbě ř́ızeny stejným napět́ım. Do druhého motoru
je vyśılán obdélńıkový signál, zat́ımco prvńı motor zajǐst’uje hladké sledováńı refe-
renčńıho signálu. Matice (108) také zajǐst’uje velice dobré zpětnovazebńı chováńı.

4.2.4 Experimentálńı simulace s polohovaným závaž́ım

V předchoźıch kapitolách byly navrženy r̊uzné varianty zpětnovazebńıho ř́ızeńı
pro model, kdy je závaž́ı umı́stěno přesně uprostřed spojnice pohon̊u. Následně by
bylo zaj́ımavé zjistit, jak se toto ř́ızeńı bude chovat v př́ıpadě, že by závaž́ı bylo o
něco vychýleno ze své p̊uvodńı středové polohy.

Pro tuto analýzu jsme si vytvořili několik model̊u dynamického systému vždy s
odlǐsným poměrem vzdálenost́ı L1, L2. Pro tyto modely jsme vyzkoušeli zpětnovazebńı
ř́ızeńı pomoćı stejné matice F . Začneme s p̊uvodńı symetrickou konstrukćı L1 =
L2 = 0.4m a budeme posouvat závaž́ı vždy o 5 centimetr̊u k motoru 1, až dojdeme
ke vzdálenosti L1 = 0.15m, L2 = 0.65m.
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Velice dobrých výsledk̊u bylo dosaženo pro centralizované ř́ızeńı se zpětnou vazbu
Fc3,(92). Na obrázku 16 je možné vidět, že se rozd́ıl poloh paralelńıch pohon̊u zhorš́ı
vždy o cca 1mm při každém posunu závaž́ı o 5cm.
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Obrázek 16: Výsledky simulaćı pro Fc3 s r̊uzně vychýleným závaž́ım.

Nyńı ukažme odpov́ıdaj́ıćı výsledky pro decentralizované ř́ızeńı se zpětnou vazbou
(98) při změně polohy závaž́ı, viz obrázek 17. Rozd́ıl poloh motor̊u je změnou polohy
závaž́ı ovlivněn nepatrně. Proto bychom tedy mohli soudit, že můžeme použ́ıvat tyto
zpětné vazby i při malé změně těžǐstě systému, resp. při nepřesném umı́stěńı závaž́ı.
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Obrázek 17: Výsledky simulaćı pro Fd4 s r̊uzně vychýleným závaž́ım
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5 Návrh stavové zpětné vazby pro modely s ne-

symetrickým umı́stěńım závaž́ı

V kapitole 4 jsme uvažovali, že je závaž́ı umı́stěno uprostřed př́ıčného nosńıku.
Vzdálenosti L1 a L2 byly shodné, tud́ıž se těžǐstě nacházelo př́ımo ve středu systému.
V reálných aplikaćıch tento požadavek nemuśı být splněn. Naopak je časté, že se
na př́ıčném nosńıku nacháźı daľśı pohyblivý subsystém, který přemist’uje závaž́ı ve
směru x. Systém s lineárńım paralelńım pohonem poté může pohybovat se závaž́ım
či jakýmkoliv koncovým efektorem v kartézské rovině. Má proto smysl navrhovat i
takové ř́ızeńı, které má nesymetricky umı́stěné závaž́ı.

5.1 Redukovaný model systému

Začněme nejprve s analýzou systému 4. řádu. Hodnoty parametr̊u systému z̊ustá-
vaj́ı stejné jako v tabulce 1, ovšem poměr délek L1, L2 zvoĺıme jiný, a to: L1 = 3

10

a L2 = 5
10
. Z toho plyne také změna momentu setrvačnosti, který je funkćı těchto

vzdálenost́ı. Podle vzorce (59) byla dopoč́ıtána hodnota J = 19
6
. S uvážeńım těchto

změn se změńı také vyč́ıslená matice dynamiky:

A3 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−118170
19

118170
19

−23
95

13
95

196950
19

−196950
19

13
95

−47
95

 (109)

a vstupńı matice:

B3 =


0 0

0 0

23
475

− 13
475

− 13
475

47
475

 . (110)

Postup návrhu zpětných vazeb bude stejný jako ve všech předchoźıch částech. Ř́ızeńı
ovšem navrhuje pro systém reprezentovaný dvojićı (109), (110).

5.1.1 Centralizované ř́ızeńı

Centralizované ř́ızeńı nám kv̊uli znalosti celého stavového prostoru doposud zaji-
št’ovalo největš́ı přesnost synchronizace. Můžeme proto vyzkoušet, zda stejný tvar
Jordanovy formy jako (65) povede na dobré chováńı v uzavřené smyčce i pro systém
s nevyváženým těžǐstěm.

Lc5 = Lc1 = diag{−70,−70,−90,−90} (111)

Zpětnovazebńı matice je pro tento návrh určená jednoznačně, a to:

Fc5 =

[
−288625

4
−498875

4
−11735

3
−3250

3

−498875
4

26375
4

−3250
3

−5735
3

]
. (112)
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Jak simulace na následuj́ıćım obrázku 18 ukazuj́ı, systém je schopný perfektně sledo-
vat referenčńı signál ve tvaru rampy i pro změněnou dynamiku. Dokonce je pr̊uběh
rozd́ılu poloh y1 a y2 řádově úplně stejný jako pro vyvážený př́ıpad na grafu 4.
Největš́ı rozd́ıl nalezneme v pr̊uběhu p̊usobeńı akčńıch zásah̊u. Těžǐstě systému je
nyńı umı́stěno bĺıže k prvńımu z motor̊u, proto jsou na něj kladeny větš́ı silové
požadavky. Na přibĺıženém spodńım grafu ve stejném obrázku 18 vid́ıme, že je akčńı
zásah u1 při rozjezdu a zpomaleńı znatelně větš́ı než zásah u2. Při pohybu po rampě
na motory nep̊usob́ı žádné silové účinky, nebot’ se pohybuj́ı konstantńı rychlost́ı.
Ukazuje se, že je návrh Jordanovy formy ve tvaru (111) vhodný i pro nevyvážené
systémy.
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Obrázek 18: Výsledky simulaćı pro Fc5

5.1.2 Decentralizované ř́ızeńı

Přesouváme se k návrhu decentralizovaného ř́ızeńı. Stejně tak jako v části 4.1.2
vyzkouš́ıme přǐrazovat tři typy Jordanových forem: L4, L5, L6, které nalezneme
ve vztahu (64). Experimenty ukázaly, že stejné chováńı uzavřené smyčky jako pro
symetrický systém dostaneme, pokud vlastńı č́ısla Jordanových kanonických forem
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přesuneme kolem hodnoty −78. Všechny tři návrhy maj́ı po této volbě téměř totožné
zpětnovazebńı chováńı. Pro ukázku si uvedeme alespoň jeden z nich.

Ld6 =


−77 1

−77
−78 1

−78

 (113)

Parametry α, které zajist́ı decentralizaci, spolu s vyč́ıslenou zpětnovazebńı matićı
F , uvád́ıme ńıže.

αd6 = {α1 = 9.418094712, α2 = −0.3520149331,

α3 = 9.782258252, α4 = −0.3766780652}

Fd6 =

[
−34561.8292 0.0 −1228.7487 0.0

0.0 −52200.4400 0.0 −2524.2294

]
(114)

Výsledky simulaćı můžeme vidět na obrázku 19.
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Obrázek 19: Výsledky simulaćı pro Fd6

Pr̊uběh rozd́ılu jednotlivých poloh je téměř totožný jako na grafu 6. V časovém
vývoji akčńıch zásah̊u vid́ıme, že při rozj́ıžděńı na motory p̊usob́ı podobné śıly, ovšem
zpomaleńı systému na konci referenčńı rampy zajǐst’uje předevš́ım druhý motor.
Dále vid́ıme, že při pohybu po rampě neńı silové p̊usobeńı nulové, jako na obrázku
18. Motory p̊usob́ı proti sobě, a to stejnými silami, aby celková śıla byla nulová a
nedocházelo ke zrychleńı soustavy.
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5.2 Rozš́ı̌rený model systému

Nyńı uvažujme model 6. řádu, který představuje realističtěǰśı popis systému s
paralelńım lineárńım pohonem. Stejně jako v části 5.1 uprav́ıme hodnoty vzdálenost́ı
na L1 =

3
10
, L2 =

5
10

a s nimi spojený moment setrvačnosti J = 19
6
.

Dostáváme nový popis rozš́ı̌reného dynamického systému s nevycentrovaným
závaž́ım ve tvaru:

A4 =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

−118170
19

118170
19

−23
95

13
95

1403
475

−793
475

196950
19

−196950
19

13
95

−47
95

−793
475

2867
475

0 0 −4960000
507

0 −280000
169

0

0 0 0 −4960000
507

0 −280000
169


(115)

B4 =



0 0

0 0

0 0

0 0

100000
507

0

0 100000
507


. (116)

5.2.1 Centralizované ř́ızeńı

Vycházejme z p̊uvodńı Jordanovy kanonické formy (91) pro návrh centralizo-
vaného ř́ızeńı modelu 6. řádu. Při návrhu zpětné vazby se ukazovalo, že pro menš́ı
maximálńı rozd́ıl poloh y1 a y2 je zapotřeb́ı zmenšit nejrychleǰśı vlastńı č́ısla navr-
hované Jordanovy formy. Nakonec jsme tedy dospěli k Jordanově kanonické formě
ve tvaru:

Lc6 = diag{−10,−10,−50,−50,−100,−100}. (117)

Dimenze návrhových parametr̊u je stejně jako pro (91) nulová, tedy matice F je
určena jednoznačně:

Fc6 =

[
986.9831 −1116.8499 43.2622 −10.4785 7.5900 −0.0006938

−1115.1268 1037.2067 −10.4785 50.0152 −0.0006938 7.5913

]
.

(118)
Předpokládáme opět, že oba motory budou buzeny rozd́ılným napět’ovým vstupem,
nebot’ je těžǐstě umı́stěno bĺıže k prvńımu motoru. To potvrzuj́ı i simulace na obrázku
20. Akčńı zásah na prvńı motor při rozjezdu a zpomaleńı p̊usob́ı s malým předstihem.
Při rovnoměrném pohybu po rampě je přiváděné napět́ı na oba motory stejné a
nenulové. Výsledný rozd́ıl jednotlivých poloh je řádově v desetinách mikrometru.
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Obrázek 20: Výsledky simulaćı pro Fc6

Pro zaj́ımavost zkuśıme v následuj́ıćım návrhu zachovat vlastńı č́ısla Jordanovy
kanonické formy, ovšem změnit jej́ı tvar. Namı́sto šesti blok̊u o rozměrech 1 × 1
provedeme návrh zpětné vazby pro Jordanovu formu se třemi bloky o rozměrech
2× 2.

Lc7 =


−10 1

−10
−50 1

−50
−100 1

−100

 (119)

Můžeme vidět, že vlastńı č́ısla jsou totožná s (117). Návrhové parametry α jsme
volili následovně:

αc7 = {α1 = 1, α2 = −1, α3 = 1, α4 = −1, α5 = 1, α6 = −1}.

Dostaneme poté zpětnovazebńı matici ve tvaru:

Fc7 =

[
5658.8055 −5800.9191 −19.4811 52.1713 5.6897 3.1752

1676.2095 −1761.2908 −48.0566 87.5593 −1.1372 9.4917

]
. (120)

Provedeme simulace a porovnáme je s výsledky 20.
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Obrázek 21: Výsledky simulaćı pro Fc7

Na prvńı pohled jsou časové pr̊uběhy akčńıch zásah̊u na obrázćıch 20 a 21 stejné.
Po bližš́ım prozkoumáńı si můžeme všimnout, že pro zpětnou vazbu (120) je akčńı
zásah u1 při rozjezdu o něco větš́ı, než pro zpětnou vazbu (118). To má za následek, že
je při rozjezdu prvńı motor nepatrně v předstihu. Při zpomalováńı je tomu naopak.
Dostáváme tedy přesný opak chováńı rozd́ılu poloh, jako na obrázku 20. Řádově se
pohybujeme v podobných hodnotách, ovšem návrh Lc7 je v porovnáńı horš́ı než Lc6.

5.2.2 Decentralizované ř́ızeńı

V této kapitole přistouṕıme k návrhu ř́ızeńı s decentralizovanou strukturou.
Podobně jako v části 4.2.2 hledáme takovou zpětnovazebńı matici, která bude ve
speciálńım tvaru (96). Nejprve navážeme na Jordanovu formu (97), která zajǐst’ovala
dobré chováńı uzavřené smyčky u modelu se symetrickou konstrukćı. Pro model s
nesymetrickým umı́stěńım závaž́ı jsme źıskali lepš́ı chováńı, pokud byla zpomalena
nejmenš́ı vlastńı č́ısla. Dospěli jsme k následuj́ıćımu návrhu Jordanovy formy:

Ld7 =


−11 1

−11
−100 1

−100
−200 1

−200

 . (121)
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Volné parametry α, pro které jsme źıskali decentralizované ř́ızeńı, maj́ı následuj́ıćı
hodnoty:

αd7 = {α1 = −0.7203252113, α2 = 0.08977966026, α3 = 107.7861225,

α4 = −17.90125717, α5 = 64.96494764, α6 = 0.7110809358}.

Vyč́ıslená zpětnovazebńı matice má poté tvar:

Fd7 =

[
19.4020 0 52.5147 0 8.1457 0

0 −490.5868 0 −33.8392 0 5.5045

]
. (122)
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Obrázek 22: Časový pr̊uběh referenčńıch hodnot a poloh y1, y2 pro matici Fd7

Na obrázku 22 vid́ıme, že je systém při simulaćıch buzen stejným referenčńım
signálem jako ve všech předchoźıch př́ıpadech. Zmenšeńı vlastńıch č́ısel v Jordanově
formě má za následek, že je i celá uzavřená smyčka pomaleǰśı. Na časovém pr̊uběhu
poloh tedy můžeme vidět, že je náběh na rampu velice pozvolný bez ostrých hran.

Na obrázku 23 můžeme vidět, že maximálńı rozd́ıl poloh paralelńıch pohon̊u do-
sahuje v absolutńı hodnotě téměř jednoho milimetru. Decentralizované ř́ızeńı zna-
telně zhoršuje stupeň synchronizace pohon̊u, přesto je chováńı stále velice dobré.
Na spodńım grafu v obrázku 23 jsou znázorněny akčńı zásahy, které maj́ı odlǐsný
pr̊uběh. Druhý motor v́ıce přisṕıvá k pohybu konstrukce, nebot’ je na něj přiváděno
znatelně větš́ı napět́ı něž na motor č́ıslo jedna. Naopak prvńı motor se při změně
rychlosti snaž́ı pohyb usměrnit a p̊usob́ı v opačném směru.
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Obrázek 23: Rozd́ıl poloh y1, y2 a pr̊uběh akčńıch zásah̊u pro matici Fd7

Druhá vyhovuj́ıćı Jordanova forma vycháźı z matice (99), kterou opět uprav́ıme,
abychom vylepšili chováńı uzavřené smyčky. Po úpravě vlastńıch č́ısel Jordanovy
formy jsme dospěli k následuj́ıćımu tvaru:

Ld8 =


−210 1

−210 1
−210 1

−210
−150

−100

 . (123)

Opět pro úplnost uvád́ıme parametry, které vedou na decentralizaci, spolu s vyč́ı-
slenou matićı F .

αd8 = {α1 = 1.886661141, α2 = −0.01005629293, α3 = 4.113255378 · 10−5,

α4 = 8.924457962 · 10−8, α5 = 0.5197805425, α6 = 1.474534148}

Fd8 =

[
−2681.3035 0 −12.8930 0 7.1966 0

0 −7970.8268 0 −146.6225 0 4.0808

]
(124)

Uzavřená smyčka (124) má v́ıce rychleǰśıch vlastńıch č́ısel než (122). Časový pr̊uběh
poloh y1 a y2 potom dobře koṕıruje tvar referenčńıho signálu.
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Obrázek 24: Výsledky simulaćı pro Fd8

Na obrázku 24 můžeme také vidět mnohem agresivněǰśı pr̊uběh akčńıch zásah̊u.
Při rozjezdu a zpomaleńı soustavy p̊usob́ı motory vždy ve stejném směru. Signál je
ovšem velice agresivńı, proto bychom mohli u reálného systému pozorovat viditelné
trhnut́ı. Implementace zpětné vazby na reálný systém by proto nemusela být vhodná.
Rozd́ıl poloh vycháźı řádově velice podobně jako na obrázku 23. Můžeme vidět, že
skokové změny akčńıch zásah̊u zp̊usobuj́ı skokové změny rozd́ılu poloh.

5.2.3 Výstupńı zpětná vazba

Na závěr navrhneme výstupńı zpětnou vazbu pro rozš́ı̌rený model s nesymetricky
umı́stěným závaž́ım. Stejně jako v kapitole 4.2.3 hledáme zpětnovazebńı matici ve
tvaru (102). Výstupńı matice C z̊ustává ve tvaru (101).

Při návrhu vyjdeme z Jordanovy formy (103). Nejlepš́ı chováńı systému v uzavře-
né smyčce jsme źıskali přǐrazeńım Jordanovy formy ve tvaru:

Lv5 =


−25 1

−25
−100 1

−100
−328 1

−328

 . (125)

V matici Fv5(α) se nacháźı 6 volných parametr̊u. Abychom źıskali matici Fv5(α) ve
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tvaru (102), zvolili jsme následuj́ıćı hodnoty volných parametr̊u:

αv5 = {α1 = 1.0, α2 = 1.0, α3 = 0.3636754544,

α4 = −0.002907306150, α5 = 0.4052277168, α6 = 0.000450177180}.

Po dosazeńı parametr̊u a vynecháńı nulových sloupc̊u matice dostáváme hledanou
zpětnovazebńı matici G.

Fv5 =

[
15196.7397 −16289.9828 0 0 3.2230 7.4151

1527.9665 −2617.3779 0 0 −1.0584 8.9874

]
(126)

G5 =

[
15196.7397 −16289.9828 3.2230 7.4151

1527.9665 −2617.3779 −1.0584 8.9874

]
(127)

Výsledky simulaćı chováńı uzavřené smyčky vid́ıme na následuj́ıćım obrázku 25.
Maximálńı rozd́ıl poloh paralelńıch motor̊u se pohybuje řádově v desetinách milime-
tru. Přiváděné napět́ı na oba motory je v pr̊uběhu simulace velice podobné. Kv̊uli
nevyvážené konstrukci zab́ırá prvńı motor o něco v́ıce. Akčńı zásahy maj́ı v každý
okamžik simulace stejné znaménko, tud́ıž nedocháźı k vzájemnému brzděńı motor̊u.
Chováńı uzavřené smyčky můžeme proto považovat za velice dobré.
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Obrázek 25: Výsledky simulaćı pro G5

Posledńı návrh zpětné vazby budeme provádět pro tvar Jordanovy formy L3 z
(90). Vlastńı č́ısla matice byla volena podobně jako v návrhu (106).

Lv6 = diag{−10,−60,−100,−160,−180,−280} (128)
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Volba volných parametr̊u spolu s vyč́ıslenou zpětnovazebńı matićı F jsou následuj́ıćı:

αv6 = {α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0.2576401756, α4 = 0.3417533854,

α5 = 0.3398106732, α6 = 0.2614479017}

Fv6 =

[
4971.3670 −5476.3004 0 0 5.6531 3.0835

−2849.6300 2361.8114 0 0 0.0183 7.1453

]
. (129)

Výsledná matice výstupńı zpětné vazby je ve tvaru:

G6 =

[
4971.3670 −5476.3004 5.6531 3.0835

−2849.6300 2361.8114 0.0183 7.1453

]
. (130)
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Obrázek 26: Výsledky simulaćı pro G6

Návrh zpětné vazby (130) je zde uváděn kv̊uli zaj́ımavému pr̊uběhu akčńıch
zásah̊u, který je znázorněn na obrázku 26. Akčńı zásah na druhý motor představuje
téměř obdélńıkový signál, zat́ımco prvńı motor reguluje pohyb soustavy, aby od-
pov́ıdal referenčńımu signálu. Rozd́ıl poloh se řádově pohybuje v deśıtkách milime-
tru a tvarově velice odpov́ıdá rozd́ılu poloh u předchoźı výstupńı zpětné vazby na
obrázku 25.

5.2.4 Experimentálńı simulace s polohovaným závaž́ım

Obdobně jako v kapitole 4.2.4 můžeme nyńı otestovat, jak se zhorš́ı chováńı
uzavřené smyčky, pokud změńıme polohu závaž́ı na př́ıčném nosńıku. Ř́ızeńı je již
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navrženo pro model s nesymetrickým umı́stěńım závaž́ı pro vzdálenosti L1 = 0.3m
a L2 = 0.5m, postupně přejdeme až ke vzdálenostem L1 = 0.05m, L2 = 0.75m.

Nejlepš́ı výsledky byly źıskány při experimentech pro centralizované ř́ızeńı s
ř́ızeńım Fc6 a pro decentralizovanou strukturu s ř́ızeńım Fd7, viz (118) a (122).
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Obrázek 27: Výsledky simulaćı pro Fc6 s r̊uzně vychýleným závaž́ım
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Obrázek 28: Výsledky simulaćı pro Fd7 s r̊uzně vychýleným závaž́ım

Z graf̊u 27 a 28 vid́ıme, že pro tyto navržené zpětné vazby dostaneme dobré
chováńı uzavřeného systému i v př́ıpadě změny polohy závaž́ı, nebot’ změna rozd́ılu
poloh je stále velmi malá.
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6 Závěr

Bakalářská práce je věnována systému s dvojitým lineárńım paralelńım poho-
nem a návrhu zpětnovazebńıho ř́ızeńı pomoćı přǐrazeńı Jordanovy formy pro tento
systém. V prvńı části práce byl odvozen zjednodušený model tohoto systému, který
vedl na stavový popis 4. řádu. Následně byl rozš́ı̌ren na v́ıce věrohodný model 6.
řádu, který využ́ıvá na vstupu napět́ı na motory.

Druhá část této bakalářské práce byla věnována hledáńı vhodných Jordanových
forem, které by umožňovaly ř́ızeńı systému s dosažeńım dobré synchronizace motor̊u.
Modely odvozené v prvńı části byly vyč́ısleny tak, že popisovaly systém středńı ve-
likosti s př́ıčným nosńıkem o délce 0.8m a hmotnosti 50kg včetně závaž́ı. Pomoćı
minimálńı parametrizace stavových zpětných vazeb bylo nejprve navrženo několik
variant centralizovaného ř́ızeńı pro několik Jordanových forem. Volné parametry
ve zpětnovazebńı matici byly dále využity k vynulováńı určitých prvk̊u matice a
následnému zajǐstěńı decentralizované struktury ř́ızeńı. Princip nulováńı vhodných
prvk̊u byl dále využit i pro návrh výstupńı zpětné vazby. Pomoćı platformy MATLA-
B/SIMULINK byly následně źıskané výsledky otestovány ve formě MIL (Model-in-
the-loop) simulaćı.

Centralizované ř́ızeńı dávalo obecně nejlepš́ı výsledky ve smyslu synchronizačńı
chyby a časového pr̊uběhu akčńıch zásah̊u. Decentralizace systému zp̊usobila zvětšeńı
maximálńıho rozd́ılu poloh paralelńıch pohon̊u. Nicméně tento rozd́ıl při pohybu
konstrukce rychlost́ı 0.2m/s nepřekročil řádově několik milimetr̊u. Dospěli jsme tak
k návrhu několika zaj́ımavých řešeńı, zejména k matićım (98) a (122), které navzdory
decentralizaci poskytovaly velice dobré chováńı uzavřené smyčky i při možných
změnách těžǐstě soustavy. Obdobně pro výstupńı zpětnou vazbu jsme źıskali pro
rozš́ı̌rený model dobré chováńı uzavřeného systému, které zajǐst’uje matice výstupńı
zpětné vazby ve tvaru (105).

Při návrhu zpětných vazeb se pro systém s dvojitým lineárńım paralelńım po-
honem nejv́ıce osvědčily tři struktury Jordanových forem: Jordanova forma tvořená
dvojicemi stejných vlastńıch č́ısel poskládaných do blok̊u o velikosti 1×1, Jordanova
forma tvořena r̊uznými bloky o velikosti 2× 2 a dále diagonálńı Jordanova forma se
všemi r̊uznými vlastńımi č́ısly. Volba těchto návrhových struktur byla vhodná pro
model se symetricky umı́stěným závaž́ım i pro model s nesymetrickým rozložeńım
váhy.
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