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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zaměřuje na kooperativńı ř́ızeńı multiagentńıch systémů,
zvláště na úlohy rozděleńı agent̊u do formaćı a jejich následné udržováńı v čase. Dále
práce obsahuje seznámeńı s koncepty grafové teorie a jejich vliv na topologii a ř́ızeńı multi-
agentńıch systémů. Je zde také vysvětlen a použit konsensus protokol pro r̊uzné topologie
komunikačńı śıtě. V práci jsou popsány r̊uzné zp̊usoby ř́ızeńı multiagentńıch systémů, kdy
je využit Laplacián a dále jsou zavedeny a ukázány zp̊usoby ř́ızeńı s virtuálńım nebo ex-
terńım leadrem. Následně je zpracováno rozděleńı agent̊u do předem definovaných formaćı.
V těchto formaćıch jsou zahrnuty útvary jako je trojúhelńık, čtverec, hexagon a finálně
oktagon, přičemž nejprve systémy dosáhnou konsensu a teprve poté jsou rozděleny do for-
maćı, ve kterých jsou následně v čase udržovány. Jako rozš́ı̌reńı těchto úkon̊u je v práci
zahrnuta změna formace v čase z oktagonu do čtyřćıpé hvězdy. U všech př́ıklad̊u jsou dis-
kutovány hlavńı vlivy, které ovlivňuj́ı chováńı jednotlivých systémů.

Kĺıčová slova: cooperative control, distribuované ř́ızeńı, exterńı leader, formace agent̊u,
konsensus, Laplacián, centralizované ř́ızeńı, rekonfigurace formace, stavová zpětná vazba,
virtuálńı leader.



Abstract

This bachelor’s thesis focuses on cooperative control of multi-agent systems, particu-
larly on the tasks of agent allocation into formations and their subsequent maintenance
over time. Furthermore, the thesis includes an introduction to graph theory concepts and
their impact on the topology and control of multi-agent systems. Additionally, a consen-
sus protocol for different communication network topologies is explained and applied. The
thesis describes various methods of controlling multi-agent systems, utilizing the Lapla-
cian, and introduces ways of controlling with a virtual or external leader. Subsequently,
the allocation of agents into predefined formations is addressed. These formations include
shapes such as triangles, squares, hexagons, and ultimately octagons, where the systems
first achieve consensus before being divided into formations and subsequently maintained
over time. As an extension of these tasks, the thesis incorporates a time-varying formation
change from an octagon to a four-pointed star. The main influences affecting the behavior
of individual systems are discussed for all examples.

Kĺıčová slova: cooperative control, distributed control, external leader, agent formations,
consensus, Laplacian, centralized control, formation reconfiguration, state feedback, virtual
leader.
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1 Úvod

S aktuálně přibývaj́ıćım zájmem o multiagentńı systémy, zp̊usobem jejich návrhu a
ř́ızeńı, je toto téma stále častěji řešeno v širokém spektru projekt̊u a aplikaćı. Z tohoto
d̊uvodu si tato práce dává za ćıl shrnout a sjednotit informace o problematice multia-
gentńıch systémů a ověřit tyto znalosti simulačně na specifických př́ıkladech, kdy bude
zejména uvažováno ř́ızeńı a udržováńı formace agent̊u.

V práci budou popsány všechny potřebné matematické pojmy, které jsou využity pro
popis a ř́ızeńı multiagentńıch systémů. Jedná se zejména o grafovou teorii, maticové po-
pisy, ale i o problematiku nalezeńı konsensu nebo Laplacián. Chováńı systému značně
ovlivňuje použitý zp̊usob ř́ızeńı, kdy se můžeme v literatuře setkat s pojmy jako ř́ızeńı s
leadrem, ř́ızeńı s virtuálńım leadrem nebo zcela distribuovaný zp̊usob řešeńı [21]. Je pod-
statné zmı́nit, že rozd́ıl mezi leadrem a aditivńım leadrem je ten, že aditivńı leader se
fyzicky nenacháźı v systému, a je tak řešen pouze programově.

V práci bude diskutováno, jak tyto př́ıstupy ovlivňuj́ı kvalitu výsledného ř́ızeńı, rozděleńı
a udržováńı formace z r̊uzných počátečńıch podmı́nek. Dále bude popsán vliv počtu ko-
munikačńıch hran v dané topologii śıtě na rychlost předáváńı informace mezi jednotlivými
agenty a t́ım pádem jejich vliv na rychlost nalezeńı konsensu.

Rychlost  a
příkazy

Rychlost  a
příkazy

rozdíl rychlostí a
mezery

rozdíl rychlostí a
mezery

Obrázek 1: Ukázka možné aplikace multiagentńıch systémů

Pojem formace neodmyslitelně patř́ı do problematiky multiagentńıch systémů. Př́ıkladem
z reálného nasazeńı může být ”Truck platooningu”, tedy udržováńı nákladńıch automo-
bil̊u v konvoji. Znázorněńı tohoto konvoje je možno vidět na Obrázku 1. Benefitem tohoto
př́ıstupu by měla být plynuleǰśı doprava, rychleǰśı přeprava větš́ıho množstv́ı náklad̊u a lepš́ı
spotřeba pohonných hmot v d̊usledku optimalizace rozestup̊u mezi jednotlivými kamiony
na silnici. Prvńı vozidlo může být vybaveno speciálńımi doplňky karoserie, které přispěj́ı
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ke sńıžeńı odporu vzduchu, kdy zbytek konvoje pojede za ńım, a nemuśı už tak vzduch
rozrážet znovu [6]. Zde nav́ıc kombinace s moderńı automatickou převodovkou může vést
k daľśımu ušetřeńı paliva (může se tak jednat až o jednotky procent na dané trase) [9].
Rozvoj daľśıch polo-autonomńıch a autonomńıch dopravńıch systémů může významným
zp̊usobem přispět ke sńıžeńı emiśı, a d́ıky tomu i k celkové udržitelnosti lidské činnosti.

Zp̊usob ř́ızeńı se dá rozdělit na ř́ızeńı s leadrem, nebo plně distribuované řešeńı. V
př́ıpadě platooningu se zp̊usobu ř́ızeńı uvažuje aditivńım přidáńım nového agenta - lea-
dra, který reprezentuje referenčńı chováńı celé skupiny, a je tak fyzicky př́ıtomný v daném
systému. Na základě komunikačńı topologie předává informace o požadovaném chováńı
celku ostatńım agent̊um, kteř́ı jsou tak schopni udržovat optimálńı vzdálenost mezi jed-
notlivými vozidly formace [21].

Daľśı významným projektem multiagentńıch systémů představuje Starlink společnosti
SpaceX, jehož ilustrace je znázorněna na Obrázku 1. Tento projekt představuje konstelaci
satelit̊u poskytuj́ıćı vysokorychlostńı a ńızkolatenčńı internet, mimo jiné d́ıky své relativńı
bĺızkosti k Zemi. Tato komunikačńı śıt’ totiž zauj́ımá, na rozd́ıl od většiny už existuj́ıćı
satelitńıch śıt́ı, ńızkou orbitu Země.

V této aplikaci představuj́ı satelity jednotlivé agenty, kteř́ı tvoř́ı komplikovanou komu-
nikačńı śıt’ pokrývaj́ıćı značnou část zemského povrchu. Tento systém se skládá z větš́ıho
počtu menš́ıch satelit̊u, které jsou schopny pokrýt větš́ı plochu oblohy, a d́ıky tomu poskyt-
nout kvalitněǰśı připojeńı k internetu. Na tom lze vidět myšlenku multiagentńıho př́ıstupu,
kdy je jeden velký, drahý satelit nahrazen množinou menš́ıch, levněǰśıch satelit̊u, které
poskytuj́ı stejné, nebo lepš́ı služby. Starlink ve své finálńı formě bude poskytovat prakticky
celosvětové pokryt́ı internetem, bez kterého se moderńı společnost neobejde [8, 4].

Hlavńım ćılem této práce je zprostředkovat ucelený vhled a pochopeńı problematiky
multiagentńıho př́ıstupu, kdy si pomáhá řadou př́ıklad̊u. Informace, jež budou v této práci
popsány lze využ́ıt k úvodńımu vyzkoušeńı multiagentńıch algoritmů a jejich daľśımu roz-
voji nebo vylepšeńı. Všechny simulace a algoritmy uvedené v této práci jsou vytvořeny
v prostřed́ı programu Matlab. Ten poskytuje účinné matematické nástroje pro tvorbu,
analýzu a simulaci, které budou využity pro problematiku multiagentńıch systémů. Tento
nástroj je hojně využ́ıván i v pr̊umyslové sféře, např́ıklad pro možnosti generováńı kódu v
automobilovém pr̊umyslu [11].

Tato práce je členěna do pěti kapitol, z nichž prvńı dvě jsou zaměřeny na vysvětleńı
rozeb́ırané problematiky a uvedeńı kĺıčových pojmů pro pochopeńı nadcházej́ıćıch třech
kapitol, které obsahuj́ı hlavńı témata celé práce spolu se źıskanými výsledky simulaćı vy-
tvořených v Matlabu. Prvńı kapitola má za úkol naznačit d̊uvody a motivace, proč jsou
multiagentńı systémy a jejich výzkum v dnešńı době žádané a zároveň představit multi-
agentńı systémy jako celek, nast́ınit jejich historii a uvést př́ıklady r̊uzných aplikaćıch. V
druhé kapitole budou uvedeny významné pojmy a principy z grafové a algebraické grafové
teorie, které umožńı definovat vlastnosti multiagentńıch systémů. Ve třet́ı kapitole bude ro-
zeb́ırán pojem konsensus a jeho realizace ve formě lokálńıho protokolu ř́ızeńı s Laplaciánem
pro distribuované řešeńı spolu s ř́ızeńım virtuálńım a exterńım leadrem pro centralizované
řešeńı. Budou zde analyzovány vlivy topologie graf̊u na systémy pro všechny výše zmı́něné
ř́ıd́ıćı strategie spolu se simulacemi dosažeńı konsensu pro r̊uzné topologie, kde tyto vlivy
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je možné pozorovat. Nově v této kapitole budou představeny formace agent̊u v rovině.
Posledńı kapitola se zabývá právě formacemi a zaměřuje se na udržováńı formaćı v čase
pomoćı stavového zpětnovazebńıho ř́ızeńı, pro které je ćılem nalézt korektńı parametry
zpětnovazebńı matice. Bude zaveden nový popis systému, který zahrnuje pozice a rych-
losti agent̊u v prostoru. Finálně budou provedeny simulace udržováńı formaćı v čase pro
r̊uzné formace spolu se simulaćı rekonfigurace p̊uvodńı formace v čase. V závěru práce jsou
zmı́něny př́ıpadné možnosti budoućıho rozš́ı̌reńı této práce, či daľśı možný vývoj v oblasti
multiagentńıch systémů.

1.1 Motivace

Multiagentńı systémy zaž́ıvaj́ı v posledńıch letech významný rozvoj a to zejména v
oborech jako je robotika, ř́ıd́ıćı systémy, komunikačńı śıtě, energetika a mnoho daľśıch [19].
Za zmı́nku stoj́ı určitě populárńı projekt RoboCup Soccer, který podporuje mezinárodńı
výzkum multiagentńıch systémů v robotice pomoćı fotbalového benchmarku [10]. V komu-
nikačńıch śıt́ıch se nyńı velmi často diskutuje systém Starlink, který byl popsán již v úvodu.
Zaj́ımavým projektem na poli energetiky je např́ıklad decentralizovaný zp̊usob ř́ızeńı ener-
getických śıt́ı, zejména decentralizované řešeńı ”Economic Dispatch Problem”(EDP), kdy
se jedná o optimalizačńı úlohu. Úkolem EDP je rozdělit požadované zat́ıžeńı mezi N ak-
tivńıch generátor̊u v śıti tak, aby výsledná cena za jednotku energie byla minimálńı [12].

Využit́ı multiagentńıch systému koṕıruje aktuálńı trend odklonu od centralizovaného k
decentralizovaném ř́ızeńı. Decentralizovaný př́ıstup ř́ızeńı přináš́ı benefity v podobě
levněǰśıho provozu, lepš́ı potlačeńı vněǰśıch poruch a odolnosti v̊uči chybám. Důležitou
vlastnost́ı decentralizovaného ř́ızeńı je, že pokud selže jeden agent, zbytek systému by stále
mohl fungovat bez závažných problémů. To samozřejmě plat́ı jen v př́ıpadě, že zbyĺı agenti
jsou stále schopni splnit požadovaný ćıl. To se může lǐsit v závislosti na dané aplikaci.
Decentralizovaný zp̊usob řešeńı ale přináš́ı větš́ı nároky na komunikaci a programové ř́ızeńı
dané aplikace [22]. Naproti tomu centralizovaný zp̊usob řešeńı se při zničeńı nebo nedo-
stupnosti leadra, který ř́ıd́ı celý systém, stává neř́ızeným, takový systém neńı schopen dále
plnit sv̊uj p̊uvodńı ćıl [19].

Vlastnosti decentralizovaných systémů jsou obzvláště výhodné v aplikaćıch jako moni-
torováńı velkých oblast́ı, mapováńı neznámých či těžko př́ıstupných mı́st nebo v zónách,
které byly zasaženy př́ırodńı katastrofou. Aby takovéto úlohy byly spolehlivě a přesně
vykonány, je nutné sestavit takové ř́ızeńı, které účinně umožńı agent̊um spolu efektivně
kooperovat, komunikovat a zároveň omezovat množstv́ı dat, které jsou k tomu potřeba.
Někdy je vhodné data limitovat kv̊uli rychlosti zpracováńı a jejich přenosu, lze se ale se-
tkat i s aplikacemi, kde hraje roli bezpečnost nebo soukromı́ daných agent̊u - uživatel̊u,
kdy agenti nechtěj́ı sd́ılet s ostatńımi některá svá interńı data nebo měřeńı[12]. Dále po-
kud agent předá př́ılǐs mnoho informaćı daľśım agent̊um, může nastat situace, že se celý
systém přet́ıž́ı. To by mělo za následek celkově sńıžený výkon u systému s pomaleǰśımi ode-
zvami na požadavky, které jsou kladeny celkově na celý systém. Z tohoto plyne, že správně
navržený ř́ıd́ıćı algoritmus, který limituje použ́ıvaná data na minimum, může vést k ze-
fektivněńı funkce celého systému. S t́ım má také souvislost návrh komunikačńı topologie
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daného systému [3].
Myšlenka multiagentńıch systémů se v odborné literatuře objevuje už několik deśıtek

let, nicméně jednu z nejzazš́ıch zmı́nek o pojmu ”agenta”můžeme naj́ıt v práci Johna Von
Neumanna a Oskara Morgensterna, kteř́ı vymysleli koncept herńı teorie v padesátých letech
minulého stolet́ı [16]. Herńı teorie v jejich podáńı je matematickým rámcem, který zkoumá
chováńıch racionálńıch hráč̊u - agent̊u ve hře, kde jsou zapotřeb́ı strategická rozhodnut́ı.
Pomoćı této teorie jsou tak schopni analyzovat chováńı a interakce jednotlivých hráč̊u indi-
viduálně a mezi sebou a následně pak matematicky vyjádřit postup, jak mohou dosáhnout
ćıle, tedy vyhrát hru [16]. Na základě těchto myšlenek byl definován a rozšǐrován pojem
”agent”. K rozvoji spolupráce a zkoumáńı nalezeńı konsensu mezi agenty došlo až po za-
vedeńı pojmů jako jsou ”Cooperative control”nebo ”Multi-agent system”[19]. Mezi hlavńı
zakladatele oblasti ”Cooperative control”a ”Multi-agent system”lze bez pochyby zařadit
J. A. Faxe a Richarda M. Murrayho, kteř́ı v této oblasti dosáhli významných výsledk̊u.
Jejich práce se tak stala základem jakéhokoliv daľśıho vývoje této problematiky a je hojně
citována i v nových vědeckých praćıch [17, 5]. Zde by se dalo samozřejmě vyzdvihnout
obrovské množstv́ı všech možných daľśıch autor̊u a praćı, což ale neńı ćılem této práce a
zde se tak spokoj́ıme pouze s krátkou motivaćı.
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2 Multiagentńı systémy

Multiagentńı systémy představuj́ı soubor dvou a v́ıce autonomńıch agent̊u, kteř́ı spolu
komunikuj́ı a spolupracuj́ı k dosažeńı sledovaného společného ćıle. Abychom mohli správně
nadefinovat, jak modelovat a analyzovat takovéto systémy, tak potřebujeme využ́ıt nástroj̊u
z grafové teorie. Grafová teorie umožňuje zachytit topologické struktury multiagentńıch
systémů ve formě grafu, kde jsou agenti zachyceni jako vrcholy a komunikačńı, nebo in-
terakčńı vazby mezi nimi jsou zobrazeny jako hrany. Pro daľśı využit́ı při práci s multi-
agentńımi systémy se zavád́ı pojem Laplacián, který obsahuje všechny atributy systému
daného grafem jako celku, včetně komunikace jednotlivých agent̊u mezi sebou, to vše v
rámci jedné matice.

Laplacián má v oblasti multiagentńıch systémů velmi významné využit́ı. Laplacián se
využ́ıvá např́ıklad v algoritmech určených pro ř́ızeńı, dále se může jednat o nalezeńı kon-
sensu nebo rozděleńı do dané formace. Laplacián v takovýchto př́ıkladech určuje chováńı,
trajektorie a rychlost agent̊u, dokud se nedostanou do ustáleného stavu. Jsou i daľśı
možnosti dosáhnut́ı konsensu jako je: ”voleńı”, či ”pr̊uměrováńı”[18]. Nicméně tato práce
se dále zaměř́ı zejména na algoritmy, které využ́ıvaj́ı Laplacián pro svoji funkci.

Jak už bylo zmı́něno výše, často řešenou problematikou je rozděleńı agent̊u do předem
dané formace a např́ıklad jej́ı udržováńı v čase. Formace mohou mı́t r̊uzný tvar: trojúhelńık,
čtverec, hexagon a mnoho daľśıch.

Prvńı část úlohy tak lze popsat jako reformaci všech agent̊u z počátečńıch podmı́nek,
které mohou být i náhodné, do předem dané formace. To samozřejmě zabere nějaký čas,
jehož doba se odv́ıj́ı od komunikačńı topologie v daném grafu reprezentuj́ıćı předem danou
formaci. Dále může být žádoućı udržováńı této formace v čase, př́ıpadně může vzniknout
potřeba po nějakém čase formaci změnit. Toho můžeme dosáhnout mimo jiné pomoćı
ř́ızeńı multiagentńıch systému stavovou zpětnou vazbou, která je široce použ́ıvána v mnoha
oblastech teorie ř́ızeńı [1]. Tento př́ıstup zahrnuje měřeńı stav̊u jednotlivých agent̊u, které
obsahuj́ı informace např́ıklad o pozici, rychlosti nebo i zrychleńı jednotlivých agent̊u v
každém časovém okamžiku. Tyto informace pak celý systém pomoćı zpětné vazby využ́ıvá
pro své ř́ızeńı.

2.1 Stavový popis lineárńıho systému

Při návrhu ř́ıd́ıćıch algoritmů pro multiagentńı systémy je uvažováno, že tyto systémy
jsou lineárńı t-invariantńı (LTI) systémy, tedy časově nezávislé dynamické systémy. Mezi
jejichž vlastnosti patř́ı:

1. Aditivita — Výstup součtu dvou vstupńıch signál̊u se rovná součtu výstup̊u jednot-
livých vstupńıch signál̊u zvlášt’. f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2), kde f() je tedy lineárńı
funkce.

2. Homogenita — Výstup násobku vstupu je rovný násobku výstupu stejného vstupu.
f(αx) = αf(x), kde α je libovolná konstanta a f() lineárńı funkce.
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3. Princip superpozice — Pokud plat́ı obě výše zmı́něné vlastnosti, je řečeno, že plat́ı
princip superpozice.

4. Časová invariance — Systém neměńı své chováńı v čase. To znamená, že pokud
bude do systému puštěn vstup nyńı, nebo za T sekund, tak výstup bude v obou
př́ıpadech identický, bude pouze posunut právě o T sekund. Tvar výstupu je dán
pouze vstupńım signálem, či stavem systému.

Jednou z možnost́ı popsáńı výše zmı́něného systému je stavový popis, někdy také
označovaný jako stavová reprezentace daného systému. Stavový popis je definován jako
soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),

kde ẋ(t) je derivace stavu systému v čase, x(t) je stav systému, u(t) je vstup systému
a y(t) je výstup systému. Dále jsou zde zastoupeny matice A,B,C,D, kde A představuje
matici vnitřńıch vazeb systému (matice dynamiky), B znač́ı matici vazeb na vstupy (matice
ř́ızeńı), C odpov́ıdá matici výstupu na stav a D je matice, jež popisuje vazby vstup̊u, které
př́ımo p̊usob́ı na výstup. Tvar matice C určuje, které stavy jsme schopni na výstupu měřit.

2.1.1 Stavová zpětná vazba

Jak už bylo zmı́něno výše, stavová zpětná vazba je jedna z možnost́ı ř́ızeńı multia-
gentńıch systémů. Všeobecně v tomto př́ıstupu je uvažováno ř́ızeńı ve tvaru:

u(t) = Kx(t),

kde matice K je konstantńı zpětnovazebńı matice, jež představuje nedynamický regulátor,
který upravuje dynamiku celého systému. Ćılem ř́ızeńı pomoćı stavové zpětné vazby je
naj́ıt matici K ve tvaru, který splńı návrhové požadavky na regulaci.

Dále v této práci bude popsáno, jak navrhnout tuto matici vzhledem k daným vlast-
nostem multiagentńıch systémů. Na Obrázku 2 je zobrazeno blokové schéma stavové re-
prezentace spolu se stavovou zpětnou vazbou ve formě bloku, který obsahuje matici K.
Na Obrázku 2 jsou znázorněny i jednotlivé proměnné. Konkrétně r znač́ı referenci, tedy
požadovanou hodnotu, nebo požadovaný referenčńı signál. Dále u je ř́ızeńı definované vzta-
hem 2.1.1. Proměnná x představuje stavový vektor a ẋ je derivace stavového vektoru a y
představuje výstup systému.

Mezi daľśı zp̊usoby syntézy a návrhu regulátor̊u patř́ı např́ıklad metody založené na
principu robustńıch region̊u, které mohou být ještě doplněny analýzou integračńıch kriteríı
kvality źıskané regulačńı smyčky [12]. Nebo metody zabývaj́ıćı se ”fractional-order”(FO),
kdy stoj́ı za zmı́nku typ ”fractional-order proportional-integral-derivative”(FOPID). Tento
regulátor má v́ıce nastavitelných parametr̊u [23].
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Obrázek 2: Stavová zpětná vazba K v blokově reprezentovaném stavovém popisu

2.2 Úvod do grafové teorie

Grafová teorie se zabývá studiem graf̊u. Graf lze zapsat jako G = (V , E), který mate-
maticky popisuje vztahy mezi objekty. V našem př́ıpadě považujeme objekty jako agenty,
které jsou v grafu zachyceny jako vrcholy vi ∈ V a komunikačńı spoje mezi agenty jako
hrany eij = (vi, vj) ∈ E , které vrcholy spojuj́ı. Takže V představuje sadu vrchol̊u a E je
sada hran. Tyto hrany mohou být neorientované (komunikace tedy prob́ıhá obousměrně),
nebo orientované, v nichž tok dat prob́ıhá jedńım směrem. Lze se setkat i s ohodnocenými
hranami grafu. Formálńı rozd́ıl mezi těmito př́ıstupy bude popsán ńıže. Grafy s ohod-
nocenými hranami jsou značeny G = (V , E ,W), kde W reprezentuje množinu všech vah
spjatých s množinou hran E .

V celé této kapitole jsou využ́ıvány informace, které jsou čerpány z knihy: ”A Textbook
of Graph Theory”od R. Balakrishnana a K. Ranganathana [2] a z knihy ”Introduction to
Graph Theory”od Robina J. Wilsona [20].

2.2.1 Notace - pojmy z grafové teorie

V této podkapitole budou uvedeny nejd̊uležitěǰśı potřebné definice, které budou popsány
slovně mı́sto toho, aby byly vyjádřeny přesnými matematickými definicemi. Tyto pojmy
budou dále využity v nadcházej́ıćıch podkapitolách pro pochopeńı a zasazeńı do kontextu
ńıže uvedených komplexněǰśıch pojmů.

• Smyčka — Smyčka v grafu je hrana, která spojuje jeden a ten samý vrchol sám se
sebou.

• Přilehlost — vj a vi jsou přilehlé pokud mezi nimi existuje hrana e = (vi, vj)
nazýváme je tedy sousedy.

• Množina přilehlých vrchol̊u — Ni je soubor všech přilehlých soused́ıćıch vrchol̊u
daného vrcholu vi.
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• Stupeň vrcholu — deg(vi) je stupeň vrcholu vi a znač́ı počet výstupńıch i vstupńıch
hran vrcholu.

• Vstupńı stupeň vrcholu — degin(vi) je stupeň daného vrcholu vi a znač́ı počet
vstupńıch hran vcházej́ıćıch do vrcholu.

• Výstupńı stupeň vrcholu — degout(vi) je stupeň daného vrcholu vi a znač́ı počet
výstupńıch hran vycházej́ıćıch z tohoto vrcholu.

• Řád grafu — Řád grafu G je počet uzl̊u grafu G a označuje se |G| nebo n.

• K-periodický graf — K-periodický graf je takový graf, ve kterém množina délek
všech cykl̊u má společný dělitel k ≤ 1.

2.3 Definice graf̊u

Orientovaný graf

Orientovaný graf D, jinak také digraf se skládá z množiny vrchol̊u ν a množiny hran
A ⊂ ν2 , kde a = (α, β). Prvńı element a je označen tail(a) a druhý head(a). Orientovaná
hrana tedy vždy vycháźı právě z tail(a) směrem do head(a). α a β představuj́ı dva rozd́ılné
vrcholy. Nadále předpokládáme, že tail(a) ̸= head(a) pro všechny elementy, což znamená,
že graf neobsahuje žádné vnitřńı smyčky ze stejného vrcholu. Př́ıklad orientovaného grafu
je vidět na Obrázku 3a.

23

1

(a) Př́ıklad orientovaného grafu D

3 2

1

(b) Př́ıklad neorientovaného grafu G

Obrázek 3: Př́ıklad dvou typ̊u graf̊u s rozd́ılnou orientaćı hran

Neorientovaný graf

Neorientovaný graf G je takový graf, který má vlastnost eij ∈ E ⇒ eji ∈ E . Tedy
všechny hrany jsou obousměrné a nemaj́ı orientaci. Plat́ı tedy: deg(vi) = |Ni|, pokud
všechny vrcholy v maj́ı stejný stupeň k = deg(vi)∀i, tak se neorientovaný graf s touto
vlastnost́ı označuje jako regulárńı nebo k-regulárńı. Obrázek 3b zobrazuje ukázku tohoto
grafu.
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Kompletńı graf

Kompletńı grafy jsou grafy, ve kterých jsou všechny uzly spojeny mezi sebou a zároveň
je mezi každými soused́ıćımi uzly hrana. Jinými slovy, pokud existuje každá možná hrana
mezi uzly, nazýváme graf kompletńım a označuje se Kn, kde n znač́ı počet uzl̊u v celém
grafu. Tyto grafy mohou být orientované i neorientované. Př́ıklad kompletńıho grafu je
uveden na Obrázku 4a.

Cesta v grafu

Cesta v grafu, někdy označována také jako sled, je běžně označován jako alternuj́ıćı
posloupnost W : v0, e1, v1, e2...ep, vp, kde v0 znač́ı začátek (origin) sledu a vp jako konec
(terminus) sledu W . Za předpokladu, že uzly v0, ..., vp jsou rozd́ılné, jedná se o cestu - sled.
V grafové teorii se můžeme setkat i s pojmem nejkratš́ı cesta, která limituje počet uzl̊u
mezi začátkem a koncem na minimum. Na Obrázku 4b je graf obsahuj́ıćı cestu např́ıklad
z vrcholu 1 do vrcholu 6, která je popsána: v1, v2, v4, v6.

1

3

2

4

5

(a) Př́ıklad kompletńıho grafu C5

2 3

5 4

1

6

e6

e7e8

e3e5

e2

e4

e1

(b) Př́ıklad možných cest v grafu

Obrázek 4: Př́ıklady kompletńıch graf̊u

Cyklický graf

Cyklický graf je takový graf, ve kterém je alespoň jeden uzel, ze kterého vede cesta zpět
do stejného zač́ınaj́ıćıho uzle. Je označen Cn, kde n představuje počet uzl̊u v grafu. Na
Obrázku 5a je možno vidět cyklus C4, kterému odpov́ıdá cesta P : v2, v3, v4, v5, v2.

Acyklický graf

Acyklický graf je takový graf, který neobsahuje cykly. Tedy neexistuje v grafu ani jediný
uzel, do kterého by vedla cesta zpět do sebe sama. Tento graf je ilustrován na Obrázku 5b.
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(a) Př́ıklad grafu s cyklem C4

6

2

3

4

5

1

(b) Př́ıklad acyklického grafu

Obrázek 5: Př́ıklad dvou graf̊u, které ukazuj́ı rozd́ıl mezi cyklickým a acyklickým grafem

Konexe neorientovaných graf̊u

Neorientovaný graf G je souvislým grafem, pokud existuje cesta P mezi každou rozd́ılnou
dvojićı uzl̊u grafu G. Délka nejdeľśı cesty v souvislém grafu G je nazvána pr̊uměr. Př́ıkladem
souvislého acyklického grafu je strom, jak je vidět z Obrázku 6a. Ukázka všeobecného
souvislého neorientovaného grafu G je zobrazena na Obrázku 6b.

1

2

4 5

3

6

(a) Př́ıklad souvislého neorientovaného grafu G,
který představuje strom

1

2

4 5

3

6

(b) Př́ıklad souvislého neorientovaného grafu G

Obrázek 6: Př́ıklady souvislých neorientovaných graf̊u

Konexe orientovaných graf̊u

Orientovaný graf, tedy digraf D je silně souvislý, pokud existuje orientovaná cesta P
mezi každou rozd́ılnou dvojićı uzl̊u grafu D. Tento graf je ukázán na Obrázku 7a. Alter-
nativně je digraf slabě souvislý pokud existuje neorientovaná cesta mezi každou rozd́ılnou
dvojićı uzl̊u grafu D. Jinak řečeno, je možné dosáhnout jakéhokoliv uzlu z libovolného
startovaćıho uzlu změnou směru nějaké hrany, to znamená, že nemuśıme nutně dodržovat
orientace daných hran. Slabě souvislý orientovaný graf je demonstrován na Obrázku 7b.
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6

(a) Př́ıklad silně souvislého orientovaného grafu
D

3

2

1

(b) Př́ıklad slabě souvislého oriento-
vaného grafu D

Obrázek 7: Př́ıklady souvislých orientovaných graf̊u

2.4 Grafy a matice

Nyńı je na mı́stě otázka, jak by bylo možné shrnout vlastnosti graf̊u do nějaké podoby,
která by byla snadno použitelná. Vlastnosti graf̊u mohou být shrnuty do speciálńıch matic,
které budou uvedeny ńıže.

Nadcházej́ıćı sekce má za úkol sjednotit pojmy z grafové a maticové teorie k jejich
vysvětleńı a použit́ı v daľśıch kapitolách, přičemž je čerpáno z knih ”Graph Theoretic
Methods in Multiagent Networks”[15] a ”Matrix Analysis”od Rogera A. Horna a Charlese
R. Johnsona [7]. Pro téměř všechny následuj́ıćı př́ıklady matic budou použity dva př́ıklady
orientovaných a neorientovaných graf̊u pro názorné ukázky z Obrázku 8, kde na Obrázku
8a je znázorněn neorientovaný graf a naopak na Obrázku 8b je vykreslena orientovaná
varianta.
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4

56

7

8

(a) Př́ıklad neorientovaného grafu G oktagonové
topologie

1

3

2

4

56

7

8

(b) Př́ıklad orientovaného grafu D oktagonové
topologie

Obrázek 8: Př́ıklady grafových topologíı

2.4.1 Notace - pojmy z algebraické grafové teorie

V této podkapitole budou prezentovány kĺıčové definice z algebraické grafové teorie,
jejichž vysvětleńı je poměrně stručné na to, aby bylo uvedeno v samostatné sekci. Týkaj́ı
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se výhradně matic a jejich vlastnost́ı. Tyto definice a pojmy jsou potřebné v nadcházej́ıćıch
podsekćıch pro pochopeńı složitěǰśıch pojmů a myšlenek z oblasti multiagentńıch systémů.

• Vlastńı č́ısla matice — Vlastńı č́ısla matice A jsou kořeny charakteristického po-
lynomu det(λI−A) = 0, kde č́ıslo λ je vlastńı č́ıslo matice A, I je jednotková matice
a det() znač́ı výpočet determinantu.

• Vlastńı vektor — Vlastńı vektor u matice A je takový vektor, pro který existuje
nějaké charakteristické č́ıslo λ tak, že splňuje: Au = λu.

• Čtvercová matice — Matice se nazývá čtvercová, pokud má stejný počet n řádk̊u
a sloupc̊u.

• Symetrická matice — Čtvercová matice A ∈ Rn×n je symetrická pokud plat́ı
A = AT .

• Pozitivně semidefinitńı matice— Symetrická matice A je pozitivně semidefinitńı,
pokud plat́ı pro A a libovolné x: xTAx ≥ 0.

• Pozitivně definitńı matice — Symetrická matice A je pozitivně definitńı, pokud
plat́ı pro A a libovolné x: xTAx > 0.

• Reálná symetrická matice — Reálná symetrická matice je taková matice, která
má všechny vlastńı č́ısla reálná.

• Nulový prostor matice — Nulový prostor matice A, někdy také jádro matice A, je
množina všech vektor̊u x, pro které plat́ı AxT = oT , kde oT je transponovaný nulový
vektor. Je značen jako N(A) nebo též ker(A).

Matice sousednosti

Matice sousednosti grafu je čtvercová matice o rozměru Rn×n, kde n je počet vrchol̊u
grafu, neboli jeho řád. Řádky a sloupce jsou značeny uzly grafu a na odpov́ıdaj́ıćıch pozićıch
(vi, vj) se bude nacházet hodnota jedna, nebo nula v závislosti na tom, zda mezi vrcholy
vi a vj vede hrana. U orientovaných graf̊u je nutno brát v potaz, odkud a kam vede hrana,
což určuje pozici hodnoty jedna v matici. Pro všechny jednoduché grafy, které neobsahuj́ı
vlastńı smyčky, bude mı́t matice sousednosti na diagonále nuly. Pro neorientované grafy
bude matice sousednosti symetrická.

Matice sousednosti grafu značená A(G) je definována následuj́ıćım předpisem:

Aij =


1, (vi, vj) ∈ G,

0, jinak.

12



Pro názornou ukázku se budeme držet značeńı A(G) pro neorientovaný graf z Obrázku
8a a A(D) pro orientovaný graf z Obrázku 8b. Nyńı je možno ukázat výsledný tvar matic
sousednosti:

A(G) =



0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0


, A(D) =



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0


.

Zde je vidět, že matice A(G) je symetrická.

Normalizovaná matice sousednosti

Normalizovaná matice sousednosti je čtvercová matice o rozměru Rn×n, kde n je počet
vrchol̊u grafu. Stejně jako u matice sousednosti jsou řádky a sloupce značeny podle uzl̊u
v grafu. Znač́ı se H(G). Hlavńım rozd́ılem mezi matićı sousednosti a jej́ı normalizovanou
variantou je jej́ı předpis:

Hij =


1

d0(vi)
, (vi, vj) ∈ G,

0, jinak.

Jedna z hlavńıch vlastnost́ı této normalizované matice sousednosti je, že součet každého
řádku je jedna. d0(vi) představuje stupeň uzlu vi, tedy počet všech soused́ıćıch vrchol̊u s
vrcholem vi. Stejně jako u normalizované matice jsou uvedeny př́ıklady normalizovaných
matic H(D) pro orientovaných graf na Obrázku 8b a H(G) pro neorientovaný graf na
Obrázku 8a:

H(D) =



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0


, H(G) =



0 1
2

0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 1
2

0 0 0 0 0
0 1

2
0 1

2
0 0 0 0

0 0 1
2

0 1
2

0 0 0
0 0 0 1

2
0 1

2
0 0

0 0 0 0 1
2

0 1
2

0
0 0 0 0 0 1

2
0 1

2
1
2

0 0 0 0 0 1
2

0


.

Alternativně je možno vyjádřit normalizovanou matici sousednosti jako: H = A
D
, kde A je

matice sousednosti a D je stupňová matice, která bude definována ńıže.
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Stupňová matice

Stupňová matice, někdy též matice stupň̊u je značena D(G). Je to diagonálńı matice
o rozměrech Rn×n, kde n je počet vrchol̊u grafu, a jej́ı diagonálńı prvky jsou rovny d(vi)
stupň̊um odpov́ıdaj́ıćıch uzl̊u:

D =


d(v1) 0 · · · 0
0 d(v2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · d(vn)

 .

Pro úplnost jsou dále uvedeny numerické př́ıklady stupňových matic D(D) pro oriento-
vaných graf na Obrázku 8b a D(G) pro neorientovaný graf na Obrázku 8a:

D(D) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


, D(G) =



2 0 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 2


.

Laplacián grafu

Daľśı d̊uležitým pojmem v grafové teorii je reprezentace grafu pomoćı Laplaciánu grafu.
Laplacián je daľśı matice, která zachycuje d̊uležité vlastnosti grafu, které jsou obsaženy
v matici sousednosti a stupňové matici. Matice může být definovaná několika zp̊usoby,
nicméně výsledek je vždy stejný. Jeden ze zp̊usob̊u definice je následuj́ıćı:

L = D − A, (1)

kdeD je stupňová matice a A je matice sousednosti. Důležitou vlastnost́ı je, že součet všech
prvk̊u v řádku se rovná nule. Dále jsou uvedeny numerické př́ıklady pro referenčńı topologie
z Obrázku 8b L(D) pro orientovaných graf a na Obrázku 8a L(G) pro neorientovaný graf:

L(D) =



1 −1 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 −1
−1 0 0 0 0 0 0 1


,
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L(G) =



2 −1 0 0 0 0 0 −1
−1 2 −1 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
−1 0 0 0 0 0 −1 2


.

Daľśım zp̊usobem výpočtu Laplaciánu je:

L = I −H,

kde I je jednotková matice, tedy matice, která má prvky na diagonále rovno jedné aH znač́ı
normalizovanou matici sousednosti. V tomto zp̊usobu se projev́ı vlastnosti normalizované
matice sousednosti, kde jsou použity převážené hodnoty, nicméně pořád plat́ı vlastnost, že
součet prvk̊u v řádku se rovná nule.

L(D) =



1 −1 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 −1
−1 0 0 0 0 0 0 1



L(G) =



1 −1
2

0 0 0 0 0 −1
2

−1
2

1 −1
2

0 0 0 0 0
0 −1

2
1 −1

2
0 0 0 0

0 0 −1
2

1 −1
2

0 0 0
0 0 0 −1

2
1 −1

2
0 0

0 0 0 0 −1
2

1 −1
2

0
0 0 0 0 0 −1

2
1 −1

2

−1
2

0 0 0 0 0 −1
2

1


Vlastnosti Laplaciánu pro neorientované grafy

Laplacián je pro neorientované grafy symetrický a reálný. To vycháźı z jeho definice
L = D−A, kde stupňová matice a matice sousednosti jsou vždy u neorientovaného grafu,
vlivem jeho konstrukce také symetrické a reálné. Tedy i Laplacián źıská tyto vlastnosti.

Laplacián je pozitivně semidefinitńı, pokud je matice A pozitivně definitńı, tud́ıž jsou
vlastńı č́ısla L reálná a seřaditelná a zároveň jedno z jeho vlastńıch č́ısel je nulové. Toto
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tvrzeńı lze zapsat matematicky: 0 = λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn, kde n je počet všech vlastńıch
č́ısel L.

Jak už bylo výše zmı́něno, suma každého řádku Laplaciánu je rovna nule. Z toho
vyplývá, že matice obsahuje minimálně jeden řádek, který je lineárně závislý a tedy:
L1c = 0, kde je vektor 1 = [1, ..., 1]T a c je libovolná konstanta, která splňuje 1c ∈ N(L).

Kronecker̊uv součin matic

Kronecker̊uv součin, nebo též tenzorový součin je značen ⊗. Je to operace prováděná
na dvou matićıch nebo vektorech s libovolnými rozměry, jejichž výsledek vede na blokovou
matici. Necht’ A je matice o rozměru n×m a B je matice o rozměru p×q potom je výsledný
tvar matice následuj́ıćı:

A⊗B = (aij ·B) =


a11B a12B · · · a1mB
a21B a22B · · · a2mB
...

...
...

...
an1B an2B · · · anmB

 .

Výsledná matice má velikost np ×mq. Jako př́ıklad je možno uvést matice A =

[
1 2
3 4

]
a

matici B =

[
4 3
2 1

]
jejich výsledná matice Kroneckerova součinu bude mı́t rozměr 4× 4.

A⊗B =

1
[
4 3
2 1

]
2

[
4 3
2 1

]
3

[
4 3
2 1

]
4

[
4 3
2 1

]
 =


4 3 8 6
2 1 4 2
12 9 16 12
6 3 8 4


Kronecker̊uv součin má spoustu aplikaćı v multiagentńıch systémech, specificky ve tvorbě
a ř́ızeńı formaćı agent̊u, které budou řešeny dále v této práci.
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3 Algoritmus konsensu (shody)

V kontextu multiagentńıch systémů se pojem konsensus použ́ıvá pro označeńı shody,
mezi jednotlivými agenty, na určitém ćıli nebo na společné proměnné hodnotě. Pro potřeby
této práce se uvažuj́ı stavové proměnné, jinak také jako informačńı stavy xi, každého
uzlu vi reprezentuj́ıćıho daného agenta i. Je řečeno, že pouze pokud všechny hodnoty
xi dosáhnou stejné hodnoty, tak poté agenti dosáhnou konsensu [1]. Aby agenti mohli
dosáhnout konsensu, je potřeba definovat algoritmus pro nalezeńı konsensu. Ten tak muśı
obsahovat množinu pravidel pro komunikaci soused́ıćıch agent̊u a možnost aktualizace in-
formačńıch stav̊u agent̊u v závislosti na stavech přilehlých soused̊u. Základńı dva principy
ř́ızeńı využ́ıvaj́ıćı se v multiagentńıch systémech mohou být rozděleny do dvou hlavńıch sku-
pin a to: konsensus s leadrem a bez leadra. Jednotlivé algoritmy budou rozeb́ırány v práci
dále, nicméně jako prvńı bude uveden př́ıklad konsensus algoritmus pomoćı Laplaciánu,
kde bude uvažován stavový popis jednotlivých agent̊u jako systém prvńıho řádu.

3.1 Systém prvńıho řádu

V této sekci uvažujeme, že všichni agenti maj́ı dynamiku prvńıho řádu, tedy integrátoru
ve tvaru:

ẋi(t) = ui(t),

kde ẋi(t) je derivace funkce informačńıho stavu, za který je považována právě pozice pozice
i-tého agenta a ui(t) funkce ř́ızeńı, jež je nutné specifikovat. Nadále pro zjednodušeńı budou
označovány jako ẋi a ui. Ř́ızeńı ui je definováno pomoćı lokálńıho protokolu pro ř́ızeńı
jednotlivých agent̊u následuj́ıćım zp̊usobem:

ui =
N∑
j=1

aij(xj − xi), i = 1, ..., n, (2)

kde aij je prvek matice sousednosti A, který určuje váhu odpov́ıdaj́ıćı hrany v grafu G
spojuj́ıćı vrcholy vj a vi, pro které odpov́ıdaj́ı právě informačńı stavy xj a xi. Tento protokol
umožńı dosáhnut́ı shody všech agent̊u v závislosti na topologii grafu. Z výše zmı́něné rovnice
ẋi(t) = ui(t) je možné tedy vyjádřit dynamiku každého i-tého uzlu následovně:

ẋi =
N∑
j=1

aij(xj − xi),

ẋi = −xi

N∑
j=1

aij +
N∑
j=1

aijxj,

ẋi = −dixi +
[
ai1 · · · ain

] x1
...
xn

 ,
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kde di jsou diagonálńı prvky stupňové matice D a vektor
[
x1 · · · xn

]T
je zaveden jako

stavový vektor. Výslednou dynamiku celého systému je tedy možno zapsat v maticovém
tvaru:

ẋ = −Dx+ Ax = −(D − A)x,

ẋ = −(D − A)x,

ẋ = −Lx. (3)

Tato rovnice popisuje dynamiku uzavřeného systému, pro který je definováno ř́ızeńı
u = −Lx. V těchto rovnićıch hraje hlavńı roli matice Laplaciánu L, obzvláště je zásadńı vliv
jeho vlastńıch č́ısel. Z Rovnice 3 vyplývá, že určuj́ı stabilitu a dynamiku celého systému.
Jak už bylo výše zmı́něno pro neorientované grafy, má matice L nezáporná vlastńı č́ısla,
tedy jsou všechny situovány v uzavřené pravé komplexńı polorovině na reálné ose s jedńım
vlastńım č́ıslem v nule. Tedy pokud uvažujeme Laplacián přenásobený hodnotou mı́nus
jedna:−L, potom se jeho vlastńı č́ısla budou nacházet v levé uzavřené komplexńı polorovině
s jedńım vlastńım č́ıslem v nule, č́ımž se stane systém stabilńı, respektive na mezi stability.

Jelikož má matice L jeden lineárně závislý řádek, pak můžeme vyjádřit jeho ustálený
stav 0 = −Lxustálený pomoćı vektoru 1c, který se nacháźı v nulovém prostoru matice L
jako:

xustálený =

x1
...
xn

 = 1c =

c...
c

 , (4)

kde všechny proměnné jsou konstanty vj = vi = c ∀i, j ∈ n. V př́ıpadě splněńı této
podmı́nky je možné tvrdit, že agenti dosáhli konsensu na hodnotě c. Tuto skalárńı veličinu
c lze popsat rovnićı:

c =
N∑
j=1

pixi(0), (5)

kde w1 =
[
p1 · · · pn

]T
je normalizovaný levý vlastńı vektor Laplaciánu L nulového

vlastńıho č́ısla λ1, ve kterém jsou obsaženy pi, xi(0) jsou počátečńı stavy agent̊u. Dále
je řečeno, že druhé vlastńı č́ıslo λ2 ovlivňuje rychlost dosažeńı konsensu [14] s časovou
konstantou:

τ = 1/λ2. (6)

Jinými slovy, č́ım větš́ı je druhé vlastńı č́ıslo matice L, t́ım rychleji dojde ke konsensu.

3.2 Řı́zeńı s leadrem

Pojem ř́ızeńı s leadrem znamená, že referenčńı chováńı celého systému je určováno právě
jedńım agentem a ten se označuje jako leader. Tento leader muśı být připojen k ostatńım
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agent̊um alespoň jednou orientovanou hranou tak, že existuje cesta od leadra ke každému
agentu. Na základě takto definované komunikačńı topologie propojeńı leadra se zbytkem
systému se informace o kýžené referenci předávaj́ı ke všem ostatńım agent̊um, kdy agenti
se této referenci přizp̊usobuj́ı a reaguj́ı na ni. Zároveň plat́ı, že ostatńı agenti nemohou
ovlivnit chováńı vedoućıho agenta z d̊uvodu jednostranné komunikace orientovanou hranou
od leadra. V této práci budou rozlǐsovány dvě varianty ř́ızeńı s leadrem, a to jsou: virtuálńı
leader a exterńı leader.

Virtuálńı leader

Virtuálńı leader je takový agent, který neńı součást́ı systému, ale je pouze programový
(virtuálńı) prvek, který vede ostatńı agenty. Nicméně je ho možno vidět jako aditivńı uzel
v daných topologíıch, které jsou jako př́ıklad zobrazeny na Obrázku 9.

Nadále budou tedy uvažovány dvě varianty a to: připojeńı leadra jednou orientovanou
hranou na Obrázku 9a a připojeńı leadra orientovanými hranami s každým agentem, zob-
razené na Obrázku 9b. U tohoto typu bude lehce modifikováno ř́ızeńı vzhledem k jeho
komunikačńı topologii.
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(a) Virtuálńı leader spojen jednou orientovanou
hranou se zbytkem topologie

1
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2
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56
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8

L

(b) Virtuálńı leader spojen orientovanými hra-
nami s každým uzlem

Obrázek 9: Př́ıklady možných spojeńı virtuálńıho leadra se zbytkem topologie

V obou těchto variantách je uvažována dynamika všech agent̊u ve formě systému prvńıho
řádu. A chováńı leadra je popsána rovnićı:

ẋL(t) = uref (t),

kde uref (t) představuje požadované referenčńı ř́ızeńı v čase. Pro uniformitu chovańı ve
všech př́ıkladech je uvažováno, že uref = 0.

Pro integraci ř́ızeńı leadra do skupiny je zapotřeb́ı modifikovat rovnici lokálńıho ř́ızeńı
následuj́ıćım zp̊usobem:

ui = ẋL + kp(xL − xi) + c
N∑
j=1

aij(xj − xi),
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kde kp a c jsou návrhové parametry ř́ızeńı s virtuálńım leadrem. Parametr kp představuje
informaci o existenci orientované hrany od leadra k agentovi, nabývá tedy hodnot kp ∈
[0, 1]. Hodnota c ovlivňuje rychlost dosažeńı konsensu a nabývá hodnot c > 0, aby si
systém zachoval stabilitu, což bude očividné z tvaru ńıže uvedených rovnic. Tento parametr
se někdy může označovat také jako konstanta učeńı.

Aby systém byl schopen dosáhnout konsensu, je potřeba upravit zákon ř́ızeńı tak, aby
(xL − xi) = 0. Toho je doćıleno zavedeńım upraveného stavu i-tého agenta x̃i = xi − xL,
jenž je dále upraven:

˙̃xi = ẋi − ẋL,

˙̃xi = ui − ẋL,

˙̃xi = ẋL + kp(xL − xi) + c
N∑
j=1

aij(xj − xi)− ẋL,

˙̃xi = −kpx̃i + c
N∑
j=1

aij(x̃j − x̃i). (7)

Tuto rovnici je možno přepsat do maticového tvaru vzhledem k faktu, že člen
∑N

j=1 aij(xj−
xi) odpov́ıdá matici Laplaciánu −L a je možno tedy zapsat vztah:

˙̃x = [−P ⊗ kp − cL]x̃,

˙̃x = −[P ⊗ kp + cL]x̃, (8)

kde nově figuruje diagonálńı matice P , která má na své diagonále hodnoty 0 a 1 v závislosti
na spojeńı leadra s daným agentem. Tyto hodnoty odpov́ıdaj́ı posledńımu řádku matice
sousednosti A v topologii ř́ızeńı s virtuálńım leadrem, a definuj́ı tak propojenost leadra
se zbytkem grafu v kontextu ř́ızeńı. V našem druhém př́ıpadě na Obrázku 9b je propojen
leader se všemi ostatńımi agenty, tud́ıž je možno vynechat parametr kp a matici P z rovnice,
jelikož bude vždycky nabývat hodnot jedna. Je tedy na mı́stě upravit Rovnici 7 do tvaru:

˙̃xi = −x̃i + c
N∑
j=1

aij(x̃j − x̃i).

A stejně tak modifikujeme maticovou Rovnici 8 do tvaru:

˙̃x = −[I + cL]x̃, (9)

kde I je diagonálńı jedničková matice.
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Exterńı leader

Alternativou pro virtuálńıho leadra je exterńı leader, který je na rozd́ıl od minulého
př́ıkladu reálný hardwarový leader, jenž je součást́ı celého systému. V principu je tedy
vybrán jeden nebo v́ıce agent̊u ze skupiny, který je jmenován leadrem, č́ımž je chápáno, že
jeho chováńı reprezentuje požadované chováńı celého systému na základě exterńı referenčńı
informace. Někdy se může jednat i o zcela nového agenta, který se v systému fyzicky
nenacházel a byl tam přidán, aby reprezentoval leadra. Dále je uvažována topologie spojeńı
leadra na Obrázku 10.
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Obrázek 10: Exterńı leader spojen jednou orientovanou hranou se zbytkem topologie

Jako v předchoźı sekci je uvažována dynamika všech agent̊u ve formě systému prvńıho
řádu. A chováńı leadra je popsána rovnićı:

ẋL(t) = uref (t).

Předpis pro rovnici lokálńıho ř́ızeńı je definován jako:

ui = ẋL + c
N∑
j=1

aij(xj − xi) + gi(xL − xi), (10)

kde gi je prvek, který nabývá hodnot gi ∈ [0, 1] podle toho, zda existuje spojeńı s agenta
s leadrem. Po zavedeńı upraveného stavu x̃i = xi − xL źıskáváme:

˙̃xi = ẋi − ẋL,

˙̃xi = ui − ẋL,

˙̃xi = ẋL + c

N∑
j=1

aij(xj − xi) + gi(xL − xi)− ẋL,

˙̃xi = c
N∑
j=1

aij(x̃j − x̃i)− gix̃i. (11)

Parametr gi je možné zapsat jako diagonálńı matici G s př́ıslušnými hodnotami gi právě
na své diagonále. Jako v předchoźı sekci můžeme přepsat Rovnici 11 do maticové podoby:

˙̃x = −c[G+ L]x̃. (12)
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3.3 Vlivy topologie na chováńı konsensu

Vliv provázanosti grafu na rychlost dosažeńı konsensu

Velikost vlastńıch č́ısel je př́ımo spojena s topologíı grafu, specificky s jeho provázanost́ı.
Nyńı bude ukázáno na třech př́ıkladech z Obrázku 8a pro málo provázaný graf G1 a z
Obrázku 11 pro středně a hodně provázané grafy G2 a G3. Zejména se jedná o ukázku vlivu
jejich topologie na vlastńı č́ısla Laplaciánu a v přeneseném pohledu i na rychlost dosažeńı
konsensu.
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(a) Př́ıklad středně provázaného neorientovaného
grafu G2
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4
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(b) Př́ıklad hodně provázaného neorientovaného
grafu G3

Obrázek 11: Př́ıklady r̊uzně provázaných neorientovaných graf̊u

Matice Laplaciánu pro tyto typologie byly vypoč́ıtány jako:

L(G1) =



2 −1 0 0 0 0 0 −1
−1 2 −1 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
−1 0 0 0 0 0 −1 2


,

L(G2) =



3 −1 0 0 −1 0 0 −1
−1 3 −1 0 0 −1 0 0
0 −1 3 −1 0 0 −1 0
0 0 −1 3 −1 0 0 −1
−1 0 0 −1 3 −1 0 0
0 −1 0 0 −1 3 −1 0
0 0 −1 0 0 −1 3 −1
−1 0 0 −1 0 0 −1 3


,
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L(G3) =



7 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 7 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 7 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 7 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 7 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 7 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1 7 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 7


.

Pro vypočteńı vlastńıch č́ısel a následné jejich zobrazeńı na Obrázku 12 byl použit Matlab,
ze kterého jsme źıskali následuj́ıćı hodnoty vlastńıch č́ısel:

Tabulka 1: Vlastńı č́ısla matic L(Gi)

i λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

1: 0 0.5858 0.5858 2 2 3.4142 3.4142 4
2: 0 2 2 2.5858 2.5858 4 5.4142 5.4142
3: 0 8 8 8 8 8 8 8

Z hodnot vlastńıch č́ısel je vidět, že č́ım v́ıce je provázaný graf, t́ım větš́ı jsou vlastńı č́ısla
Laplaciánu daného grafu.
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Obrázek 12: Vlastńı č́ısla Laplaciánu L(Gi)
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Obrázek 13: Ukázka dosažeńı konsensu pro tři topologie Gi

Daľśım krokem je samotná simulace dosažeńı konsensu, kde ve všech př́ıpadech uvažujeme

počátečńı stavy agent̊u vektorem xi(0) =
[
−3 −2 −1 1 2 3 −4 4

]T
. Dle Rovnice 5

je možno předem vypoč́ıtat hodnotu c konsensu, která vyšla s menš́ı numerickou chybou
danou výpočtem levého vektoru vlastńıch č́ısel jako c ∼= 0.

Dle Rovnice 6 byly vypoč́ıtané časové konstanty τi, kterým vyšly výsledky τ1 = 1.7071,
τ2 = 0.5 a τ3 = 0.125, přičemž časy dosažeńı konsensu z Obrázku 13 odpov́ıdaj́ı hodnotám
t1 ≈ 7.951 s, t2 ≈ 2.448 s a t3 ≈ 0.9385 s. Z toho tedy vyplývá fakt, že č́ım je časová
konstanta menš́ı, t́ım potřebuje systém méně času pro dosažeńı konsensu. Dále je vidět, že
ve všech př́ıpadech došlo k dosažeńı konsensu na hodnotě nula podle předpoklad̊u.

Závěrem bylo simulačně ověřeno, že č́ım je v́ıc neorientovaný graf provázaný, t́ım
menš́ı maj́ı časovou konstantu τ agenti, kteř́ı jsou v́ıce informačně provázáni, a d́ıky tomu
dosáhnou konsensu v kratš́ım čase. Výsledky simulaćı jsou zobrazeny na Obrázku 13.

Rozd́ıl mezi orientovaným a neorientovaným grafem pro dosažeńı shody

V této sekci budou uvažovány referenčńı grafové topologie vyobrazené na Obrázku 8.
Ćılem je zjistit, jaký bude mı́t vliv topologie orientovaného grafu D 3a na vlastńı č́ısla
Laplaciánu a chováńı systému při simulaci konsensu. Pro porovnáńı bude využit neoriento-
vaný graf G 3b. Matice Laplaciánu L(G) a L(D) jsou vypoč́ıtaný výše v sekci 2.4.1. Vlastńı
č́ısla matic byly vypoč́ıtány a zobrazeny do Tabulky 4 a grafu 14.
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Tabulka 2: Vlastńı č́ısla matic L(G) a L(D)

i λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

1: 0 0.5858 0.5858 2 2 3.4142 3.4142 4
2: 0 0.2929 + 0.7j 0.2929 - 0.7j 1 + 1j 1-1j 2 1.7071+0.7j 1.7071-0.7j

Zde je očividné, že vlastńı č́ısla Laplaciánu neorientovaného grafu mohou být i kom-
plexńı č́ısla. Tento fakt potom ovlivňuje chováńı systému, které je zobrazeno na základě
simulace na Obrázku 15. Dále je možné si povšimnout, že vlastńı č́ısla L(D) se nacháźı na
jedničkovém kruhu v pravé komplexńı polorovině se středem v [1, 0]. Na ńıže vyobrazeném
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Obrázek 14: Vlastńı č́ısla Laplaciánu G a D
grafu 15 je vidět, že agenti propojeńı pouze orientovanými hranami dosáhnou konsensu
přibližně v čase t ≈ 16 s, oproti tomu systém daný neorientovaným grafem dosáhl kon-
sensu v t ≈ 8 s, což je přibližně dvakrát rychleji. Daľśı zaj́ımavé jevy, které lze pozorovat
na Obrázku 15, jsou překmity a podkmity trajektoríı jednotlivých agent̊u. Tento charakter
chováńı je dán komplexńımi vlastńımi č́ısly Laplaciánu L(D).
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Obrázek 15: Ukázka dosažeńı konsensu pro neorientovaný a orientovaný graf

Vliv spojeńı exterńıch a virtuálńıch leadr̊u a návrhového parametru c na dosažeńı
konsensu

V předchoźı sekci byl ukázán a simulačně ověřen vliv provázanosti grafu na tvar vlastńıch
č́ısel Laplaciánu a jejich vztah pro rychlost dosažeńı konsensu. V této sekci je ćılem ověřit,
zda se stejné vlivy aplikuj́ı i na ř́ızeńı s leadry a popř́ıpadě jaké daľśı okolnosti zde hraj́ı
roli.

Jako prvńı př́ıklady simulace dosažeńı konsensu byly uvažovány topologie z Obrázku
9. Pro Obrázek 9a jsou do Rovnice 8 numericky dosazeny konkrétńı hodnoty pro danou
topologii. T́ımto dosazeńım źıskáme následuj́ıćı tvar dynamiky systému:

˙̃x1

˙̃x2

˙̃x3

˙̃x4

˙̃x5

˙̃x6

˙̃x7

˙̃x8

˙̃xL


= P − c



3 −1 0 0 0 0 0 −1 −1
−1 2 −1 0 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1 0
−1 0 0 0 0 0 −1 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0





x̃1

x̃2

x̃3

x̃4

x̃5

x̃6

x̃7

x̃8

x̃L


+



0
0
0
0
0
0
0
0

uref


.

Obdobným zp̊usobem je vyjádřena dynamika systému s leadrem propojeným se všemi
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agenty, jejichž topologii lze vidět na Obrázku 9b.

˙̃x1

˙̃x2

˙̃x3

˙̃x4

˙̃x5

˙̃x6

˙̃x7

˙̃x8

˙̃xL


= I − c



3 −1 0 0 0 0 0 −1 −1
−1 3 −1 0 0 0 0 0 −1
0 −1 3 −1 0 0 0 0 −1
0 0 −1 3 −1 0 0 0 −1
0 0 0 −1 3 −1 0 0 −1
0 0 0 0 −1 3 −1 0 −1
0 0 0 0 0 −1 3 −1 −1
−1 0 0 0 0 0 −1 3 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





x̃1

x̃2

x̃3

x̃4

x̃5

x̃6

x̃7

x̃8

x̃L


+



0
0
0
0
0
0
0
0

uref


.

Po dopoč́ıtańı celých matic s uvažovaným parametrem c = 1 a c = 5 jsou źıskány následuj́ıćı
hodnoty vlastńıch č́ısel:

Tabulka 3: Vlastńı č́ısla matic (P + cL) a (I + cL)

i λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9

(P + 1 · L): 0 0.0997 0.5858 0.9244 2 2.3951 3.4142 3.7499 4
(P + 5 · L): 0 0.3995 2.9289 4.1404 10 11.3571 17.0711 18.3799 21.7231
(I + 1 · L): 0 2 2.5858 2.5858 4 4 5.4142 5.4142 6
(I + 5 · L): 0 6 8.9289 8.9289 16 16 23.0711 23.0711 26

Z hodnot druhého vlastńıho č́ısla λ2 je patrné, že virtuálńı leader spojený pouze jednou
orientovanou hranou dosáhne konsensu značně pomaleji, než leader propojen se všemi
agenty. Zároveň je vidět vliv návrhového parametru c, který při hodnotě c = 5 několikrát
zvětš́ı druhé vlastńı č́ıslo, a tak ještě v́ıce urychĺı systém.

Vlastnosti vlastńıch č́ısel se projevily i v simulaćıch dosažeńı konsensu na Obrázku
16, kde je vidět ještě daľśı zaj́ımavé chováńı systému ř́ızeného leadrem, který je spo-
jen pouze jednou hranou. Oproti Obrázk̊um 16b a 16d, kde vlivem parametru c dojde
k jasnému zrychleńı, je na Obrázćıch 16a a 16c možné pozorovat taktéž zrychleńı ze
začátku přechodového, ale s následným dlouhým ustalováńım na požadovanou hodnotu.
Toto chováńı je výsledkem funkce lokálńıho ř́ızeńı, informace o kýžené referenci se k po-
sledńımu agentovi v topologii dostane až za deľśı dobu, z d̊uvodu pr̊uměrovańı okolńıch
soused̊u, kteř́ı taktéž nemaj́ı přesnou referenci ihned.
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(b) Virtuálńı leader spojen s každým uzlem, kde
c = 5
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(c) Virtuálńı leader spojen jednou orientovanou
hranou, kde c = 5
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(d) Virtuálńı leader spojen s každým uzlem, kde
c = 5

Obrázek 16: Dosažeńı konsensu pro virtuálńı leadry s r̊uznými hodnotami parametru c

Daľśım bodem v této kapitole je ukázat chováńı systému ř́ızeného exterńım leadrem.
Pro simulaci dosažeńı konsensu byla uvažována topologie z Obrázku 10, pro ńıž jsou do
Rovnice 10 numericky dosazeny konkrétńı hodnoty pro danou topologii.
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T́ımto dosazeńım źıskáme následuj́ıćı tvar dynamiky systému:

˙̃x1

˙̃x2

˙̃x3

˙̃x4

˙̃x5

˙̃x6

˙̃x7

˙̃x8


= −c


G+



3 −1 0 0 0 0 0 −1
−1 2 −1 0 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
−1 0 0 0 0 0 −1 2







x̃1

x̃2

x̃3

x̃4

x̃5

x̃6

x̃7

x̃8


.

Po dopoč́ıtańı celé matice s uvažovaným parametrem c = 1 a c = 5 jsou źıskány následuj́ıćı
hodnoty vlastńıch č́ısel:

Tabulka 4: Vlastńı č́ısla matice c(G+ L)

i λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

1(G+ L): 0.0725 0.5858 0.7967 2 2.2327 3.4142 3.6449 4.2533
5(G+ L): 0.3626 2.9289 3.9834 10 11.1633 17.0711 18.2243 21.2664

Z hodnot druhého vlastńıho č́ısla λ2 je vidět vliv návrhového parametru c, který při hod-
notě c = 5 několikrát zvětš́ı druhé vlastńı č́ıslo, a tak ještě v́ıce urychĺı systém. Zaj́ımavost
tohoto př́ıstupu ř́ızeńı je, že výše zmı́něná matice nemá nulové vlastńı č́ıslo.
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(b) Exterńı leader spojen jednou orientovanou
hranou, kde c = 5

Obrázek 17: Dosažeńı konsensu pro exterńıho leadra s r̊uznými hodnotami parametru c

Na Obrázćıch 17a a 17b je možné si povšimnout podobného chováńı jako u virtuálńıho
leadra spojeného jednou orientovanou hranou na Obrázćıch 16a a 16c s t́ım rozd́ılem, že
systém s exterńım leadrem dosáhne konsensu dř́ıve vlivem parametru c, který přenásobuje
až součet matice G a L. Tento vliv je patrný i z vlastńıch č́ısel z Tabulky 4, přestože jde o
stejnou topologii spojeńı leadra.
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3.4 Simulace konsensu pro r̊uzné topologie graf̊u

Nyńı budou ukázány simulace dosažeńı konsensu pro trojúhelńıkové, čtvercové a hexa-
gonálńı topologie, pomoćı konsensus protokolu. Systém s třemi agenty zobrazen na Obrázku
18b, bude značen G1, stejně tak systém o čtyřech agentech vyobrazen na Obrázku 19b, bude
pojmenován G2 a finálně systém o šesti agentech na Obrázku 20b, bude označen G3.
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Obrázek 18: Simulace konsensu pro tři agenty

Graf se čtyřmi agenty
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Obrázek 19: Simulace konsensu pro čtyři agenty
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Graf se šesti agenty
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Obrázek 20: Simulace konsensu pro šest agent̊u
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Obrázek 21: Vlastńı č́ısla L(Gi)
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Ve všech těchto simulaćıch zobrazených na Obrázćıch 18a, 19a a 20a úspěšně dojde k

dosažeńı konsensu z pevně daných počátečńıch hodnot:
[
−3 1 2

]T
pro 18a,

[
−1 1 −2 2

]T
pro 19a a finálně

[
−1 1 −2 2 −3 3

]T
pro 20a. Tyto počátečńı stavy agent̊u byly vo-

leny záměrně, aby jejich součet byl roven nule, a tak agenti dosáhnou konsensu na hodnotě
nula. Na Obrázku 21 je možno pozorovat vlastńı č́ısla výše uvedených topologíı.

3.5 Konsensus protokol pro formace

V předchoźıch sekćıch byla věnována pozornost r̊uzným metodám dosažeńı konsensu
a samotným simulaćım dosažeńı konsensu v jedné dimenzi v čase. V této kapitole budou
využity principy a znalosti z předchoźıch sekćı pro úpravu konsensus protokolu tak, aby
agenti mohli zaujmout formace ve 2D prostoru. Tedy ćılem je upravit zákon ř́ızeńı tak, aby
agenti nekonvergovali do jediného bodu, nýbrž do předem daných bod̊u. Toho je možnost
dosáhnout přidáńım do Rovnice ř́ızeńı 2 relativńı vzdálenosti mezi jednotlivými agenty
následuj́ıćım zp̊usobem:

ui =
N∑
j=1

aij((xj −∆j)− (xi −∆i)),

kde ∆i znač́ı kýženou vzdálenost od agenta xj a stejně tak ∆j představuje požadovanou
vzdálenost od agenta xj. Jejich relativńı vzdálenost lze tedy definovat jako:

∆ij = ∆i −∆j.

Pro všechny relativńı vzdálenosti mezi agenty lze naj́ıt vektor h, který se nacháźı v nulovém
prostoru matice L, dle Rovnice 4. Nyńı je možno zavést konsensus protokol pro formace
ve tvaru:

ẋ = −L(x− h). (13)

Jak už bylo výše zmı́něno, pro formace je nutno uvažovat i druhá dimenze. V následuj́ıćıch
simulaćıch jsou tedy provedeny výpočty zvlášt’ pro x a y hodnoty. Zde tedy vyvstává
nutnost rozdělit vektor h na hx a hy. Jako prvńı bude ukázána oktagonová formace systému
daného topologíı z Obrázku 8a, pro který byly vypočteny vektory:

hx =
[
0.7071 0 −0.7071 −1 −0.7071 0 0.7071 1

]
,

hy =
[
0.7071 1 0.7071 0 −0.7071 −1 −0.7071 0

]
.

V následuj́ıćıch simulaćıch mějme systém daný ř́ızeńım:

ẋ = −L(x− hx),

ẏ = −L(y − hy).
(14)

Alternativa pro systém daný Rovnicemi 14 je rozš́ı̌reńı systému jako celku pomoćı
kroneckerova součinu s jedničkovou diagonálńı matićı o rozměru n. V tomto př́ıpadě n = 2
pro 2D t́ımto zp̊usobem:

ẋ = −(L⊗ I)(x− h), (15)
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kde I je výše zmı́něná diagonálńı rovnice a vektor h je definován jako h = [hx, hy]
T . Doted’

byl uvažován stavový vektor x jako: x = [x1 · · · xn]
T , nyńı je rozš́ı̌ren i o stavy, které

přestavuj́ı y-ové hodnoty. Formálně dosad́ıme do Rovnice 15, č́ımž je źıskáno:

ẋ1
...
ẋn

ẏ1
...
ẏn


=

[
L 0
0 L

]




x1
...
xn

y1
...
yn


−



hx1

...
hxn

hy1
...

hyn




.

Takový systém se bude chovat ekvivalentně k systému 14.

Simulace rozděleńı do r̊uzných formaćı pomoćı konsensus protokolu

Nyńı budou ukázány simulace rozděleńı agent̊u do trojúhelńıkové, čtvercové a hexa-
gonálńı formace. Systém s třemi agenty zobrazen na Obrázku 18b, bude rozdělen do
trojúhelńıkové formace. Stejně tak systém o čtyřech agentech vyobrazen na Obrázku 19b
zaujme čtvercovou formaci. Topologie o šesti agentech na Obrázku 20b bude konfigurován
do formace ve tvaru hexagonu. Finálně systém s osmi agenty z Obrázku 8a bude rozdělen
do hexagonálńı formace. Ve všech simulaćıch agenti vycházej́ı z náhodných počátečńıch
souřadnic.

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

trajektorie i-tého agenta

koncová pozice i-tého agenta

formace

Obrázek 22: Ukázka rozděleńı agent̊u do trojúhelńıkové formace z náhodných počátečńıch
pozic
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Obrázek 23: Ukázka rozděleńı agent̊u do čtvercové formace z náhodných počátečńıch pozic
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Obrázek 24: Ukázka rozděleńı agent̊u do hexagonové formace z náhodných počátečńıch
pozic
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Obrázek 25: Ukázka rozděleńı agent̊u do oktagonové formace z náhodných počátečńıch
pozic

Na všech výše uvedených Obrázćıch 22, 23, 24 a 25 se podařilo rozdělit agenty do
požadovaných formaćıch př́ıslušnými vektory h, které specifikuj́ı vzájemnou vzdálenost
mezi agenty.
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4 Formace agent̊u

V předchoźı kapitole 3.5 bylo ukázáno, jak pomoćı konsensus protokolu s Laplaciánem
se systém za nějaký čas dostane do požadované formace dané vektorem h. V této kapitole
bude tato discipĺına rozš́ı̌rena o schopnost udržováńı dané formace v čase pomoćı stavového
zpětnovazebńıho ř́ızeńı. Dále zde bude uvažován komplexněǰśı model systému, který kromě
pozic agent̊u v prostoru, bude obsahovat i informace o rychlosti jednotlivých agent̊u.

Model agent̊u a vektor formaćı

V nadcházej́ıćıch sekćıch bude uvažován stavový model agent̊u ve tvaru:

ẋi = Avehxi(t) +Bvehui(t) i = 1, ..., n, (16)

kde n je počet agent̊u a stavy xi ∈ R2 jsou definovány jako:

xi =

[
xp

xv

]
, xp =

(xp)1
...

(xp)n

 , xv =

 (xv)1
...

(xv)n,

 ,

kde xp představuj́ı stavy polohy v rovině (x, y) tak, že (xp)i =

[
xi

yi

]
a xv představuj́ı

odpov́ıdaj́ıćı rychlosti, z čehož je dále možno usoudit tvar časové derivace stavu ẋi jako:

ẋi =

[
xv

xa

]
,

kde xa jsou stavy zrychleńı agent̊u. Matice Aveh a Bveh jsou matice dynamiky a ř́ızeńı
jednotlivých agent̊u, které jsou definovány jako:

Aveh =

[
0 1
a21 a22

]
, Bveh =

[
0
1

]
.

Je uvažováno N = 2 pro dvojrozměrný pohyb, tedy je možno zapsat referenčńı stavový
popis agenta pro pohyb v jedné rovině přenásobńım Aveh a Bveh jedničkovou matićı I2 do
tvaru: [

xv

xa

]
=


0 1 0 0
a21 a22 0 0
0 0 0 1
0 0 a21 a22

[
xp

xv

]
+


0 0
1 0
0 0
0 1

ui. (17)

Pro nově zavedený model agent̊u je nutno definovat formačńı vektor h, který respektuje
přidaný stav rychlosti každého agenta. Toho je dosaženo kroneckerovým součinem vektoru
hp následuj́ıćım zp̊usobem:

h = hp ⊗
[
1
0

]
,

kde hp je vektor pozic formace definovaný jako: [(x1, y1)
1, (x2, y2)

2...(xn, yn)
n] pro 1...n

agent̊u.
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Stavový model systému se stavovou zpětnou vazbou

Nyńı je možno zač́ıt definovat celkový stavový popis systému o n agentech a následně
spojit tento popis s Rovnićı 13 pro dosažeńı formace pomoćı Laplaciánu tak, že bude
považována jako ř́ızeńı u. Postup vytvořeńı celkového popisu systému je následuj́ıćı:

ẋ = Ax(t) +Bu(t),

u(t) = L(x(t)− h),

kde:
A = In ⊗ Aveh, B = In ⊗Bveh, L = L⊗ I2n, (18)

kde In je diagonálńı jedničková matice. Po spojeńı těchto rovnic je zavedena zpětnovazebńı
matice K, která zajist́ı adekvátńı ř́ızeńı formace.

ẋ(t) = Ax(t) +BKL(x(t)− h) (19)

Pokud bude do Rovnice 19 zpětně dosazeno z 18 a zároveň za K substituováno K =
In ⊗Kveh, tak je źıskána finálńı rovnice:

ẋ(t) = In ⊗ Avehx(t) + L⊗BvehFveh(x(t)− h). (20)

Pro daľśı práci s návrhy parametr̊u je nutné zavést vlastńı č́ısla Laplaciánu př́ımo do
Rovnice 20. Toho je doćıleno definováńım matice U , která transformuje matici L na horńı
trojúhelńıkovou matici L̃ = U−1LU , č́ımž je doćıleno, že vlastńı č́ısla matice L jsou na
diagonále matice L̃. Následným zavedeńım této transformace do Rovnice 20 se současným
použit́ım 18 je źıskáno:

(U−1 ⊗ I2n)(A+BKL)(U ⊗ I2n) = In ⊗ Aveh + L̃⊗BvehKveh, (21)

kde pravá strana je blokově horně trojúhelńıková, pro ńıž lze vyjádřit jej́ı diagonálńı bloky
ve tvaru:

Aveh + λBvehKveh,

kde λ je vlastńı č́ıslo Laplaciánu pro daný blok a pro každý blok je své vlastńı č́ıslo. Tedy
vlastńı č́ısla A+BKL jsou vlastńı č́ısla Aveh + λBvehKveh, tedy:

A+ λBK = InN ⊗ (Aveh + λBvehKveh). (22)

Nadcházej́ıćım ćılem je tedy naj́ıt parametry matice Kveh, která zajist́ı stabilizuj́ıćı
zpětnovazebńı ř́ızeńı systému do požadované formace. Všeobecně stavové zpětnovazebńı
ř́ızeńı upravuje vlastńı č́ısla systému, od tohoto faktu je též stavová zpětná vazba označovaná
jako nedynamická. Nejprve je nutné definovat parametry a21 a a22, které jsou obsaženy v
matici Aveh, jenž ovlivňuj́ı dynamiku systému.

Je řečeno, že pokud pro každou formaci h existuje zpětnovazebńı stabilizačńı matice
K = In⊗Kveh, která zajist́ı, že rovnice L(x−h) konverguje do nuly, potom a21 = 0 [13]. Už
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z předchoźıch kapitol je ověřeno, že pokud L(x−h) = 0, potom systém dosáhne konsensu.
Nově je tedy matice Aveh pro jednoho agenta definována jako:

Aveh =

[
0 1
0 a22

]
.

Jsou uvažovány dva parametry k1 a k2 pro zpětnovazebńı Kveh, která je psána jako:

Kveh = (k1, k2).

Za ćıl je uvažováno hledáńı skalárńıch proměnných k1 a k2. Toho je dosaženo vyjádřeńım
charakteristického polynomu matice, která je źıskaná dosazeńım výše zmı́něných matic do
Rovnice 22.

A+ λBK = InN ⊗
([

0 1
0 a22

]
+ λ

[
0
1

]
(f1, f2)

)
= InN ⊗

[
0 1
λk1 a22 + λk2

]
= InN ⊗M

Charakteristický polynom matice M je pm(x) = x2 − (a22 + λk2)x − λk1. Tud́ıž je matice
stabilńı pouze tehdy pokud:

a22 + λk2 < 0 ∧ λk1 < 0 ∧ |k2| >> 0. (23)

Výpočet parametr̊u k1 a k2

Nyńı je očividné, že je nutno volit záporné parametry matice Kveh. Pro jejich návrh
bude využit experimentálńı př́ıstup, kdy bude zjednodušen model agenta tak, že a22 = 0 a
zároveň bude ručně zvolen parametr k1, pro který bude dopoč́ıtán druhý parametr. Vzhle-
dem k faktu, že dynamiku systému též ovlivňuj́ı jeho vlastńı č́ısla, bude použit výpočet
determinantu. Předpis źıskáme výpočtem determinantu matice M :

det(λI −M) = (a22 + λk2)
2 + 4λk1,

a následným vyjádřeńım k1:
(λk2)

2

4λ
< −k1. (24)

Tento výpočet lze aplikovat na systémy s topologíı neorientovaného grafu, jež Laplacián
má pouze reálná vlastńı č́ısla. Pro neorientované grafy s komplexńımi vlastńımi č́ısly
λkomplexni = α + iβ je uvažován výpočet ve tvaru:

k2
2

k1
< − β2

α(α2 + β2)
= k2

2 <
β2

α(α2 + β2)
k1, (25)

kde α je reálná část a β imaginárńı část vlastńıho č́ısla.
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4.1 Udržováńı formace v čase

Z předchoźıch sekćı je připraven teoretický základ pro simulace udržováńı v čase pro
dané formace. Pro sumarizaci a př́ıpravu pro simulace ve 2D je uvažován systém pro n
agent̊u ve tvaru:

ẋ(t) = Ax(t) +BKL(x(t)− h), (26)

kde A = I2n⊗
[
0 1
0 0

]
, B = I2n⊗

[
0
1

]
,K = I2n⊗[k1, k2] a L = Lg⊗I2n. Matice Lg je p̊uvodńı

Laplacián př́ıslušného grafu. Dále budou uvedeny simulace pro pr̊uvodńı př́ıklady topologíı
o třech, čtyřech, šesti a osmi agentech, jež se rozděĺı př́ıslušně do trojúhelńıkové, čtvercové,
hexagonálńı a oktagonové formace, přičemž bude sledováno jejich chováńı. U všech těchto
simulaćı jsou uvažovány počátečńı pozice jednotlivých agent̊u v intervalu (0, 1).

Trojúhelńıková formace

Pro trojúhelńıkovou formaci a všechny následuj́ıćı byl zvolen parametr k1 = −10, pro
něhož byl vypoč́ıtán dle vztahu 24 parametr k2 = −3.6515. Na Obrázku 26 je znázorněn
pr̊uběh simulace pro udržováńı trojúhelńıkové formace v čase.
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Obrázek 26: Ukázka rozděleńı agent̊u do trojúhelńıkové formace a jej́ı udržováńı v čase
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Čtvercová formace

Pro čtvercovou formaci byl vypoč́ıtán dle vztahu 24 parametr k2 = −4.4721. Na
Obrázku 27 je znázorněn pr̊uběh simulace pro udržováńı formace v čase.
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Obrázek 27: Ukázka rozděleńı agent̊u do čtvercové formace a jej́ı udržováńı v čase

Hexagonová formace

Pro hexagonovou formaci byl vypoč́ıtán dle vztahu 24 parametr k2 = −6.3264. Na
Obrázku 28 je znázorněn pr̊uběh simulace pro udržováńı formace v čase.
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Obrázek 28: Ukázka rozděleńı agent̊u do hexagonové formace a jej́ı udržováńı v čase

40



Oktagonová formace

Pro oktagonovou formaci byl vypoč́ıtán dle vztahu 24 parametr k2 = −8.2634. Na
Obrázku 29 je znázorněn pr̊uběh simulace pro udržováńı formace v čase.
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Obrázek 29: Ukázka rozděleńı agent̊u do oktagonové formace a jej́ı udržováńı v čase

Na všech výše uvedených obrázćıch (Obrázek 26, 27, 28 a 29) se podařilo rozdělit agenty
do požadovaných formaćıch př́ıslušnými vektory h, které specifikuj́ı vzájemnou vzdálenost
mezi agenty a nadále udržovat tuto formaci v čase. Trajektorie všech agent̊u jsou bez
překmitu.

4.2 Rekonfigurace formace agent̊u

V předchoźıch kapitolách bylo ukázáno, jak se mohou agenti rozdělit do formaćı pomoćı
stavové zpětné vazby, která dále udržuje daný systém v čase. Jedńım z možných požadavk̊u
na praktické využit́ı tohoto ř́ızeńı je rekonfigurace referenčńı formace na jinou. V této pod-
kapitole bude ukázáno simulačně, jak se systém bude při dané rekonfiguraci chovat. Mějme
systém daný osmi agenty daný topologíı 8a s p̊uvodńı oktagonovu formaćı a náhodnými
počátečńımi souřadnicemi. Ćıl je rekonfigurovat tuto formaci do čtyřćıpé hvězdy.

Toho je dosaženo změnou vektoru h v čase t = 30 s v pr̊uběhu simulace. Kde v rámci
daľśıch deseti sekund se formace rekonfiguruje a je dále udržována v čase. Stejně jako
v podkapitole 4.1 byl zvolen parametr k1 = −10, pro ńıž byl vypoč́ıtán parametr k2 =
−8.2634. Jelikož tvar formace neovlivňuje vlastńı č́ısla systému, toto ř́ızeńı bude adekvátńı
i pro druhou formaci hvězdy.

V této konfiguraci s danými parametry je druhé vlastńı č́ıslo λ2 = −1.2580 a dosáhne
relativńıch vzdálenost́ı mezi agenty pro prvńı formaci v čase t ≈ 2.640 s. Při rekonfiguraci
dosáhne požadovaných relativńıch vzdálenost́ı až v t ≈ 3.340 s. Toto chováńı je dáno
větš́ımi pozičńımi odchylkami při rekonfiguraci oproti počátečńım pozićım.
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Obrázek 30: Ukázka rekonfigurace z oktagonové do hvězdicové formace

Lze uvažovat nad t́ım, co se stane, pokud bychom zvolili špatně parametr k2 např́ıklad,
pokud by byl parametr k2 větš́ı než z výpočtu 24 a zároveň tak, aby nebyl tak záporný
jako ve vztahu 23. Mějme tedy stejný systém s rekonfiguraćı jako v předchoźım př́ıkladě s
t́ım rozd́ılem, že k2 = −2.
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Obrázek 31: Ukázka rekonfigurace z oktagonové do hvězdicové formace s k2 = −2

Na Obrázku 31 je možné si povšimnout silných překmit̊u společně s deľśım časem
ustáleńı, oproti předchoźımu př́ıpadu. Nicméně systém je stále stabilńı a dokáže udržovat
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formaci v čase. Toto odpov́ıdá předpoklad̊um pro stabilitu ze vztah̊u 23. Důvod, proč
takové chováńı nastává, je možno hledat ve vlastńıch č́ıslech systému. Druhé vlastńı č́ıslo
tohoto systému je λ2 = −0.5858 + 2.3483i. Jeho menš́ı reálná část vysvětluje pomaleǰśı
dosažeńı požadovaných relativńıch vzdálenost́ı mezi agenty a jeho velká imaginárńı část
má za následek velkou kmitavost systému.

Podobným zp̊usobem jako bylo demonstrováno v této podkapitole by šlo realizovat
rekonfiguraci libovolně velké formace na jiný tvar, pouze s podmı́nkou zachováńı počtu
agent̊u.
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5 Diskuze źıskaných výsledk̊u

V celé této práci byl př́ıtomen významný vliv matice Laplaciánu, který obsahuje d̊uležité
vlastnosti topologie systému. Analýzou Laplaciánu, zejména jeho vlastńıch č́ısel, bylo možné
předpokládat chováńı multiagentńıho systému při uvažovaném distribuovaném i centrali-
zovaném zp̊usobu ř́ızeńı.

Jako prvńı bylo nahlédnuto na vlivy provázanosti grafu na dosažeńı konsensu. Jak už
bylo výše zmı́něno, Laplacián zachycuje provázanost grafu, která se prakticky projevuje
v hodnotách jeho vlastńıch č́ısel. Pro grafy, jež jsou méně propojené, jsou vlastńı č́ısla
Laplaciánu menš́ı, než pro grafy, které jsou propojené v́ıce. Zejména d̊uležitý vliv má druhé
vlastńı č́ıslo λ2, jehož velikost určuje rychlost dosažeńı konsensu. Č́ım menš́ı je velikost λ2,
t́ım pomaleji systém dosáhne konsensu a opačně. Tento efekt byl simulačně ověřen na
několika grafech, kde se pro slabě provázaný graf, čas dosažeńı konsensu pohyboval okolo
t ≈ 8 s a naopak pro silně provázaný graf došlo až téměř k osminásobnému zrychleńı na
t ≈ 1 s.

Spolu s provázanost́ı graf̊u souviśı i orientované grafy, které ačkoliv maj́ı hrany na
stejných mı́stech jako neorientovaný graf, vykazuj́ı v simulaćıch překmity a deľśı časy
dosažeńı konsensu, než u neorientovaných topologíı. Systém s topologíı neorientovaného
grafu dosáhl konsensu až v čase t ≈ 16 s. Toto chováńı dává smysl vzhledem k faktu, že
informace mohou téct pouze jedńım směrem, a tak posledńı agent dostane informaci od
ostatńıch agent̊u o dost později. Zároveň vlastńı č́ısla neorientovaného grafu mohou být
komplexńı, což vysvětluje výše zmı́něnou kmitavost.

U centralizovaných zp̊usob̊u ř́ızeńı pomoćı virtuálńıho a exterńıho leadra byl pozorován
stejný, ba i větš́ı efekt. Virtuálńı leader, který je spojen pouze jednou orientovanou hranou,
měl čas dosáhnut́ı konsensu až 35 s s dlouhým ustalováńım hodnotě konsensu. U exterńıho
leadra spojeného jednou orientovanou hranou bylo chováńı dost podobné, vzhledem k tomu,
že jde o stejný styl ř́ızeńı, pouze je zde rozd́ıl v reprezentaci leadra. Na rozd́ıl od distribu-
ovaného ř́ızeńı je zde možné dosažeńı konsensu urychlit pomoćı návrhového parametru c,
který značně zrychluje systém. Změnou parametru z c = 1 na c = 5 bylo dosaženo zkráceńı
doby dosažeńı konsensu o 15 s u virtuálńıho leadra s jednou hranou a až o 30 s u exterńıho
leadra s jednou hranou. Oproti tomu u virtuálńıho leadra, který je spojen se všemi agenty
vliv parametru c nebyl tak signifikantńı, došlo k urychleńı o 2, 5 s z p̊uvodńıch 4 s pro pa-
rametr c = 1. Z toho je možné usoudit, že nejvýznamněǰśı vliv na čas dosažeńı konsensu
má topologie grafu a až v druhé řadě návrhový požadavek c, nicméně daľśım navyšováńım
parametru by dále došlo ke zrychlováńı systému obou topologíı.

Jako posledńı bylo nahlédnuto do problematiky udržováńı formaćı v čase pomoćı sta-
vové zpětné vazby, kde jsou uvažovány parametry k1 a k2 zpětnovazebńı maticeK, která má
za úkol stabilizovat systém. Z tvaru charakteristické polynomu matice uzavřeného systému
bylo zjǐstěno, má-li být systém stabilńı, muśı oba parametry mı́t záporné hodnoty s t́ım,
že k2 muśı být v absolutńı hodnotě větš́ı než nula. Volba těchto parametr̊u byla závislá na
topologii systému, kde č́ım menš́ı bylo druhé vlastńı č́ıslo Laplaciánu daného grafu, t́ım byl
i vypočtený parametr k2 záporněǰśı. Pro korektně zvolené parametry k2 došlo k rozděleńı
agent̊u do formaćı. Simulačně bylo ukázáno, jak se př́ıslušné systémy rozděĺı do formace
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trojúhelńıku, čtverce, hexagonu a oktagonu. Finálně bylo ukázáno na př́ıkladu rekonfigu-
race varianta se špatně zvoleným parametrem k2. Pro k2 = −2 se stal velice kmitavým s
deľśım ustalováńım do požadované formace vlivem komplexńıch vlastńıch č́ısel.

V následuj́ıćıch Tabulkách 5 a 6 budou ukázány vlastńı č́ısla př́ıslušných Laplacián̊u,
či rozš́ı̌rených matic dynamiky s Laplaciánem všech výše zmı́něných př́ıstup̊u ř́ızeńı pro
dosažeńı konsensu.

Tabulka 5: Vlastńı č́ısla matic Laplacián̊u jeho rozš́ı̌rených variant a)

i λ1 λ2 λ3 λ4

1: 0 0.5858 0.5858 2
2: 0 2 2 2.5858
3: 0 8 8 8

4: 0 0.2929 + 0.7j 0.2929 - 0.7j 1 + 1j

5: 0 0.0997 0.5858 0.9244
6: 0 0.3995 2.9289 4.1404
7: 0 2 2.5858 2.5858
8: 0 6 8.9289 8.9289

9: 0.0725 0.5858 0.7967 2
10: 0.3626 2.9289 3.9834 10

Tabulka 6: Vlastńı č́ısla matic Laplacián̊u jeho rozš́ı̌rených variant b)

i λ5 λ6 λ7 λ8 λ9

1: 2 3.4142 3.4142 4
2: 2.5858 4 5.4142 5.4142
3: 8 8 8 8

4: 1-1j 2 1.7071+0.7j 1.7071-0.7j

5: 2 2.3951 3.4142 3.7499 4
6: 10 11.3571 17.0711 18.3799 21.7231
7: 4 4 5.4142 5.4142 6
8: 16 16 23.0711 23.0711 26

9: 2 2.2327 3.4142 3.6449 4.2533
10: 10 11.1633 17.0711 18.2243 21.2664

V Tabulkách 5 a 6 jsou vypsány všechny vlastńı č́ısla systémů př́ıslušných př́ıklad̊u v
práci, se kterými byly prováděny simulace dosažeńı konsensu. Pro i = 1, 2, 3 se jedná o
neorientované grafy o osmi agentech z Obrázk̊u 8a, 11a, 11a, které jsou v každém daľśım
kroku provázaněǰśı. Na pozici i = 4 jsou vyobrazeny vlastńı č́ısla Laplaciánu orientovaného
grafu o osmi agentech 8b, který je málo provázaný. Řádky i = 5, 6 patř́ı systémům ř́ızeným
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virtuálńım leadrem, který je spojen jednou hranou 9a s parametry c = 1, 5. Stejně tak
i = 7, 8 patř́ı systémům ř́ızeným virtuálńım leadrem, který je spojen se všemi agenty 9b s
parametry c = 1, 5. Finálně řádky i = 9, 10 odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um systémů ř́ızených
exterńım leadrem, který je spojen jednou hranou 10 s parametry c = 1, 5.

Pro systém daný Rovnićı 26 jsou vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı směru x, y a jejich zrychleńı
stejné. Proto bude pro porovnáńı vlastńıch č́ısel matic z výše uvedených př́ıklad̊u A+BKL
použita pouze jedna sada odpov́ıdaj́ıćı právě např́ıklad pozici ve směru x v Tabulce 7

Tabulka 7: Vlastńı č́ısla A+BKL

i λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

1: 0 -5.477 -5.477
2: 0 -2.929 -4.472 -15.27
3: 0 -1.695 -1.741 -3.162 -17.23 -23.604
4: 0 -1.258 -1.267 -1.315 -2.42 -15.212 -26.946 -32.796
5: 0 -0.586 +2.3j -0.586-2.3j -2+4j -2-4j -3.414 +4.7j -3.514-4.7j -4+4.9j

Když budou porovnány vlastńı č́ısla z této tabulky s vlastńımi č́ısly Tabulek 5, 6, tak je
patrný vliv stavové zpětné vazby na jejich tvar a pozici v komplexńı rovině

5.1 Future works

Tato práce se může rozš́ı̌rit o nový zp̊usob reprezentace jednotlivých agent̊u. V tomto
textu byl uvažován agent prvńıho řádu (integrátor), nab́ıźı se tak jeho reprezentace vyšš́ım
řádem, např́ıklad dvojnásobným integrátorem a podobně. Zde by bylo zaj́ımavé sledovat
vlivy topologie a př́ıstup̊u ř́ızeńı na dosažeńı konsensu a rozděleńı agent̊u vyšš́ıch řád̊u do
formaćı.

Daľśı možnost́ı se nab́ıźı rozš́ı̌reńı algoritmů o schopnost detekce a vzájemného
předcházeńı koliźı mezi jednotlivými agenty pomoćı Reynoldsových pravidel. Dosud tento
problém v práci nebyl uveden. Bylo by proto zaj́ımavé zohlednit tuto problematiku
např́ıklad pro dosažeńı konsensu, ve kterém je kladeno za ćıl dosáhnout stejného stavu pro
všechny agenty. S t́ım také souviśı reprezentace překážek ve stavovém prostoru tak, aby
agenti mohli překážku detekovat, a zároveň se této překážce adekvátně vyhnout, také aby
po jej́ım překonáńı dosáhli požadovaného ćıle, např́ıklad formace. To si lze v reálném světě
představit na př́ıkladu jedoućı formace vozidel v terénu, která naraźı na překážku v podobě
stromu nebo formace dron̊u, která se muśı vyhnout výškovým objekt̊um jako jsou budovy,
či stožáry.

T́ım, že se dostáváme do problematiky decentralizovaných systémů, je tedy jasné, že
komunikace hraje d̊uležitou úlohu. V této práci byla komunikace mezi agenty považována
jako ideálńı, bez žádných nepřesnost́ı, dopravńıho zpožděńı nebo nežádoućıch šumů. Zde
se tak nab́ıźı rozš́ı̌rit prezentované algoritmy právě o tyto nepřesnosti. Mohlo by se jednat
např́ıklad o časově variabilńı zpožděńı na každém agentu, který by předával r̊uzně zpožděné
informace daľśım agent̊um, nebo by se jednalo o začleněńı šumu při vyśıláńı, př́ıpadně
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př́ıj́ımáńı informaćı pro každého agenta. V posledńı řadě by se mohlo jednat o začleněńı
”drop-off”paket̊u (ztracených paket̊u) do reprezentace systému a jejich ošetřeńı, které by
vedlo k zamezeńı destabilizace systému vlivem ztráty informace.

V této práci byl zákon ř́ızeńı realizován pomoćı stavové zpětné vazby. Zde se tak nab́ıźı
možnost vyzkoušeńı jiného návrhu ř́ızeńı a jeho následné porovnáńı se zp̊usobem, který byl
popsán v této práci. Př́ıpadně by se mohlo jednat o diskuzi, jaký zp̊usob je vhodněǰśı v
závislosti na situaci a jaké poskytuje benefity.
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6 Závěr

Tato bakalářská práce se zabývá kooperativńım ř́ızeńım multiagentńıch systémů, jme-
novitě lokálńım protokolem a stavovým zpětnovazebńım ř́ızeńım pro distribuované řešeńı a
ř́ızeńı s exterńım a virtuálńım leadrem pro centralizované řešeńı. Všechny popsané zp̊usoby
byly v každé kapitole demonstrovány na př́ıslušných př́ıkladech.

Začátek práce je věnován úvodu do problematiky multiagentńıch systémů. Chováńı a
vlastnosti multiagentńıch systémů bývaj́ı často popsané pomoćı komunikačńı topologie,
pro jejichž matematický popis se využ́ıvá grafová teorie.

Následuje seznámeńı s grafovou teoríı, kde je vysvětleno, co je myšleno pojmem graf. K
tomu byly uvedeny př́ıklady r̊uzných typ̊u graf̊u a popsány všechny potřebné pojmy, které
byly následně využity v daľśıch kapitolách.

V daľśı části byly popsány matice, které maj́ı úzkou souvislost s komunikačńı topo-
logíı. Jedná se např́ıklad o matice sousednosti, Laplacián a podobně. Laplacián je jedna z
nejd̊uležitěǰśıch matic, která provázela celou práci, protože vlastńı č́ısla Laplaciánu určuj́ı
chováńı celého systému.

Stěžejńı kapitolou této práce byl algoritmus konsensu (shody), kde byly definovány al-
goritmy ř́ızeńı jako je exterńı, virtuálńı leader nebo lokálńı protokol ř́ızeńı s Laplaciánem. U
všech těchto př́ıstup̊u je uvažována dynamika každého agenta jako systému prvńıho řádu.
Vliv podoby vlastńıch č́ısel Laplaciánu pro pr̊uběh všech zmı́něných algoritmů pro nale-
zeńı konsensu bylo dokumentováno na př́ıkladech. Dosažeńı konsensu bylo nasimulováno
pro r̊uzné topologie pomoćı programu Matlab. Mezi tyto topologie patř́ı systémy o třech,
čtyřech a šesti agentech. U ř́ızeńı pomoćı leadr̊u byl diskutován vliv parametru c na vlastńı
č́ısla složené matice dynamiky, a t́ım pádem i na kvalitu a rychlost dosažeńı konsensu. Zde
byl také rozš́ı̌ren lokálńı protokol ř́ızeńı o schopnost rozděleńı agent̊u do formaćı v jedné
rovině pomoćı nově definovaného formačńıho vektoru h (ten obsahuje relativńı vzdálenosti
mezi agenty tak, aby bylo dosaženo předem definované formace). Na př́ıkladech bylo de-
monstrováno rozděleńı agent̊u do předem daných formaćı, kdy se jednalo o trojúhelńıkovou,
čtvercovou, hexagonovou a oktagonovou formaci.

Posledńım tématem této práce, na které byla kladena pozornost, bylo udržováńı dané
formace v čase, které bylo dosaženo pomoćı stavové zpětné vazby. V př́ıpadě stavové zpětné
vazby byl zaveden nový tvar systému, ve kterém agenti obsahuj́ı stavy pozice i rychlosti
pro dvou-dimenzionálńı pohyb. Výzva tohoto typu ř́ızeńı byla v nalezeńı správných para-
metr̊u zpětnovazebńı matice K tak, aby stabilizovala systém a zároveň umožnila agent̊um
se rozdělit do požadovaných formaćı. Simulačně bylo ukázáno, jak v čase udržovat for-
mace trojúhelńıku, čtverce, hexagonu a také oktagonu. Jako daľśı bod byl vybrán speciálńı
př́ıpad, kdy je potřeba v čase změnit formaci na jinou. Tento fakt byl v práci nazván jako re-
konfigurace formace v čase. Simulačně byl ukázán př́ıpad, kdy se z náhodných počátečńıch
podmı́nek systém zformuje do hexagonové formace a následně se rekonfiguruje do čtyřćıpé
hvězdy. Jako posledńı byl uvažován př́ıpad, kdy při př́ıkladu rekonfigurace byly použity
neoptimálńı parametry matice K, což mělo za následek deľśı ustalováńı do požadovaných
pozic agent̊u se značnými překmity.
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8 Př́ıklady grafových topologíı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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10 Exterńı leader spojen jednou orientovanou hranou se zbytkem topologie . . 21
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