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Abstrakt

P°edm¥tem této práce jsou distan£ní grafy, coº je speciální t°ída neorientovaných
graf·. Pro mnoºinu p°irozených £ísel D = {d1, d2, . . . }, která se nazývá distan£ní
mnoºina, je distan£ní graf G(D) de�nován na mnoºin¥ vrchol· V = Z a obsahuje
hrany {x, y} takové, ºe |x− y| ∈ D. V této práci nejprve zrekapitulujeme jiº známé
výsledky z oblasti vrcholového barvení a hamiltonovských vlastností distan£ních
graf· se speci�ckými distan£ními mnoºinami D. Dále budeme prezentovat známé
výsledky pro barvení t¥chto graf·, která kladou speciální podmínky na vzdálenosti
vrchol·, jako nap°íklad distan£ní a pakovací barvení. Zobecn¥ním t¥chto barvení
je pak takzvané S-pakovací barvení, kdy pro neklesající sekvenci p°irozených £ísel
S = (a1, a2, . . . ) má kaºdá dvojice vrchol· obarvených stejnou barvou i vzdále-
nost, která je v¥t²í neº hodnota ai, i = 1, 2, . . . . Shrneme známé výsledky z oblasti
S-pakovacího barvení a poté uvedeme výsledky vlastního výzkumu S-pakovacího
barvení distan£ních graf· G(1, t), t > 2 pro sekvence S = (1, . . . , 1, 2, . . . ). Nalez-
neme takové sekvence S, pro které existuje S-pakovací obarvení G(1, t) a pro tyto
sekvence ur£íme hodnotu S-pakovacího chromatického £ísla, tedy nejmen²í po£et
barev S-pakovacího obarvení. Nakonec nalezneme vybrané tvary n¥kterých perio-
dických obarvení t¥chto graf·.

Klí£ová slova

Teorie graf·, distan£ní graf, grafové barvení, chromatické £íslo, pakovací barvení,
hamiltonovské vlastnosti



Abstract

The subject of this diploma thesis is a special class of undirected graphs known
as distance graphs. For an integer set D = {d1, d2, . . . } known as a distance set,
the distance graph G(D) is de�ned on the vertex set V = Z containing edges {x, y}
such that |x − y| ∈ D. We �rst summarize known results on vertex colourings and
hamiltonian properties of distance graphs with speci�c distance sets. We then pre-
sent known results on colourings of these graphs, which respect special conditions
for vertex distances, e.g. distance and packing colourings. A generalization of these
colourings is an S-packing colouring, where for a non-decreasing integer sequence
S = (a1, a2, . . . ) all vertices with the same colour are pairwise at a distance greater
than ai, i = 1, 2, . . . . We summarize some known results on S-packing colouring
and then we present the results of our research on S-packing colouring of distance
graphs G(1, t), t > 2 for S = (1, . . . , 1, 2, . . . ). We �nd sequences S, for which an S-
packing colouring of G(1, t) exists and for these sequences we determine the value of
the S-packing chromatic number, i.e. the smallest number of colors of an S-packing
colouring. Finally, we �nd patterns of some periodic colourings of these graphs.

Keywords

Graph theory, distance graph, graph colouring, chromatic number, packing co-
louring, hamiltonian properties
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1 Úvod

Distan£ní grafy jsou speciální t°ídou graf·. Jejich mnoºinou vrchol· je mnoºina ce-
lých £ísel Z a hranami jsou spojené takové vrcholy x, y, pro které je |x − y| ∈ D
pro danou mnoºinu D p°irozených £ísel. V této práci se budeme zabývat r·znými
typy vrcholových barvení t¥chto graf· a n¥kterými jejich cyklickými vlastnostmi.
V druhé kapitole zmíníme n¥které základní pojmy z teorie graf·. Ve t°etí kapitole
se zam¥°íme na historii problému vrcholového barvení distan£ních graf·, který vy-
chází z problému obarvení eukleidovské roviny. Poté ve £tvrté kapitole zrekapitulu-
jeme n¥které jiº známé výsledky z oblasti barvení distan£ních graf·. V páté kapitole
se podíváme na vybrané hamiltonovské vlastnosti distan£ních graf· a v ²esté kapi-
tole se zam¥°íme na známé výsledky z oblasti 2-distan£ního a pakovacího barvení,
které dále zobecníme na S-pakovací barvení. Nakonec budeme v sedmé kapitole pre-
zentovat vlastní výsledky z oblasti S-pakovacího barvení distan£ních graf· G(1, t).

6



2 Základní de�nice

U £tená°e se p°edpokládá základní znalost pojm· z teorie graf·. Ty z nich, které
budeme v pr·b¥hu práce aktivn¥ vyuºívat, si v této kapitole stru£n¥ zrekapitulujeme.
Ostatní pouºívané de�nice a zna£ení, které zde nebudou popsány, jsou p°evzaty
ze skript pro p°edm¥ty "Diskrétní matematika" [4, 27] a "Teorie graf·, diskrétní
optimalizace a výpo£etní sloºitost" [31, 32]. V této práci budeme pod pojmem graf
rozum¥t graf neorientovaný, který neobsahuje násobné hrany ani smy£ky.

De�nice 2.1 [4]. M¥jme mnoºiny V a E, kde E = {{x, y} : x, y ∈ V } ⊆
(
V

2

)
.

Potom uspo°ádanou dvojici G = (V,E) nazveme neorientovaný graf, kde V je mno-
ºina vrchol· a E je mnoºina hran. �íslo n = |V (G)| se nazývá °ád grafu. O dvou
vrcholech x, y °íkáme, ºe jsou sousední, pokud {x, y} ∈ E.

Vyjmenujme si n¥které elementární t°ídy graf·:

• Úplný graf Kn: V (Kn) = {1, . . . , n}, E(Kn) =

(
V (Kn)

2

)
• Diskrétní graf Dn: V (Dn) = {1, . . . , n}, E(Dn) = ∅

• Cesta Pn pro n > 2: V (Pn) = {1, . . . , n}, E(Pn) = {{i, i+1}, 1 6 i 6 n−1}

• Kruºnice Cn pro n > 3: V (Cn) = {1, . . . , n},
E(Cn) = {{i, i+ 1}, 1 6 i 6 n− 1} ∪ {n, 1}

• Hv¥zda Sn: V (Sn) = {1, . . . , n}, E(Sn) = {{1, i}, 1 < i 6 n}

Dal²ím d·leºitým pojmem je souvislost grafu. Graf G se nazývá souvislý, pokud
mezi kaºdou dvojicí vrchol· x, y existuje sled, tedy posloupnost hran a vrchol·
(v0, e1, v1, e2, . . . , ek, vk), kde v0 = x, vk = y, vi ∈ V (G) a ei = {vi−1, vi} ∈ E(G).
Délka sledu je rovna £íslu k, tedy po£tu hran ei, které sled tvo°í. Souvislý graf, který
navíc neobsahuje ºádnou kruºnici jako podgraf, se nazývá strom a pouºívá se pro n¥j
ozna£ení T .

Abychom pochopili pojem distan£ního grafu, o kterém tato práce pojednává,
musíme nejprve de�novat, jak se v grafu ur£uje vzdálenost dvou vrchol·.

De�nice 2.2 [4]. Nech´ G je neorientovaný graf a x, y ∈ V (G). Vzdálenost
dG(x, y) vrchol· x, y v grafu G je rovna délce nejkrat²ího sledu mezi t¥mito vrcholy.
Hodnota max

x,y∈G
dG(x, y) se nazývá pr·m¥r a zna£í se diam(G).
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V této práci budou zmín¥ny výsledky mimo jiné i pro bipartitní grafy, které te¤
budeme de�novat. Bipartitním grafem nazveme graf G, pro jehoº mnoºinu vrchol·
V (G) existuje rozd¥lení jejích prvk· do dvou disjunktních mnoºin V1 a V2 takové, ºe
V1 ∪ V2 = V (G) a jehoº mnoºina hran E(G) je tvo°ena pouze hranami {x, y}, kde
x ∈ V1 a y ∈ V2. Pokud navíc kaºdý vrchol z V1 sousedí se v²emi vrcholy z V2, potom
se tento graf nazývá úplný bipartitní.

Dále nade�nujme pojmy barvení graf· a chromatické £íslo grafu, kterým budeme
v¥novat velkou £ást této práce.

De�nice 2.3 [31]. Nech´ G je graf a k ∈ N. Graf G se nazývá k-obarvitelný,
jestliºe existuje zobrazení f : V (G)→ {1, . . . , k} takové, ºe ∀x, y ∈ V (G) : {x, y} ∈
E(G)⇒ f(x) 6= f(y). Zobrazení f se poté nazývá obarvení (respektive k-obravení)
grafu G. Chromatické £íslo (barevnost) grafu G je nejmen²í p°irozené £íslo k,
pro které je G k-obarvitelný a zna£í se χ(G).

Uvedeme zde i chromatická £ísla pro elementární t°ídy graf·:

• Úplný graf Kn: χ(Kn) = n

• Diskrétní graf Dn: χ(Dn) = 1

• Cesta Pn: χ(Pn) = 2

• Kruºnice sudé délky C2k: χ(C2k) = 2

• Kruºnice liché délky C2k+1: χ(C2k+1) = 3

• Hv¥zda Sn: χ(Sn) = 2

• Strom T : χ(T ) = 2

• Bipartitní graf G: χ(G) = 2

Pro kaºdý vrchol v grafu G de�nujme jeho stupe¬ deg(v) jako £íslo, jehoº hod-
nota je rovna po£tu hran v G obsahujících v, respektive po£et vrchol· sousedí-
cích s v. Maximální stupe¬ grafu G, který se zna£í ∆(G), je potom roven hod-
not¥ max

v∈G
deg(v). Pokud mají v²echny vrcholy grafu stupe¬ k, potom se graf nazývá

k-regulární. Na záv¥r tohoto p°ehledu zde uvádíme Brooksovu v¥tu udávající horní
odhad chromatického £ísla pomocí maximálního stupn¥ grafu.

V¥ta 2.4. (Brooks, 1941) Nech´ G je souvislý graf. Pokud G není úplný ani lichá
kruºnice, potom χ(G) 6 ∆(G).

Poznamenejme, ºe pro grafy G, které jsou úplné nebo kruºnice liché délky, je
χ(G) = ∆(G) + 1. Nakonec zmíníme zna£ení dxe a bxc, kterým ozna£íme horní,
respektive dolní celou £ást hodnoty x a které budeme v této práci pouºívat.
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3 Motivace

Problematika distan£ních graf· má své za£átky v následujícím problému: "Jaký je
minimální po£et barev, se kterými lze obarvit v²echny body eukleidovské roviny
tak, aby ºádná dvojice bod· v jednotkové eukleidovské vzdálenosti nem¥la stejnou
barvu?" Pro tento problém zatím nebylo nalezeno kompletní °e²ení. Bylo dokázáno,
ºe je nutno pouºít alespo¬ 4 barvy, ale také, ºe k obarvení sta£í barev 7.

Pro zjednodu²enou obdobu tohoto problému, kterou je barvení vrchol· na p°ímce,
lze první výsledky najít v £lánku [9] od Eggletona a spol. Jelikoº k obarvení vrchol·
na p°ímce posta£í pouze dv¥ barvy, tak byl p°ednesen alternativní problém: "Jaký
je minimální po£et barev, se kterými lze obarvit v²echny body reálné p°ímky tak,
aby ºádná dvojice bod·, jejichº eukleidovská vzdálenost má hodnotu mezi 1 − ε a
1 + ε pro 0 6 ε 6 1, nem¥la stejnou barvu?" Pro ú£ely °e²ení tohoto problému byla
de�nována speciální t°ída graf·.

De�nice 3.1 [9]. Nech´ D je mnoºina kladných reálných £ísel. Ozna£íme jako
G(D) takový graf, jehoº vrcholy jsou v²echny body na reálné p°ímce R1 a kde
vrcholy x a y jsou sousední práv¥ tehdy, kdyº |x − y| ∈ D. Mnoºinu D budeme
nazývat distan£ní mnoºina.

Pro tento typ grafu se za£al pouºívat název distan£ní graf. Je z°ejmé, ºe takto
de�novaný graf má nekone£n¥ mnoho vrchol· i hran. V [9] bylo zkoumáno, jakou
hodnotu má chromatické £íslo distan£ního grafu χ(G(D)) pro r·zné distan£ní mno-
ºiny D. Byly nalezeny výsledky pro χ(G(D)), kde D je uzav°ený interval vzdáleností
〈1, δ〉 ("normalizovaný" tvar p·vodního intervalu 〈1 − ε, 1 + ε〉, p°i£emº δ > 1 je
vhodn¥ zvolené), otev°ený interval (1, δ), p°ípadn¥ také nekone£né sjednocení uza-
v°ených interval·. V neposlední °ad¥ zde byly zmín¥ny výsledky pro mnoºiny D
tvo°ené výhradn¥ p°irozenými £ísly. V tomto p°ípad¥ sta£í omezit mnoºinu vrchol·
p°íslu²ného distan£ního grafu G(D) z R na Z, nebo´ p°i vytvo°ení takového grafu
na mnoºin¥ reálných £ísel by vznikly vrcholov¥ disjunktní komponenty, z nichº by
kaºdá byla izomorfní s daným grafem na celých £íslech. Práv¥ tímto typem distan£-
ních graf· se budeme v na²í práci zabývat.

P°edpokládejme tedy, nebude-li uvedeno jinak, ºe pracujeme s distan£ním grafem
G(D), který má mnoºinu vrchol· V (G(D)) = Z a distan£ní mnoºina D je ve tvaru
D = {d1, d2, . . . }, kde 1 6 d1 6 d2 6 . . . pro v²echna di ∈ N. Bude-li D kone£ná
mnoºina s |D| = k, tak potom bude graf G(D) 2k-regulární.
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4 Odhady chromatických £ísel distan£ních graf·

Podívejme se nyní na n¥které jiº známé výsledky a vlastnosti, které budeme moci vy-
uºít p°i na²ich pozd¥j²ích výzkumech a d·kazech. Nejprve vyslovíme n¥kolik zobec-
¬ujících lemmat a v¥t, které poskytují vhodné hranice pro hodnotu chromatického
£ísla distan£ních graf·.

Lemma 4.1 [37]. Nech´ n ∈ N, D = {d1, d2, . . . , dr} a D′ = {n · d1, n · d2, . . . ,
n · dr}. Potom χ(G(D)) = χ(G(D′)).

Pravdivost tohoto lemmatu vychází ze skute£nosti, ºe graf G(D′) bude mít
v tomto p°ípad¥ n vrcholov¥ disjunktních komponent a kaºdá z nich bude izo-
morfní s G(D). Oba grafy budou tedy mít stejné chromatické £íslo. Omezíme se
tedy na grafy s distan£ní mnoºinou, která je tvo°ena prvky, jejichº nejv¥t²í spole£ný
d¥litel je 1, tedy gcd(D) = 1.

V p°ípad¥, ºe D je tvo°ena po sob¥ jdoucími £ísly od 1 do ur£itého p°irozeného
£ísla m, je ur£ení chromatického £ísla triviální.

Lemma 4.2 [9]. Nech´ m je libovolné p°irozené £íslo a D = {1, 2, . . . ,m}. Potom
χ(G(D)) = m+ 1.

Obarvení f(i) = i (mod m + 1) + 1 je p°ípustné, a proto zde platí χ(G(D)) 6
m + 1. Vrcholy 0 aº m ale indukují úplný podgraf Km+1, a tím pádem navíc platí
χ(G(D)) > m+ 1. Nastane tedy rovnost. Podobným zp·sobem lze dokázat i násle-
dující lemma.

Lemma 4.3 [19]. Nech´ D je kone£ná mnoºina, která neobsahuje ºádný násobek
p°irozeného £ísla k > 2. Potom χ(G(D)) 6 k.

Z tohoto lemmatu lze vyvodit i následující d·leºitý poznatek, díky kterému jsme
schopni stanovit chromatické £íslo velké £ásti t°ídy distan£ních graf·.

Lemma 4.4 [40]. Nech´ D je distan£ní mnoºina, která obsahuje pouze lichá £ísla.
Potom χ(G(D)) = 2.

Ov¥°ení pravdivosti tohoto lemmatu je jednoduché, nebo´ graf s touto distan£ní
mnoºinou je bipartitní, a proto ho lze obarvit dv¥ma barvami. Pro ostatní mnoºinyD
lze ur£it horní hranici chromatického £ísla grafu G(D) pomocí následujícího tvrzení,
které pracuje s násobky p°irozených £ísel.

Tvrzení 4.5 [37]. Nech´ D = {d1, d2, . . . , dr} je kone£ná distan£ní mnoºina.
Potom

χ(G(D)) 6 min
n∈N

n · (|Dn|+ 1),

kde Dn ⊆ D je mnoºina v²ech di, které jsou násobky £ísla n.
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Dal²í velice významnou horní hranici pro chromatické £íslo lze najít v závislosti
na velikosti dané distan£ní mnoºiny.

Lemma 4.6 [19]. Nech´D je kone£ná distan£ní mnoºina p°irozených £ísel. Potom
χ(G(D)) 6 |D|+ 1.

Dal²í výsledky lze najít v publikaci [21], která se p°eváºn¥ zam¥°uje na zkoumání
chromatického £ísla distan£ních graf· s |D| = 4. První tvrzení, které zde budeme
zmi¬ovat, vyuºívá a shrnuje poznatky z lemmat 4.3 a 4.4.

Tvrzení 4.7 [21]. Nech´ D je kone£ná distan£ní mnoºina nesoud¥lných £ísel.
Potom

(a) χ(G(D)) = 2, jsou-li v²echna di ∈ D lichá,

(b) χ(G(D)) 6 3, není-li ºádný prvek D d¥litelný t°emi,

(c) χ(G(D)) = 3, není-li ºádný prvek D d¥litelný t°emi a alespo¬ jeden prvek D
je sudý.

Na základ¥ t¥chto poznatk· se dal²í v¥ty a lemmata zabývají distan£ními mno-
ºinami s nesoud¥lnými prvky, z nichº alespo¬ jeden je sudý nebo d¥litelný t°emi,
p°ípadn¥ obojí. Budeme-li mít mnoºinu D s |D| = r obsahující nesoud¥lné prvky,
z nichº alespo¬ jeden je sudý, tak ur£it¥ bude obsahovat liché i sudé prvky. Díky
tomu bude G(D) obsahovat lichou kruºnici, coº znamená χ(G(D)) > 3. S pomocí
lemmatu 4.6 navíc m·ºeme odvodit, ºe χ(G(D)) 6 r + 1.

Lemma 4.8 [21]. Nech´ D je distan£ní mnoºina s nesoud¥lnými prvky, z nichº
alespo¬ jeden je sudý a |D| = r > 2. Potom 3 6 χ(G(D)) 6 r + 1.

D·sledek 4.9 [21]. Nech´ D je distan£ní mnoºina s nesoud¥lnými prvky, z nichº
alespo¬ jeden je d¥litelný t°emi a práv¥ jeden je sudý. Potom 3 6 χ(G(D)) 6 4.

Horní mez lze v tomto p°ípad¥ ur£it s vyuºitím Tvrzení 4.5, nebo´ zde platí
|D2| = 1. Pro následující d·sledek pouºijeme lemma 4.6.

D·sledek 4.10 [21]. Nech´ D je distan£ní mnoºina s nesoud¥lnými prvky, z nichº
alespo¬ jeden je sudý a |D| = 4. Potom 3 6 χ(G(D)) 6 5.

S t¥mito poznatky lze ur£it chromatické £íslo pro grafy s distan£ní mnoºinou
speciálního tvaru. První p°ípad je, ºe |D| = r a D obsahuje prvních r − 1 po sob¥
jdoucích p°irozených £ísel.

V¥ta 4.11 [21]. Nech´ D = {1, 2, . . . , r − 1, z}, kde z > r. Potom

χ(G(D)) =

{
r z 6≡ 0 (mod r),

r + 1 z ≡ 0 (mod r).
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Druhým p°ípadem je, ºeD obsahuje pouze po sob¥ jdoucí prvky, a je tedy tvo°ena
aritmetickou posloupností s diferencí 1.

V¥ta 4.12 [21]. Nech´ D = {d, d+ 1, . . . , d+ t} a kd < t 6 (k+ 1)d pro d, t ∈ N,
k ∈ Z a k > 0. Potom χ(G(D)) = k + 3.

Pro distan£ní mnoºiny tvo°ené aritmetickou posloupností s libovolnou celo£ísel-
nou nezápornou diferencí lze ur£it chromatické £íslo následovn¥.

V¥ta 4.13 [20]. Nech´ a ∈ N a d ∈ N ∪ {0}. Dále nech´ D = {a, a + d,
a + 2d, . . . } je tvo°ena aritmetickou posloupností, která nemusí být kone£ná. Po-
tom

χ(G(D)) =

 d
|D|−1
a
e+ 2 pokud d = 1,

2 pokud d je sudé nebo |D| = 1,
3 jinak.

Pomocí následující v¥ty lze ur£it chromatické £íslo pro grafy s distan£ní mnoºi-
nou, která je tvo°ená násobky £ísla x ∈ N aº na poslední prvek.

V¥ta 4.14 [22]. Nech´ D = {x, 2x, . . . , nx, y} pro x, y, n ∈ N, kde x > 1, n > 2 a
gcd(x, y) = 1. Potom χ(G(D)) = |D|.

Byly také formulovány v¥ty a tvrzení pro speciální typ distan£ních graf·, jejichº
distan£ní mnoºina je po °ad¥ tvo°ena £ísly od 1 do m s výjimkou k, tedy jedná se
o mnoºinu Dm,k = {1, 2, . . . ,m}\{k}, kde k < m. Graf s touto distan£ní mnoºinou
budeme analogicky zna£it G(Dm,k) a jeho chromatické £íslo jako χ(G(Dm,k)).

Pro grafy s distan£ní mnoºinou tvo°enou £ísly od 2 do m je chromatické £íslo
ur£eno p°esn¥.

V¥ta 4.15 [9]. M¥jme p°irozené £íslo m > 2. Potom χ(G(Dm,1)) = b1
2
(m+ 3)c.

Je-li v posloupnosti £ísel v mnoºin¥ D vynechán prvek 2 místo 1, poté existuje
pro takové distan£ní grafy dolní i horní hranice pro hodnotu chromatického £ísla a
ve vybraných p°ípadech je i tato hodnota ur£ena p°esn¥.

V¥ta 4.16 [9]. M¥jme p°irozené £íslo m > 4. Potom χ(G(Dm,2)) = b1
2
(m + 4)c

kdyº m 6≡ 3 (mod 4), nebo platí 1
2
(m + 3) 6 χ(G(Dm,2)) 6 1

2
(m + 5) kdyº m ≡ 3

(mod 4).

Pro v²echny ostatní grafy G(Dm,k) lze ur£it alespo¬ dolní hranici chromatického
£ísla.

V¥ta 4.17 [9]. M¥jme p°irozená £ísla k,m taková, ºe 1 6 k 6 m. Potom platí

χ(G(Dm,k)) > min

{
m,

[
1

2

(m
k

+ 3
)]
· k
}
.
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V¥ta 4.18 [9]. M¥jme p°irozená £ísla k,m taková, ºe 3 6 k 6 m. Potom platí

χ(G(Dm,k)) > max

{
k,

[
1

2

(
m

k − 1
+ 1

)]
· t
}
,

kde t = 2, pokud k = 3 a t = k − 2, pokud k > 4.

V následujících podkapitolách se zam¥°íme na konkrétní tvary distan£ních mno-
ºin z hlediska kardinality a sloºení.

4.1 Prvo£íselné vzdálenosti

Prvním zkoumaným typem distan£ních graf· byly grafy s distan£ní mnoºinou, která
obsahuje pouze prvo£íselné prvky. Mnoºinu v²ech prvo£ísel budeme zna£it P a v této
podkapitole budeme p°edpokládat, ºe D ⊆ P. Nejprve vyslovíme pro dal²í výsledky
velice d·leºité tvrzení.

Tvrzení 4.19 [9]. M¥jme mnoºinu v²ech prvo£ísel P a distan£ní mnoºinu D =
{2, 3, 5}. Potom platí χ(G(D)) = 4 a χ(G(P)) = 4.

Hlavní my²lenkou d·kazu tohoto tvrzení pro mnoºinu P je rozd¥lení p°iroze-
ných £ísel do £ty° t°íd podle jejich hodnoty v aritmetice modulo 4, p°i£emº £ísla
pat°ící do stejné t°ídy budou obarvená stejnou barvou. Toto obarvení je v G(P)
p°ípustné, nebo´ stejn¥ obarvená £ísla se li²í o násobek £ty°, a proto nebudou
v grafu G(P) sousední, jelikoº ºádné prvo£íslo d¥litelné £ty°mi neexistuje. Bude
proto platit χ(G(P)) 6 4. Jelikoº graf G(2, 3, 5) je podgrafem G(P), tak zárove¬ platí
χ(G(2, 3, 5)) 6 χ(G(P)). V [9] byl v d·kazu vyuºit graf H se speci�ckou struktu-
rou, který je podgrafem G(2, 3, 5) a pro který platí χ(H) = 4. Jeho struktura je
v £lánku podrobn¥ popsána, ale v této práci jsme se rozhodli ji pro její speci�-
citu vynechat. Pro tento d·kaz je d·leºité, ºe χ(H) 6 χ(G(2, 3, 5)), a proto platí
χ(G(2, 3, 5)) = χ(G(P)) = 4.

Jelikoº pracujeme s mnoºinami D ⊂ P a bude tedy podle tvrzení 4.19 platit, ºe
χ(G(D)) 6 4, tak m·ºeme tyto mnoºiny rozd¥lit do t°íd 1, 2, 3 nebo 4 podle hodnoty
χ(G(D)). Ur£it¥ m·ºeme °íct, ºe mnoºina D = ∅ pat°í do t°ídy 1, nebo´ vzniklý
graf bude diskrétní, a kaºdý vrchol tedy lze obarvit stejnou barvou. Dále víme, ºe
jakákoliv jednoprvková mnoºina D = {d1}, kde d1 nemusí nutn¥ být prvo£íslo, pat°í
do t°ídy 2. Vzniklý graf totiº bude tvo°en d1 vrcholov¥ disjunktními cestami a k jeho
obarvení sta£í pouºít dv¥ barvy, které se budou p°i postupném procházení kaºdé
cesty st°ídat. Vybrané distan£ní mnoºiny s v¥t²ím po£tem prvk· lze do jednotlivých
t°íd roz°adit podle následující v¥ty.
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V¥ta 4.20 [9]. Nech´ D ⊂ P a |D| > 2. Potom lze D klasi�kovat následovn¥:

(a) pokud 2 6∈ D, potom je D ve t°íd¥ 2, p°i£emº v opa£ném p°ípad¥ je D
ve t°íd¥ 3 nebo 4;

(b) pokud 2 ∈ D a 3 6∈ D, potom je D ve t°íd¥ 3;

(c) pokud {2, 3} ⊆ D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2 (mod 5)}, potom je D ve t°íd¥ 3;

(d) pokud {2, 3} ⊆ D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2,±3, 7 (mod 14)}, potom je D
ve t°íd¥ 3;

(e) pokud {2, 3, 5} ⊆ D nebo {2, 3, 11, 13} ⊆ D, potom je D ve t°íd¥ 4.

Tato v¥ta o£ividn¥ nepokrývá v²echny mnoºiny D ⊆ P. M·ºeme pomocí ní v²ak
rozt°ídit v²echny dvouprvkové prvo£íselné mnoºiny a v¥t²inu t°íprvkových mnoºin.
Pro zbylé t°íprvkové mnoºiny vyslovíme následující v¥tu.

V¥ta 4.21 [9]. Nech´ p > 5 je prvo£íslo. Potom se mnoºina D = {2, 3, p} nachází
ve t°íd¥ 3.

P°esuneme se ke zkoumání chromatického £ísla distan£ních graf· pro £ty°prv-
kové prvo£íselné distan£ní mnoºiny. Byla snaha najít distan£ní mnoºiny co nejmen²í
velikosti takové, aby platilo, ºe χ(G(D)) = 4. Jak uº víme, tak tomuto popisu od-
povídá jediná t°íprvková distan£ní mnoºina D = {2, 3, 5}, a proto za£al výzkum
mnoºin £ty°prvkových. Bylo zji²t¥no, ºe pro distan£ní mnoºiny se £ty°mi prvky
je χ(G(D)) = 4, pokud obsahují prvo£íselnou dvojici, tedy prvo£ísla p, q taková,
ºe q = p+ 2. Vyslovme následující v¥tu, která dopl¬uje výsledky z v¥t p°edchozích.

V¥ta 4.22 [8]. Nech´ £ísla p, q tvo°í prvo£íselnou dvojici. Potom se mnoºina
D = {2, 3} ∪ {p, q} nachází ve t°íd¥ 4.

Jako reakce na tento výsledek byla v £lánku [10] p°ednesena domn¥nka, ºe pokud
{2, 3} ⊆ D, tak χ(G(D)) = 4 práv¥ tehdy, kdyº D obsahuje prvo£íselnou dvojici.
Ta v²ak byla pozd¥ji vyvrácena v [11], nebo´ bylo zji²t¥no, ºe se v tomto p°ípad¥
nejedná o ekvivalenci. Bylo dokázáno v [8], ºe χ(G(D)) = 4, pokud D obsahuje
prvo£íselnou dvojici, ale opa£ná implikace neplatí, nebo´ existují 4-prvkové mnoºiny
D neobsahující prvo£íselnou dvojici, pro které χ(G(D)) = 4. První takové proti-
p°íklady byly prezentovány v £lánku [40] od Walthera, který se výzkumem tohoto
tématu zabýval.

V¥ta 4.23 [40]. Nech´ p, q ∈ P, p > 7 a q = p + 8. Potom χ(G(2, 3, p, q)) = 4
práv¥ tehdy, kdyº p ∈ {11, 23, 29}.

14



Dal²ích p¥t takových mnoºin lze najít v diserta£ní práci Voigtové.

V¥ta 4.24 [37]. Nech´ D = {2, 3, p, q}, kde p, q ∈ P. Potom χ(G(D)) = 4 práv¥
tehdy, kdyº (p, q) ∈ {(11, 23), (11, 37), (11, 41), (17, 29), (23, 41)}.

Tito dva auto°i následn¥ vydali dal²í publikace v£etn¥ [38], kde bylo dokázáno,
ºe t¥chto osm nalezených distan£ních mnoºin je jediných, pro které je p°i daných
p°edpokladech χ(G(D)) = 4.

V¥ta 4.25 [38]. Nech´D = {2, 3, p, q} je mnoºina prvo£ísel, kde p > 7 a q > p+2.
Potom existuje pouze 8 dvojic (p, q), pro které je χ(G(D)) = 4, konkrétn¥

(p, q) ∈ {(11, 19), (11, 23), (11, 37), (11, 41), (17, 29), (23, 31), (23, 41), (29, 37)}.

Problém ur£ení chromatického £ísla pro prvo£íselné distan£ní mnoºiny s |D| 6 4
je vy°e²en. Pro mnoºiny s v¥t²ím po£tem prvk· v²ak stále z·stává otev°ený. Jediné
zatím známé výsledky lze najít v jiº zmín¥ném £lánku [8] a v publikaci [42].

V¥ta 4.26 [42]. Nech´ D = {2, 3} ∪ {p, p + 8, 2p + 13} ⊆ P, kde p > 3. Potom
χ(G(D)) = 4, pokud jsou p, p+ 8 i 2p+ 13 prvo£ísla.

V¥ta 4.27 [42]. Nech´ D = {2, 3, p1, p2, p3} ⊆ P, kde p1 ≡ ±1 (mod 3),
p2 = p1 + 10 a p3 > p2. Potom χ(G(D)) = 3.

Druhá zmín¥ná v¥ta byla v tom samém £lánku zobecn¥na pro distan£ní mnoºiny
v¥t²í kardinality.

V¥ta 4.28 [42]. Nech´ D = {2, 3} ∪ {pi : pi ∈ P ∧ p1 ≡ ±1 (mod 3) ∧ p2 =
p1 + 10 ∧ pi > p2, i = 3, 4, . . . }. Potom χ(G(D)) = 3.

Stále otev°eným problémem v této oblasti je úkol zjistit, jestli pro kaºdou pevn¥
danou velikost |D| existuje pouze omezený po£et mnoºin D ⊂ P, které neobsahují
prvo£íselnou dvojici a p°esto platí χ(G(D)) = 4, jako je tomu v p°ípad¥ |D| = 4.

4.2 Distan£ní grafy s |D| 6 3

Podívejme se nyní, jaká je hodnota chromatického £ísla v závislosti na velikosti
mnoºiny D. Z p°edchozí podkapitoly uº víme, ºe pro D = ∅ je χ(G(D)) = 1 a
pro jakoukoliv jednoprvkovou mnoºinu D = {d1} je χ(G(D)) = 2. Pro |D| = 2
také není charakterizace sloºitá. Mohou zde nastat pouze t°i moºnosti pro prvky
d1, d2 ∈ D: bu¤ budou oba sudé, oba liché nebo budou opa£né parity. Poslední
zmi¬ovaný p°ípad je pokryt následující v¥tou.

V¥ta 4.29 [9]. Nech´ D = {r, s}, kde r, s jsou nesoud¥lná p°irozená £ísla opa£né
parity, a platí r < s. Potom χ(G(D)) = 3.
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Rovnost je zde dána faktem, ºe hodnota 3 je jak dolní hranicí (existence liché kruº-
nice), tak horní hranicí (viz lemma 4.6). P°ípad, kdy jsou ob¥ £ísla sudá, m·ºeme
díky lemmatu 4.1 p°evést na jeden ze zbylých dvou p°ípad·. Vznikne-li p°ípad £ísel
opa£né parity, tak dle p°edchozí v¥ty platí χ(G(D)) = 3. V p°ípad¥, kdy jsou ob¥
£ísla lichá, víme díky lemmatu 4.4, ºe χ(G(D)) = 2.

Pro |D| = 3 uº nejsou hodnoty chromatického £ísla tak jednozna£né a tato
problematika byla podrobena d·kladn¥j²ímu výzkumu. Dle lemmatu 4.6 zde obecn¥
bude platit χ(G(D)) 6 4. Budou-li v²echna t°i £ísla lichá, tak op¥t dle lemmatu
4.4 víme, ºe χ(G(D)) = 2. Zbývá tedy ur£it, pro jaké mnoºiny D = {d1, d2, d3},
jejichº prvky jsou nesoud¥lné a alespo¬ jeden z nich je sudý, bude χ(G(D)) nabývat
hodnoty 3 nebo 4.

První výsledky pro tyto distan£ní mnoºiny lze najít v £lánku [19] od Chena a
spol., kde byla p°ednesena následující t°i d¥lící kritéria pro vybrané mnoºiny.

V¥ta 4.30 [19]. Nech´ D = {a, b, a+ b}, kde 1 6 a < b a gcd(a, b) = 1. Potom

χ(G(D)) =

{
4 pokud a 6≡ b (mod 3),
3 pokud a ≡ b (mod 3).

V¥ta 4.31 [19]. Nech´ D = {1, 2, c}, kde c > 3. Potom

χ(G(D)) =

{
4 pokud c ≡ 0 (mod 3),
3 pokud c 6≡ 0 (mod 3).

V¥ta 4.32 [19]. Nech´ D = {a, a+ 1, c}, kde a > 2 a c > a+ 2. Potom

χ(G(D)) =

{
4 pokud c = 2a+ 1,
3 pokud c 6= 2a+ 1.

Poznamenejme, ºe p°ípad z v¥ty 4.32, kdy se χ(G(D)) = 4, spadá pod stejný
p°ípad z v¥ty 4.30. Je snadné zjistit, ºe si dané podmínky odpovídají. V²imn¥me si
dále, ºe tyto dv¥ v¥ty také zahrnují p°ípad D = {2, 3, 5}, který je zmín¥n v první
£ásti v¥ty 4.19. Na základ¥ t¥chto t°í výsledk· byla ve stejném £lánku p°ednesena
následující hypotéza.

Hypotéza 4.33 [19]. Nech´ D = {a, b, c}, kde 0 < a < b < c, gcd(a, b, c) = 1
a alespo¬ jedno £íslo z této trojice je sudé. Potom χ(G(D)) = 4 práv¥ tehdy, kdyº
bu¤ c = a+ b a a 6≡ b (mod 3) nebo a = 1, b = 2 a c ≡ 0 (mod 3).
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Touto hypotézou byl motivován vznik £lánku [6]. V n¥m se Deuber a Zhu zabý-
vali obarvením distan£ních graf· na reálných £íslech, které by vyuºívalo maximáln¥
t°i barvy. Tuto metodu poté aplikovali na distan£ní grafy na celých £íslech. Její po-
uºitelnost nejprve demonstrovali na distan£ních grafech s D, kde c 6 2a.

V¥ta 4.34 [6]. Nech´ D = {a, b, c}, kde 0 < a < b < c a c 6 2a. Potom
χ(G(D)) 6 3.

S vyuºitím jejich metody se auto°i dále v £lánku pokusili najít dal²í distan£ní
mnoºiny D, pro které by byl distan£ní graf G(D) 3-obarvitelný. Takové 3-obarvení
existuje nap°íklad v p°ípad¥, ºe b je násobkem a.

V¥ta 4.35 [6]. Nech´ D = {a, b, c}, kde b je násobkem a, c 6= a + b a {a, b} 6=
{1, 2}. Potom χ(G(D)) 6 3.

Pokud navíc c není násobkem a, pak je hodnota χ(G(D)) ur£ena p°esn¥.

Lemma 4.36 [6]. Nech´ D = {a, b, c}, kde b = 2a a c není násobkem a. Potom
χ(G(D)) = 3.

Nakonec byly zmín¥ny i dal²í p°ípady, pro které je moºné dokázat pravdivost
hypotézy 4.33.

V¥ta 4.37 [6]. Nech´ D = {a, b, c} a s = b
gcd(a,b)

. Pokud platí s > 3bc
a(c−2b) a c > 2b,

potom χ(G(D)) 6 3.

D·sledek 4.38 [6]. Nech´ D = {a, b, c}, kde gcd(a, b) = 1, a > 4 a c > 2ab
a−3 .

Potom χ(G(D)) 6 3.

�lánek byl zakon£en poznatkem, ºe Hypotéza 4.33 byla ov¥°ena pro v²echny
p°ípady s výjimkou t¥ch, kdy D = {a, b, c} pro 2a < c < 2b, p°i£emº nejproblema-
ti£t¥j²í se zdají být p°ípady, kdy je trojice a, b, c blízko hodnotám spl¬ujícím rovnost
a+ b = c.

Na konec kapitoly uvádíme výsledky z £lánku [35] od Voigtové, která se proble-
matikou chromatického £ísla t°íprvkových mnoºin zabývala nezávisle na p°edchozích
autorech.

V¥ta 4.39 [35]. Nech´ a, b, c ∈ N taková, ºe a < b < c, c > 9b2− 10b+ 2, alespo¬
jedno z £ísel a, b, c je liché, b ≡ k (mod 3a) pro 0 < k < 2a a gcd(a, b, c) = 1. Dále
nech´ D = {a, b, c}. Potom χ(G(D)) = 3.

V¥ta 4.40 [35]. Nech´ a, b, c ∈ N taková, ºe a < b < c, c > (a + b)2 − (a + 2b),
alespo¬ jedno z £ísel a, b, c je sudé, b ≡ k (mod 3a) pro a < k < 2a a gcd(a, b, c) = 1.
Dále nech´ D = {a, b, c}. Potom χ(G(D)) = 3.
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4.3 Distan£ní grafy s |D| = 4

P°esu¬me se nyní k distan£ním graf·m se £ty°prvkovou distan£ní mnoºinou. Op¥t
díky lemmat·m 4.4 a 4.6 víme, ºe v tomto p°ípad¥ platí 2 6 χ(G(D)) 6 5, p°i-
£emº χ(G(D)) = 2, pokud jsou v²echny prvky D liché a χ(G(D)) > 3, pokud jsou
prvky nesoud¥lné a alespo¬ jeden je sudý (viz d·sledek 4.10). Zárove¬ do tohoto
p°ípadu spadá v¥t²ina výsledk· pro prvo£íselné mnoºiny, o kterých jsme se zmínili
v podkapitole 4.1.

V £lánku [19], ve kterém jsme nalezli p°eváºn¥ v¥ty týkající se t°íprvkových
mnoºin, m·ºeme najít i v¥tu pojednávající o £ty°prvkových mnoºinách.

V¥ta 4.41 [19]. Nech´ x > 5 je liché p°irozené £íslo a D = {2, 3, x, x+2}. Potom
χ(G(D)) = 4.

Tuto v¥tu m·ºeme povaºovat za zobecn¥ní v¥ty 4.22, nebo´ bude-li n prvo£íslo,
tak prvky n a n + 2 mohou tvo°it prvo£íselnou dvojici a práv¥ tento p°ípad jiº
byl pokryt. V souvislosti s výzkumem distan£ních graf· s prvo£íselnými distan£-
ními mnoºinami byla pro d·kaz v¥ty 4.25 vyuºita pomocná v¥ta z £lánku [39]
od Walthera a Voigtové, kterou zde samostatn¥ uvádíme.

V¥ta 4.42 [39]. M¥jme p°irozená £ísla x, s taková, ºe s > 10 a x > s2 − 6s + 3.
Dále nech´ D = {2, 3, x, x+ s}. Potom χ(G(D))) = 3.

První rozsáhlej²í výsledky najdeme v £lánku [21] motivovaném problematikou pr-
vo£íselných distan£ních graf·, který se zabývá p°eváºn¥ práv¥ £ty°prvkovými distan£-
ními mnoºinami. Auto°i se zam¥°ili na zkoumání hodnoty chromatického £ísla graf·
G(D), kde D = {2, 3, x, y}, v závislosti na rozdílu s := y − x, p°i£emº se s ohle-
dem na výsledky z v¥ty 4.42 omezili na hodnoty s < 10. Nejprve bylo dokázáno,
ºe pro dostate£n¥ velké hodnoty x bude χ(G(D) = 3, p°i£emº mezní hodnota x
se pro r·zná s m¥ní.

V¥ta 4.43 [21]. Nech´ D = {2, 3, x, x + s}, kde x > 3. Potom χ(G(D)) = 3,
nastává-li jedna z následujících moºností:

(a) s = 1 a x > 21,

(b) s = 4, 5 a x > 17,

(c) s = 6 a x > 16,

(d) s = 7 a x > 40,

(e) s = 8 a x > 92,

(f) s = 9 a x > 19.
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Pro zbylé hodnoty x > 3 a hodnoty s = 1, 4, 5, . . . , 9 auto°i nejprve s pomocí po-
£íta£e ur£ili, jestli jsou dané grafy 3-obarvitelné. U graf·, které nejsou 3-obarvitelné,
se poda°ilo najít 4-obarvení. V tabulce 1 jsou uvedeny hodnoty x > 3 takové, ºe
pro s = 1, 4, 5, . . . , 9 je χ(G(2, 3, x, x+ s)) = 4.

s x
1 4, 5, 10
4 5, 6
5 5
6 5
7 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 17, 22
8 4, 5, 6, 9, 10, 11, 13, 15, 18, 19, 23, 24, 28, 29, 33, 37, 42, 47
9 4, 5, 10

Tabulka 1: [21] Hodnoty x, pro které je χ(G({2, 3, x, x+s})) = 4 v závislosti na hod-
not¥ s.

P°ípady, kdy s = 2 nebo s = 3, byly °e²eny samostatn¥. První zmi¬ovaný p°ípad
je pokrytý v¥tou, která roz²i°uje poznatky zaznamenané ve v¥t¥ 4.41.

V¥ta 4.44 [21]. Nech´ x > 3 je p°irozené £íslo a D = {2, 3, x, x+ 2} je distan£ní
mnoºina. Potom

χ(G(D)) =

{
3 x ≡ 2 (mod 6),
4 jinak.

V následující v¥t¥ najdeme hodnoty χ(G(D)) pro takové mnoºiny D, kde s = 3,
£ímº máme nalezené hodnoty chromatického £ísla ve v²ech p°ípadech pro s < 10.

V¥ta 4.45 [21]. Nech´ D = {2, 3, x, x+ 3}. Potom

(a) χ(G(D)) = 3 práv¥ tehdy, kdyº x ≡ 3 (mod 9),

(b) χ(G(D)) = 4 práv¥ tehdy, kdyº x 6≡ 3 (mod 9) a x 6= 5,

(c) χ(G(D)) = 5 práv¥ tehdy, kdyº x = 5.

Zam¥°me se v této v¥t¥ na p°ípad (c). Ten °íká, ºe jedinou mnoºinou tvaru
D = {2, 3, x, x + 3}, pro kterou je χ(G(D)) = 5, je mnoºina {2, 3, 5, 8}. Je vi-
d¥t, ºe se jedná i o jedinou takovou mnoºinu ve tvaru D = {2, 3, x, x + s}, kde
s < 10. Byla vznesena hypotéza, ºe tato mnoºina je zárove¬ jedinou mnoºinou
tvaru D = {2, 3, x, y}, kde 3 < x < y, pro kterou je χ(G(D)) = 5. Na konci
této podkapitoly se p°esv¥d£íme o její správnosti. Mezitím si m·ºeme v²imnout, ºe
{2, 3, 5, 8} se skládá z dvojice prvk· (3, 5), jejich sou£tu (8) a jejich rozdílu (2). Práv¥
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distan£ním mnoºinám se strukturou {x, y, x + y, y − x} je v¥nována poslední £ást
tohoto £lánku. Dovolíme si poznamenat, ºe dote¤ jsme p°i notaci distan£ních mno-
ºin trvali na rostoucím uspo°ádání jejich prvk·. V tomto p°ípad¥ od této podmínky
pro p°ehlednost upustíme. Hlavní výsledek uvádíme v následující v¥t¥.

V¥ta 4.46 [21]. Nech´ D = {x, y, x+ y, y−x}, kde x, y jsou nesoud¥lná a x < y.

(a) Mají-li x a y opa£nou paritu, potom χ(G(D)) = 4.

(b) Je-li x = 1 a y ≡ 1 (mod 2), potom χ(G(D)) = 5.

P°ípad, kdy x a y jsou ob¥ lichá a x > 1, z·stal otev°ený. Auto°i p°edpokládali,
ºe pro takové distan£ní mnoºiny bude χ(G(D)) = 5, ale tuto hypotézu ov¥°ili pouze
pro vybrané p°ípady, kde x = 3 nebo x = 5. Významného výsledku pro £ty°prvkové
mnoºiny dosáhli Barajas a Serra v [1], kdyº dokázali, ºe existují pouze dva tvary
£ty°prvkových distan£ních mnoºin, pro které je χ(G(D)) = 5.

V¥ta 4.47 [1]. Nech´ D = {a, b, c, d}. Potom χ(G(D)) = 5 práv¥ tehdy, kdyº je
spln¥na jedna z následujících podmínek:

1. D = {1, 2, 3, 4n}, n ∈ N,

2. D = {a, b, a+ b, a+ 2b}, kde a ≡ 0 (mod 2) a b ≡ 1 (mod 2).

Podrobný pr·zkum zbylých £ty°prvkových mnoºin ve tvaru D = {2, 3, x, y} na-
jdeme v £lánku [5]. Autorky v n¥m ur£ují hodnoty chromatického £ísla v závislosti
na existenci ur£itého prvku v D. Následující dv¥ v¥ty se týkají mnoºin D, které jako
jeden prvek z dvojice x, y obsahují 4, 6 nebo 10. Poznamenejme, ºe poslední prvek
v mnoºin¥ D, pro který budeme v následujících v¥tách pouºívat zna£ení k, nemusí
být nutn¥ nejv¥t²í prvek D.

V¥ta 4.48 [5]. Nech´ D = {2, 3, 6, k}, kde k > 4. Potom

χ(G(D)) =

{
4 pokud k ≡ 0,±1,±4 (mod 9),
3 jinak.

V¥ta 4.49 [5]. Nech´ D je ve tvaru {2, 3, 4, k} nebo {2, 3, 10, k}, kde k > 5.
Potom

χ(G(D)) =

{
4 pokud k ≡ 0,±1 (mod 6),
3 jinak.
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P°ípad, kdy 5 ∈ D, lze pomocí minulých výsledk· kompletn¥ popsat. Díky
v¥t¥ 4.19 víme, ºe χ(G(2, 3, 5)) = 4, a proto pro v²echna k ∈ N bude hodnota
χ(G({2, 3, 5, k})) rovna bu¤ 4, nebo 5. Díky v¥t¥ 4.47 navíc víme, ºe D = {2, 3, 5, 8}
je jediná distan£ní mnoºina tohoto tvaru, pro kterou je χ(G(D)) = 5, a pro v²echna
k 6= 8 je proto χ(G(2, 3, 5, k)) = 4. Tato vlastnost platí mimo jiné i pro mnoºinu
D = {2, 3, 5, 15}, která je navíc jediným p°ípadem, kdy χ(G(2, 3, x, x + 10)) = 4,
coº °íká následující v¥ta.

V¥ta 4.50 [5]. Nech´ D = {2, 3, x, x+ 10}, kde x > 4. Potom

χ(G(D)) =

{
4 pokud x = 5,
3 jinak.

Pro dále probírané mnoºiny, které obsahují n¥jaký pevn¥ daný prvek x, závisí
hodnota chromatického £ísla na velikosti rozdílu posledních dvou prvk·. Je-li rozdíl
dostate£n¥ malý, potom se hodnota chromatického £ísla zvy²uje. V následujících
v¥tách se zam¥°íme na p°ípady, pro které je χ(G(D)) = 3.

V¥ta 4.51 [5]. Nech´ D = {2, 3, x, x + s}, kde x = 7, 8 a s > 11. Potom
χ(G(D)) = 3.

Význam dostate£n¥ velkého rozdílu posledních dvou prvk· je demonstrován
i v následující v¥t¥, která °íká, ºe χ(G(D)) = 3 za p°edpokladu, ºe y je alespo¬
dvakrát tak velké jako x.

V¥ta 4.52 [5]. Nech´ D = {2, 3, x, y}, kde 12 6 x < y a x 6= 15, 16. Pokud je
y > 2x, potom χ(G(D)) = 3.

V následující v¥t¥ jsou pokryty n¥které dal²í p°ípady s malými hodnotami x,
pro které platí χ(G(D)) = 3.

V¥ta 4.53 [5]. Nech´ D = {2, 3, x, y}. Potom χ(G(D)) = 3 v následujících
p°ípadech:

(a) x = 9 a y > 36,

(b) x = 11 a y > 66,

(c) x = 15 a y > 60,

(d) x = 16 a y > 48.

V p°ípad¥, ºe jsou prvky x, y dostate£n¥ velké s dostate£n¥ velkým rozdílem, lze
také ur£it p°esnou hodnotu chromatického £ísla.

V¥ta 4.54 [5]. Nech´ D = {2, 3, x, x + s}, kde s > 11 a x > 53. Potom
χ(G(D)) = 3.
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P°i podrobném zkoumání v¥t z této podkapitoly dojdeme k záv¥ru, ºe jsme
schopni ur£it chromatické £íslo v²ech distan£ních graf·, kde D = {2, 3, x, y} s vý-
jimkou p°ípad·, kdy:

• x = 9 a 20 6 y 6 36,

• x = 11 a 22 6 y 6 66,

• x ∈ {12, 13, 14} ∪ {17, 18, . . . , 52} a x+ 11 6 y 6 2x,

• x = 15 a 26 6 y 6 60,

• x = 16 a 27 6 y 6 48.

Pro tyto zbývající mnoºiny byl v [5] proveden test 3-obarvitelnosti. U t¥ch, které
tímto testem nepro²ly, je jasné, ºe pro p°íslu²ný graf G(D) platí χ(G(D)) = 4. V ná-
sledující v¥t¥ jsou tyto mnoºiny vypsány. M·ºeme si v²imnout, ºe se v tomto vý£tu
objevuje p¥t mnoºin tvo°ených pouze prvo£ísly, pro které byla hodnota χ(G(D)) = 4
dokázána uº v £lánku [38], který jsme zmi¬ovali v podkapitole 4.1. Jedná se o mno-
ºiny, kde (x, y) ∈ {(11, 23), (11, 37), (11, 41), (17, 29), (23, 41)}.

V¥ta 4.55 [5]. Nech´ D = {2, 3, x, x + s}, kde x > 9, x 6= 10 a s > 11. Potom
bu¤ χ(G(D)) = 3 nebo platí χ(G(D)) = 4, pokud má dvojice (x, x + s) jeden
z následujících tvar·:

(9, 23), (11, 23), (11, 27), (11, 28), (11, 32), (11, 37), (11, 41), (11, 46), (15, 35),

(15, 41), (16, 37), (17, 29), (18, 31), (23, 36), (23, 41), (24, 37), (28, 41).

Na konci tohoto £lánku je sepsáno shrnutí v²ech doposud známých výsledk·
pro mnoºiny D = {2, 3, x, y}, které zde také uvedeme. Platí, ºe χ(G(D)) = 5 ⇔
D = {2, 3, 5, 8}. Mnoºiny tohoto typu, pro které je χ(G(D)) = 4, jsou uvedeny
v tabulkách 2 a 3. Pro ostatní mnoºiny typu {2, 3, x, y} platí, ºe χ(G(D)) = 3.

V tuto chvíli jsme tedy schopni ur£it £ty°prvkové distan£ní mnoºiny, pro které
χ(G(D)) = 5 a je-liD = {2, 3, x, y}, kde 3 < x < y, tak také m·ºeme s jistotou ur£it,
jestli χ(G(D)) = 3 nebo χ(G(D)) = 4. Aº na n¥kolik výsledk·, které jsou uvedeny
v úvodu kapitoly 4 a na konci podkapitoly 4.1, nebyly zatím distan£ní mnoºiny v¥t²í
kardinality zkoumány.
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s x
1 4, 5, 10
2 x 6≡ 2 (mod 6)
3 x 6≡ 3 (mod 9), x 6= 5
4 5, 6
5 5
6 5
7 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 17, 22
8 4, 5, 6, 9, 10, 11, 13, 15, 18, 19, 23, 24, 28, 29, 33, 37, 42, 47
9 4, 5, 10
10 5

Tabulka 2: [5] Hodnoty s 6 10 a p°íslu²né hodnoty x takové, ºe pro mnoºinu D =
{2, 3, x, x+ s} platí χ(G(D)) = 4.

x y
4, 10 y ≡ 0,±1 (mod 6)

5 v²echna kladná £ísla y > 5
6 y ≡ 0,±1,±4 (mod 9)

x > 7, x 6= 10 (x, y) ∈ {(9, 23), (11, 23), (11, 27), (11, 28), (11, 32), (11, 37),
(11, 41), (11, 46), (15, 35), (15, 41), (16, 37), (17, 29), (18, 31),
(23, 36), (23, 41), (24, 37), (28, 41)}

Tabulka 3: [5] Hodnoty x a p°íslu²né hodnoty y > 11 takové, ºe pro mnoºinu D =
{2, 3, x, y} platí χ(G(D)) = 4.

4.4 Kone£nost chromatického £ísla

Díky lemmatu 4.6 víme, ºe pokud má distan£ní mnoºina D kone£ný po£et prvk·,
tak chromatické £íslo distan£ního grafu G(D) bude také kone£né, nebo´ jeho horní
hranice je v tomto p°ípad¥ daná hodnotou |D| + 1. V této kapitole se zam¥°íme
na p°ípady, kdy D má nekone£n¥ mnoho prvk·, ale χ(G(D)) je p°esto kone£né.

V [36] bylo dokázáno tvrzení, ºe pro distan£ní graf G(D) s distan£ní mnoºinou
D = {d1, d2, . . . }, kde di+1 > di, je chromatické £íslo kone£né, pokud existuje index
i0 takový, ºe ∀i > i0 : di+1 > (di + 1) · (di + 2). V [30] byla p°ednesena p°esn¥j²í
charakteristika, která °íká, ºe pokud inf{di+1

di
| i = 1, 2, . . . } > 1, tak bude chroma-

tické £íslo kone£né a je-li r·st prvk· v distan£ní mnoºin¥ i jen lehce pomalej²í neº
exponenciální, nebude moºné daný distan£ní graf obarvit kone£ným po£tem barev.

V následujících v¥tách je popsán proces ur£ení horního odhadu chromatického
£ísla v p°ípad¥, ºe bude kone£né.
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V¥ta 4.56 [30]. Nech´ D = {d1, d2, . . . } je nekone£ná distan£ní mnoºina taková,
ºe existuje celé £íslo r > 3 a di+1 > 2r−2

r−2 · di pro v²echna i > 1. Potom existuje
p°ípustné obarvení grafu G(D)) o r barvách.

Vhodným dosazením za r a s vyuºitím multiplikativních vlastností chromatic-
kého £ísla pro sjednocení graf· se shodnou mnoºinou vrchol· lze vyslovit následující
v¥tu.

V¥ta 4.57 [30]. Nech´ k je p°irozené £íslo. Pokud D = {d1, d2, . . . } je distan£ní

mnoºina taková, ºe di+1 > 4
1
k · di pro v²echna i > 1, potom je G(D) 3k-obarvitelný

a pokud di+1 > 3
1
k · di pro v²echna i > 1, potom je G(D) 4k-obarvitelný.

Vhodnou volbou k v obou p°ípadech dostáváme horní odhad chromatického £ísla,

který je e
(ln 3)(ln 4)

ln q , kde q = inf{di+1

di
} je dostate£n¥ blízko jedné. Pouºijeme-li zá-

pis q = 1 + ε a vyuºijeme-li skute£nosti, ºe ln(1+ε)
ε
→ 1 pro ε → 0, zjistíme, ºe

pro distan£ní graf G(D) existuje v tomto p°ípad¥ p°ípustné obarvení o nejvý²e

4.586
1
ε barvách pro ε dostate£n¥ blízké nule. Z této v¥ty proto vyplývá podmínka

kone£nosti chromatického £ísla.

D·sledek 4.58 [30]. Nech´ D = {d1, d2, . . . } je nekone£ná distan£ní mnoºina.
Platí-li inf{di+1

di
} > 1, potom je chromatické £íslo grafu G(D) kone£né. Obecn¥ji

platí, ºe chromatické £íslo grafu G(D) je kone£né, pokud inf{di+k

di
} > 1 pro n¥jaké

p°irozené £íslo k.

Následující v¥ta navíc dokazuje, ºe pro zaji²t¥ní kone£nosti chromatického £ísla
distan£ního grafu je exponenciální r·st prvk· distan£ní mnoºiny nejen posta£ující,
ale navíc i nutný.

V¥ta 4.59 [30]. Nech´ ε1 > ε2 > . . . je posloupnost kladných reálných £ísel, která
libovoln¥ rychle konverguje k nule. Potom existuje distan£ní mnoºina D taková, ºe
di+1 > (1 + εi) · di pro v²echna i > 1, ale graf G(D) není obarvitelný kone£ným
po£tem barev.

4.5 Periodická obarvení

Najdeme-li p°ípustné obarvení distan£ního grafu, m·ºe se stát, ºe toto obarvení bude
periodické. To znamená, ºe ho lze popsat pomocí ur£ité elementární posloupnosti
barev po sob¥ jdoucích vrchol·, která se v obarvení dal²ích vrchol· opakuje. Nech´
f : Z → {f1, . . . , fk} je obarvení distan£ního grafu G(D). Toto obarvení se nazývá
periodické s periodou p, pokud platí f(v) = f(v + p) pro v²echna v ∈ Z. Libo-
volné p-periodické obarvení budeme zna£it [fi1 , fi2 , . . . , fip ], kde ∀j ∈ {1, . . . , p} :
ij ∈ {1, . . . , k} a fi1fi2 . . . fip je elementární opakující se posloupnost barev, kterou

24



nazveme vzor. V p°ípad¥, ºe se v rámci vzoru bude ur£itá podsekvence m barev
opakovat r-krát po sob¥, budeme pouºívat ozna£ení (fi1 , . . . , fim)r. Nap°íklad vzor
[1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 4] budeme moci zapsat jako [(1, 2)2, 3, (1, 2)3, 4].

Periodická obarvení pro prvo£íselné distan£ní grafy jsou podrobn¥ zkoumána
v £lánku [8], ve kterém Eggleton a spol. navázali na své výsledky z [9]. Uve¤me
na za£átek jeden triviální poznatek.

V¥ta 4.60 [8]. Nech´ D ⊆ P je kone£ná. Potom má-li G(D) p°ípustné k-obarvení,
potom má p°ípustné periodické k-obarvení.

D·sledkem této v¥ty je skute£nost, ºe pro kaºdou kone£nou distan£ní mnoºinu
D ⊂ P lze ur£it χ(G(D)) v kone£ném £ase pomocí rozhodovacího algoritmu, který
pro dané periodické obarvení ur£uje, jestli je p°ípustné. Budeme-li de�novat hodnoty
q a k, kde q = max(D) a χ(G(D)) 6 k, tak m·ºeme jednodu²e ov¥°it, ºe kaºdé
p°ípustné periodické obarvení G(D) bude mít periodu 6 q · kq. D·kaz této v¥ty je
zaloºen na "pidgeon-hole" principu.

�ekneme, ºe dv¥ obarvení jsou ekvivalentní, jestliºe z jednoho lze vhodnou
translací obarvených vrchol· a prohozením jednotlivých barev získat jiné. Dále bu-
deme de�novat pojem chromatické obarvení. Bude se jednat o libovolné p°ípustné
obarvení grafu G(D), které pouºívá práv¥ χ(G(D)) barev. P°edchozí v¥tu lze tedy
pochopit i tak, ºe kaºdý distan£ní graf s kone£nou prvo£íselnou distan£ní mnoºinou
bude mít periodické chromatické obarvení.

V¥ta 4.61 [8]. Kaºdé chromatické obarvení grafu G(D) je periodické, pokud je
spln¥n jeden z následujících p°ípad·:

(i) χ(G(D)) 6 2,

(ii) χ(G(D)) = 3 a zárove¬ {2, p, p + 2} ⊆ D, kde p a p + 2 tvo°í prvo£íselnou
dvojici,

(iii) χ(G(D)) = 4 a zárove¬ {2, 3, 5, 7} ⊆ D.

U v²ech t°í p°ípad· lze navíc ur£it, jakou budou mít tato chromatická obarvení
periodu.

D·sledek 4.62 [8]. Nech´ χ(G(D)) = 2 a q := min(D). Potom má kaºdé chro-
matické obarvení grafu G(D) periodu 2 nebo 2q.

D·sledek 4.63 [8]. Nech´ χ(G(D)) = 3 a {2, p, p + 2} ⊆ D, kde p a p + 2 tvo°í
prvo£íselnou dvojici. Potom má kaºdé chromatické obarvení grafu G(D) periodu
rovnou n¥kterému d¥liteli p− 2.
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D·sledek 4.64 [8]. Nech´ χ(G(D)) = 4 a {2, 3, 5, 7} ⊆ D. Potom má kaºdé
chromatické obarvení grafu G(D) periodu 4.

Z libovolného chromatického obarvení lze pomocí p°ebarvení libovolného vrcholu
n¥jakou dosud nevyuºitou barvou vytvo°it p°ípustné obarvení o χ(G(D))+1 barvách.
Tento triviální poznatek lze zobecnit, £ímº dostáváme následující v¥tu.

V¥ta 4.65 [8]. Nech´ G(D) je distan£ní graf, který má p°ípustné k-obarvení.
Potom má G(D) neperiodické p°ípustné (k + 1)-obarvení.

V dal²ích v¥tách se podíváme na vlastnosti chromatických 3-obarvení prvo£ísel-
ných distan£ních graf·. Podle v¥ty 4.20 víme, ºe aby χ(G(D)) = 3, tak potom musí
mnoºina D ⊆ P obsahovat prvek 2 a alespo¬ jedno dal²í prvo£íslo. Pokud takto
sestavená mnoºina D neobsahuje prvek 3, potom lze graf G(D) obarvit s vyuºitím
periodického obarvení [1, 2, 3]. V následujících v¥tách budeme proto p°edpokládat,
ºe {2, 3} ⊆ D.

Na za£átek zmíníme jeden zajímavý poznatek, který nám pom·ºe charakterizovat
periodická chromatická obarvení t¥chto distan£ních graf·.

Lemma 4.66 [8]. M¥jme distan£ní mnoºinu D takovou, ºe {2, 3} ⊆ D a
χ(G(D)) = 3. Potom kaºdé chromatické obarvení grafu G(D) bu¤ obsahuje t°i
po sob¥ jdoucí vrcholy v, v + 1, v + 2 s odli²nými barvami, nebo má periodu 6.

V p°ípad¥, ºe ºádné t°i po sob¥ jdoucí vrcholy nebudou mít vzájemn¥ r·zné
barvy, potom lze pouze pouºít obarvení [1, 1, 2, 2, 3, 3]. Jelikoº ale má být chroma-
tickým obarvením, tak je pouºitelné pouze v p°ípad¥, ºe D obsahuje pouze prvky
2 a 3.

Lemma 4.67 [8]. M¥jme distan£ní graf G(D) takový, ºe [1, 1, 2, 2, 3, 3] je jeho
chromatickým obarvením. Potom D = {2, 3}.

Naopak, pokud najdeme v takovém chromatickém obarvení t°i po sob¥ jdoucí vr-
choly se vzájemn¥ r·znými barvami, potom jeho vzor nutn¥ musí obsahovat posloup-
nost barev . . . 1, 2, 2, 3, 1, 1, 2 . . . nebo její ekvivalent. Tuto skute£nost lze jednodu²e
ov¥°it, pokud zvolíme t°i po sob¥ jdoucí vrcholy, obarvíme kaºdý jinou barvou a
potom ur£íme barvy vrchol· v jejich okolí s vyuºitím podmínky, ºe {2, 3} ⊆ D.

V¥ta 4.68 [8]. M¥jme distan£ní mnoºinu D takovou, ºe {2, 3} ⊆ D a
χ(G(D)) = 3. Potom je kaºdé chromatické obarvení grafu G(D) ekvivalentní bu¤
k obarvení [. . . , 1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, . . . ], nebo k obarvení [1, 1, 2, 2, 3, 3]. Druhý p°ípad
nastává pouze, pokud D = {2, 3}.

Odsud lze odvodit, ºe pokud bude mít dané chromatické obarvení periodu 6,
tak se musí jednat o obarvení [1, 1, 2, 2, 3, 3] grafu G(2, 3) nebo ekvivalent tohoto
obarvení.
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D·sledek 4.69 [8]. M¥jme distan£ní mnoºinu D takovou, ºe {2, 3} ⊆ D,
χ(G(D)) = 3 a G(D) má chromatické obarvení s periodou 6. Potom D = {2, 3}
a kaºdé chromatické obarvení G(D) s periodou 6 je ekvivalentní k [1, 1, 2, 2, 3, 3].

Otázka chromatického obarvení s periodou 6 je tedy vy°e²ena. Zam¥°me se nyní
na druhý p°ípad, kdy vzor periodického obarvení obsahuje podsekvenci . . . 1, 2, 2, 3, 1,
1, 2 . . . . Mohlo by se zdát, ºe v²echna ostatní chromatická obarvení graf· G(D), kde
{2, 3} ⊆ D, musí mít nutn¥ periodu v¥t²í nebo rovnou 7. Kdyº se v²ak podíváme
na zmín¥nou podsekvenci, tak vidíme, ºe jak první dva, tak poslední dva prvky jsou
1, 2. Tím pádem se mohou poslední dva prvky brát jako za£átek dal²í kopie vzoru,
£ímº získáme obarvení [1, 2, 2, 3, 1].

V¥ta 4.70 [8]. Nech´ {2, 3} ⊆ D. Pokud má G(D) periodické 3-obarvení, potom
má toto obarvení periodu alespo¬ 5. Dále platí, ºe G(D) má periodické 3-obarvení
s periodou 5 práv¥ tehdy, kdyº D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2 (mod 5)}, a kaºdé takové
3-obarvení je ekvivalentní k [1, 2, 2, 3, 1].

Pro dal²í v¥ty budeme de�novat následující d·leºité pojmy. Chromatickou peri-
odou π(D) nazveme £íslo odpovídající nejmen²í moºné period¥ chromatického obar-
vení grafu G(D). Hodnoty π(D) pro distan£ní grafy, které mají kone£nou distan£ní
mnoºinu a chromatické £íslo χ(G(D)) = k, budou tvo°it mnoºinu, kterou nazveme
spektrum. Budeme ho zna£it spec(k) := {π(D) : D ⊂ P, |D| <∞, χ(G(D)) = k}.

S vyuºitím jiº známých fakt· lze odvodit vzhled n¥kterých spekter. Platí, ºe
spec(1) = {1}, nebo´ jediný distan£ní graf obarvitelný jednou barvou je diskrétní
graf a v n¥m jsou v²echny vrcholy obarvené stejnou barvou, coº lze vnímat jako pe-
riodické obarvení s periodou 1. Z d·kazu Tvrzení 4.19 víme, ºe kaºdý distan£ní graf,
kde D ⊆ P, lze obarvit tak, ºe postupn¥ obarvujeme jednotlivé vrcholy pomocí £ty°
barev podle vzoru [1, 2, 3, 4]. Proto platí, ºe spec(4) = {4}. Nakonec lze jednodu²e
ur£it, ºe spec(2) = {2, 4}. Pokud D obsahuje pouze liché prvky, potom lze G(D)
obarvit dv¥ma barvami, které se budou postupn¥ st°ídat, coº je obarvení s periodou
2. Dal²í 2-obarvitelné distan£ní grafy jsou grafy s jednoprvkovou distan£ní mnoºi-
nou. Pokud je v²ak tento prvek lichý, tak je pokrytý p°edchozím p°ípadem. Sudá
£ísla s výjimkou 2 nejsou prvo£ísla, a proto je nebudeme brát v úvahu. Graf G(2)
lze obarvit obarvením se vzorem [1, 1, 2, 2], a proto je 4 druhým a posledním prvkem
spec(2).

Jelikoº zkoumáme chromatická 3-obarvení, bude nás zajímat, jak vypadá spec(3).
Ur£it¥ bude obsahovat prvek 3, nebo´ takovou chromatickou periodu mají v²echny
distan£ní grafy, u kterých 3 6∈ D. Dále podle p°edchozí v¥ty víme, ºe ostatní 3-
obarvitelné distan£ní grafy s kone£nou mnoºinou D mají chromatickou periodu ale-
spo¬ 5. Navíc jsme jiº schopni ur£it distan£ní grafy, pro které je tato perioda p°ímo
5 (nap°íklad G(2, 3, 7)), takºe i prvek 5 pat°í do spec(3). V následujících v¥tách
jsou sepsána periodická 3-obarvení s periodou 6 15 a distan£ní grafy, pro které jsou
p°ípustná.
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V¥ta 4.71 [8]. Nech´ {2, 3} ⊆ D. Pokud má G(D) periodické 3-obarvení, potom
má toto obarvení chromatickou periodu 5 nebo alespo¬ 9. Dále platí, ºe G(D) má
periodické 3-obarvení s periodou 9 práv¥ tehdy, kdyº D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2,±3
(mod 9)}, a kaºdé takové 3-obarvení je ekvivalentní k [1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 3, 3].

Z v¥ty 4.68 a jejího d·sledku víme, ºe jediný distan£ní graf s 3-obarvením o pe-
riod¥ 6 je graf s D = {2, 3}. Tato mnoºina v²ak spl¬uje podmínky pro 3-obarvení
o period¥ 5 z v¥ty 4.70. �íslo 6 tedy nep°edstavuje hodnotu chromatické periody
ºádného uvaºovaného distan£ního grafu, a proto tento prvek nebude ani sou£ástí
spec(3). To samé platí i pro prvky 7 a 8, av²ak zde je tato skute£nost dána podmín-
kou existence barevné posloupnosti . . . 1, 2, 2, 3, 1, 1, 2 . . . ve vzoru obarvení, která
ºádné obarvení o period¥ 7 nebo 8 nepovoluje.

D·sledek 4.72 [8]. M¥jme distan£ní mnoºinu D takovou, ºe {2, 3} ⊆ D a
χ(G(D)) = 3. Potom neexistuje ºádné chromatické obarvení G(D) s periodou 7
nebo 8.

�íslo 9 je chromatickou periodou nap°íklad grafuG(2, 3, 11), takºe je také prvkem
spec(3). Zatím tedy víme, ºe spec(3) = {3, 5, 9, . . . }, a pokusíme se zjistit, jaká dal²í
£ísla 6 15 do n¥j pat°í. V dal²í v¥t¥ jsou charakterizovány distan£ní grafy s 3-
obarvením o period¥ 10.

V¥ta 4.73 [8]. Nech´ {2, 3} ⊆ D. Potom má G(D) periodické 3-obarvení s perio-
dou 10 práv¥ tehdy, kdyº D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2 (mod 5)}, a kaºdé takové 3-obarvení
je ekvivalentní k [1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 3].

V²imn¥me si, ºe i p°esto, ºe existuje 3-obarvení zde zkoumaných distan£ních
graf· s periodou 10, tak toto £íslo není prvkem spec(3). Toto obarvení je totiº
p°ípustné pro grafy, pro které jiº bylo ve v¥t¥ 4.70 de�nováno 3-obarvení s periodou
5, která je zárove¬ i chromatickou periodou t¥chto graf·. To znamená, ºe neexistuje
ºádná distan£ní mnoºina, jejíº chromatickou periodou by bylo £íslo 10.

D·sledek 4.74 [8]. �íslo 10 není prvkem spec(3).

Existují i 3-obarvení distan£ních graf· o period¥ 11, p°i£emº tato hodnota bude
dal²ím prvkem spec(3). P°íkladem grafu, pro který je chromatickou periodou £íslo
11, je distan£ní graf G(2, 3, 19).

V¥ta 4.75 [8]. Nech´ {2, 3} ⊆ D. Pokud má G(D) periodické 3-obarvení, potom
má toto obarvení periodu 5, 9 nebo alespo¬ 11. Dále platí, ºe G(D) má periodické
3-obarvení s periodou 11 práv¥ tehdy, kdyº D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2,±3 (mod 11)},
a kaºdé takové 3-obarvení je ekvivalentní k [1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 1].

28



Podobn¥ jako v p°ípad¥ £ísel 7 a 8 nebudou do spec(3) pat°it ani 12 a 13. �íslo
14 do tohoto spektra pat°it bude, nebo´ existují 3-obarvení o period¥ 14 a v p°ípad¥
vybraných graf· jako nap°íklad G(2, 3, 59) se jedná o chromatickou periodu.

V¥ta 4.76 [8]. Nech´ {2, 3} ⊆ D. Pokud má G(D) periodické 3-obarvení, potom
má toto obarvení periodu maximáln¥ 11 nebo alespo¬ 14. Dále platí, ºe G(D) má
periodické 3-obarvení s periodou 14 práv¥ tehdy, kdyº D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2,±3, 7
(mod 14)}, a kaºdé takové 3-obarvení je ekvivalentní k

[1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 3, 3].

Nakonec se budeme zabývat existencí 3-obarvení o period¥ 15. V tomto p°ípad¥
jsme schopni najít dokonce 3 r·zná p°ípustná obarvení a jejich ekvivalenty.

V¥ta 4.77 [8]. Nech´ {2, 3} ⊆ D. Potom má G(D) periodické 3-obarvení s peri-
odou 15 práv¥ tehdy, kdyº D ⊆ {p ∈ P : p ≡ ±2, 3,±7 (mod 15)}, a kaºdé takové
3-obarvení je ekvivalentní k jednomu z následujících obarvení:

[1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 3],

[1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 3, 3, 1],

[1, 2, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 1, 1, 2, 3, 3].

Ani v tomto p°ípad¥ v²ak 15 6∈ spec(3). D·vod je stejný jako pro £íslo 10. V²echny
distan£ní grafy, pro které budou tato obarvení p°ípustná, jiº spadají do charakteri-
zace z v¥ty 4.70 a existuje pro n¥ tedy 3-obarvení o period¥ 5. �íslo 15 tedy nem·ºe
být chromatickou periodou ºádného zde zkoumaného distan£ního grafu.

D·sledek 4.78 [8]. �íslo 15 není prvkem spec(3).

Ur£ili jsme tedy v²echna £ísla 6 15, která p°edstavují chromatickou periodu
pro n¥který distan£ní graf G(D), kde {2, 3} ⊆ D a χ(G(D)) = 3. Konkrétn¥ se jedná
o {3, 5, 9, 11, 14}. Na konec této kapitoly dodáváme poznatek, ºe Eggleton ve své
pozd¥j²í publikaci [7] byl schopen dokázat, ºe v²echna prvo£ísla s výjimkou 2, 7 a
13 jsou prvky spec(3), a tím pádem existuje p°ípustné chromatické obarvení t°emi
barvami n¥jakého distan£ního grafu s danou periodou.
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5 Hamiltonovské vlastnosti pro kone£né distan£ní
grafy

V této kapitole se budeme zabývat distan£ními grafy, které mají kone£ný po£et
vrchol·. Nech´ V = {1, 2, . . . , n} je mnoºina vrchol· a D ⊆ N je distan£ní mno-
ºina. Potom kone£ný distan£ní graf (v literatu°e se pouºívá pojem toeplitzovský

graf) Gn(D) je graf s mnoºinou vrchol· V a mnoºinou hran E = {{x, y} ∈
(
V

2

)
:

∃ di ∈ D : |y−x| = di}. Tyto grafy byly zkoumány z hlediska jejich hamiltonovských
vlastností. P°ed uvedením výsledk· budeme de�novat základní pojmy z oblasti ha-
miltonicity graf·. Pokud graf G obsahuje jako podgraf cestu, která prochází kaºdý
vrchol z V (G) práv¥ jednou, potom se G ozna£uje za traceable a tato cesta se na-
zývá hamiltonovská cesta. Pokud G obsahuje jako podgraf kruºnici, která prochází
v²echny vrcholy z V (G) práv¥ jednou, potom se G ozna£uje za hamiltonovský a tato
kruºnice se nazývá hamiltonovská kruºnice.

Hamiltonicitou toeplitzovských graf· s distan£ní mnoºinou malé kardinality
se zabývali van Dal a spol. ve své publikaci [34]. První d·leºitou otázkou, která
je v tomto £lánku °e²ena, je souvislost toeplitzovského grafu. Lze totiº jednodu²e
odvodit, ºe nutnou podmínkou pro traceabilitu je souvislost grafu a pro hamilto-
nicitu 2-souvislost, coº znamená, ºe graf z·stane souvislý, pokud z n¥j odstraníme
libovolný vrchol. Následující v¥ta poskytuje dolní odhad po£tu komponent toeplit-
zovského grafu.

V¥ta 5.1 [34]. Nech´ Gn(d1, . . . , dk) je toeplitzovský graf. Potom má tento graf
alespo¬ gcd(d1, . . . , dk) komponent.

Z této v¥ty lze odvodit d·sledek, který stanovuje podmínku souvislosti grafu
pro hodnoty d1, . . . , dk.

D·sledek 5.2 [18]. Nech´ d1, . . . , dk ∈ N. Pokud gcd(d1, . . . , dk) > 1, potom
toeplitzovský graf Gn(d1, . . . , dk) není souvislý.

Je o£ividné, ºe aby toeplitzovský graf byl souvislý, potom nejv¥t²í spole£ný d¥litel
v²ech prvk· D musí být 1. Pro toeplitzovské grafy s distan£ní mnoºinou tvo°enou
dv¥ma prvky lze dokázat, ve kterých p°ípadech tento graf není traceable, respektive
hamiltonovský, pokud se podíváme na vztah sou£tu d1 + d2 s °ádem grafu n.

V¥ta 5.3 [34]. Nech´ Gn(d1, d2) je toeplitzovský graf °ádu n > 5. Pokud platí
d1 + d2 < n < 3d1 + d2, potom Gn(d1, d2) není hamiltonovský. Dále pokud d1 > 3 a
platí d1 + d2 + 2 < n < 3d1 + d2, potom Gn(d1, d2) není traceable.

Dále se auto°i v £lánku zam¥°ili na distan£ní mnoºiny, u nichº je pevn¥ daný
prvek d1. Pokud je d1 = 1, tak je toeplitzovský graf zcela jist¥ traceable. Jestli je
graf také hamiltonovský závisí na parit¥ zbylých prvk· mnoºiny D.
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V¥ta 5.4 [34]. Nech´ Gn(1, d2, . . . , dk) je toeplitzovský graf. Potom je tento graf
hamiltonovský práv¥ tehdy, kdyº bu¤ alespo¬ jedna z hodnot n, d2, . . . , dn má jinou
paritu neº ostatní, nebo jsou v²echny sudé a d2 6 n

2
.

V p°ípad¥, ºe d1 = 2, se p°edpokládá, ºe d2 je liché, jinak by m¥l graf více neº
jednu komponentu dle d·sledku 5.2. Máme-li toeplitzovský graf Gn(2, d2), kde d2
je dostate£n¥ velké, potom traceabilita a hamiltonicita grafu závisí na parit¥ po£tu
jeho vrchol·.

V¥ta 5.5 [34]. Nech´ Gn(2, d2) je toeplitzovský graf, kde d2 je liché £íslo takové,
ºe d2 > n−1

2
. Pokud je n sudé, potom je graf traceable, ale není hamiltonovský.

Pokud je n liché, tak Gn(2, d2) je hamiltonovský práv¥ tehdy, kdyº n−d2
2

je liché.

Naopak bude-li d2 dostate£n¥ malé, tak graf Gn(2, d2) bude vºdy hamiltonovský.

V¥ta 5.6 [34]. Nech´ Gn(2, d2) je toeplitzovský graf, kde d2 ≡ ε (mod 4)
pro ε = ±1. Pokud je n sudé a d2 6 n+ε

3
, potom je graf hamiltonovský. Pokud

je n liché a d2 6 n+2+ε
4

, potom je graf Gn(2, d2) hamiltonovský.

Odsud m·ºeme dojít k záv¥ru, ºe horní hranice pro hodnotu d2 zaru£ující hamil-
tonicitu grafu Gn(2, d2) je n+3

4
. Zárove¬ vidíme, ºe tato hranice je nejlep²í moºná,

protoºe se jedná o nejmen²í hodnotu z p°edchozí v¥ty.

V¥ta 5.7 [34]. Nech´ Gn(2, d2) je toeplitzovský graf, kde d2 je liché. Pokud d2 <
n+3
4
, potom je graf Gn(2, d2) hamiltonovský.

Pro toeplitzovské grafy s distan£ní mnoºinou kardinality v¥t²í neº 2 a sudým
po£tem vrchol· lze také dokázat, kdy budou hamiltonovské.

V¥ta 5.8 [34]. Nech´ Gn(2, d2, . . . , dk) je toeplitzovský graf, kde n je sudé, d2 > n
2

a prvky d2, . . . , dk jsou liché. Potom je graf hamiltonovský práv¥ tehdy, kdyº alespo¬
jedno z £ísel n−di+1

2
, i = 2, . . . , k má jinou paritu neº ostatní.

Rekapitulaci výsledk· z tohoto £lánku zakon£íme speciálním p°ípadem grafu
Gn(d1, d2), kde n je násobkem sou£tu d1 + d2. V tomto p°ípad¥ bude graf vºdy
hamiltonovský.

V¥ta 5.9 [34]. Nech´ Gn(d1, d2) je toeplitzovský graf, kde n je násobkem d1 +d2.
Potom je graf Gn(d1, d2) hamiltonovský.

Dal²ím významným £lánkem k této problematice je [18] od Heubergera, který
navazuje na výsledky z [34] a mnohé z nich roz²i°uje a vylep²uje. Nejprve je zde
dopln¥na podmínka souvislosti toeplitzovského grafu, která k p·vodnímu poºadavku
nesoud¥lnosti prvk· distan£ní mnoºiny p°idává horní hranici pro sou£et prvního a
posledního prvku.

31



V¥ta 5.10 [18]. Nech´ Gn(d1, . . . , dk) je toeplitzovský graf. Dále nech´
gm := gcd(d1, . . . , dm) pro m = 1, . . . , k. Pokud gk = 1 a gm + dm+1 6 n + 1
pro 1 6 m 6 k − 1, potom je graf Gn(d1, . . . , dk) souvislý.

D·sledek 5.11 [18]. Nech´ Gn(d1, . . . , dk) je toeplitzovský graf. Pokud platí, ºe
gcd(d1, . . . , dk) = 1 a d1 + dm 6 n+ 1, potom je graf Gn(d1, . . . , dk) souvislý.

Dal²í výsledky se týkají graf· Gn(d1, d2). S vyuºitím minulé v¥ty lze nyní o kaº-
dém takovém grafu rozhodnout, jestli je souvislý a ve vybraných p°ípadech lze i
vylou£it jeho hamiltonicitu.

V¥ta 5.12 [18]. Nech´ Gn(d1, d2) je toeplitzovský graf, kde 1 6 d1 < d2 6 n− 1.
Potom

(1) pokud gcd(d1, d2) > 1 nebo d1 + d2 > n+ 2, tak Gn(d1, d2) není souvislý,

(2) pokud gcd(d1, d2) = 1 a d1 + d2 = n + 1, tak Gn(d1, d2) je traceable, ale není
hamiltonovský,

(3) pokud gcd(d1, d2) = 1 a d1 + d2 6 n+ 1, tak Gn(d1, d2) je souvislý.

Zárove¬ pro graf Gn(d1, d2) platí, ºe není hamiltonovský, pokud v²echna t°i £ísla
n, d1, d2 mají stejnou paritu. Pokud budou v²echna sudá, tak Gn(d1, d2) bude mít víc
neº jednu komponentu, nebo´ gcd(d1, d2) > 1 a graf nebude souvislý. Pokud budou
naopak v²echna lichá, tak vznikne bipartitní graf, který má lichý po£et vrchol·,
a proto nem·ºe obsahovat hamiltonovskou kruºnici.

V¥ta 5.13 [18]. Nech´ n, d1, d2 ∈ N, p°i£emº d1 ≡ d2 ≡ n (mod 2). Potom
toeplitzovský graf Gn(d1, d2) není hamiltonovský.

Ve v¥t¥ 5.7 z [34] byla pro graf Gn(2, d2) ur£ena horní mez pro prvek d2 taková,
aby byl tento graf hamiltonovský. Tato v¥ta byla zobecn¥na pro grafy Gn(d1, d2) a
nyní ur£uje minimální po£et vrchol· pro hamiltonicitu v závislosti na obou prvcích
d1 i d2.

V¥ta 5.14 [18]. Nech´ n, d1, d2 ∈ N, která nejsou v²echna stejné parity. Dále
nech´ d2 ≡ 1 (mod 2d1) a n > 5d2, pokud je n sudé nebo n > 6d2 + d1, pokud n je
liché. Potom toeplitzovský graf Gn(d1, d2) je hamiltonovský.

Poslední £ást tohoto £lánku je v¥nována toeplitzovským graf·m s distan£ní mno-
ºinou vysoké kardinality a obecným toeplitzovským graf·m. V následující v¥t¥ na-
jdeme posta£ující podmínku hamiltonicity v p°ípad¥, ºe má distan£ní mnoºina ale-
spo¬ n

2
prvk·.
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V¥ta 5.15 [18]. Nech´ k > n
2
a £ísla 0 < d1 < · · · < dk < n spl¬ují nerovnici

dm+1 <
n+m

2

pro 1 6 m < n
2
. Potom je toeplitzovský graf Gn(d1, . . . , dk) hamiltonovský.

Rekapitulaci výsledk· z tohoto £lánku uzav°eme v¥tou, ve které je ur£ena posta-
£ující podmínka hamiltonicity obecného toeplitzovského grafu Gn(d1, . . . , dk), která
je dána maximální hodnotou pr·m¥ru v²ech prvk· mnoºiny D.

V¥ta 5.16 [18]. Nech´ Gn(d1, . . . , dk) je toeplitzovský graf, pro který platí

1

k
·

k∑
i=1

di 6 n ·
(

1− 3n

8k

)
.

Potom je graf Gn(d1, . . . , dk) hamiltonovský.

Toeplitzovské grafy Gn(D) se svojí strukturou podobají jiné t°íd¥ graf·, které
se nazývají cirkulanty. Ob¥ tyto t°ídy graf· jsou de�nované na stejné mnoºin¥ vr-
chol· V = {1, 2, . . . , n}, ale zatímco pro toeplizovský graf je E(Gn(D)) = {{x, y} ∈
V × V : ∃ di ∈ D : y − x = di}, tak pro cirkulant Cn(D) má mnoºina hran tvar
E(Cn(D)) = {{x, y} ∈ V × V : ∃ di ∈ D : y − x = ±di}. Tyto dv¥ t°ídy mají
neprázdný pr·nik, nebo´ za ur£itých okolností je toeplitzovský graf zárove¬ cirku-
lantem, coº dokazuje následující v¥ta.

V¥ta 5.17 [28]. Nech´ G je graf. Potom je G cirkulantem práv¥ tehdy, kdyº je
regulárním toeplitzovským grafem.

Lze dokázat, ºe kaºdý cirkulant Cn(D) je izomorfní s toeplitzovským grafem
Gn(D′), kde D′ = D ∪ {n − d ∈ N : d ∈ D} a kaºdý toeplitzovský graf Gn(D) je
izomorfní s cirkulantem Cn(D′), kde D′ = {d ∈ D : d 6 n

2
}. Odsud lze jednodu²e

odvodit, ºe Gn(D) bude izomorfní s Cn(D) práv¥ tehdy, kdyº distan£ní mnoºina
D spl¬uje podmínku di ∈ D ⇔ n − di ∈ D. Hamiltonicita cirkulant· má podobné
podmínky jako v p°ípad¥ toeplitzovských graf·, o £emº se m·ºeme p°esv¥d£it v ná-
sledující v¥t¥.

V¥ta 5.18 [3]. Nech´ n ∈ N a D ⊂ N je kone£ná. Potom jsou následující tvrzení
ekvivalentní:

(i) Cn(D) je souvislý.

(ii) gcd ({n} ∪D) = 1.

(iii) Cn(D) má Hamiltonovskou kruºnici.
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Práv¥ podobnost cirkulant· a toeplitzovských graf· motivovala autory publi-
kace [28], která pojednávala o souvislosti a pr·m¥ru toeplitzovských graf·, k vydání
£lánku [29], ve kterém dokázali, ºe hamiltonicita t¥chto graf· je podmín¥na existencí
velkých komponent a dlouhých kruºnic. Jejich hlavní výsledek uvádíme v následující
v¥t¥.

V¥ta 5.19 [29]. Nech´ D ⊂ N je kone£ná a |D| > 2. Potom jsou následující
tvrzení ekvivalentní:

(i) Existuje konstanta c1(D) taková, ºe pro kaºdé n ∈ N obsahuje toeplitzovský
graf Gn(D) komponentu °ádu alespo¬ n− c1(D).

(ii) gcd(D) = 1.

(iii) Existuje konstanta c2(D) taková, ºe pro kaºdé n > c2(D) + 3 obsahuje toepli-
tzovský graf Gn(D) kruºnici délky alespo¬ n− c2(D)

Bod (i) lze navíc roz²í°it, nebo´ pokud gcd(D) = 1 a n > 2 · max(D) + 1, tak
bude toeplitzovský graf Gn(D) souvislý. To znamená, ºe existuje konstanta c3(D)
taková, ºe pro kaºdé n ∈ N, kde n > c3(D), je toeplitzovský graf Gn(D) souvislý.
Na záv¥r tohoto £lánku auto°i vznesli hypotézu, která p°edpokládá existenci hamil-
tonovské cesty v dostate£n¥ velkém toeplitzovském grafu a sami dokázali její platnost
pro |D| = 2.

Hypotéza 5.20 [29]. Nech´ D ⊂ N je kone£ná distan£ní mnoºina, kde |D| > 2 a
gcd(D) = 1. Potom existuje £íslo n ∈ N takové, ºe n > 2 a toeplitzovský graf Gn(D)
obsahuje hamiltonovskou cestu s koncovými vrcholy 1 a n.

V¥ta 5.21 [29]. Nech´ d1, d2 ∈ N taková, ºe d1 < d2 a gcd(d1, d2) = 1. Potom
toeplitzovský graf Gd1+d2+1(d1, d2) obsahuje hamiltonovskou cestu s koncovými vr-
choly 1 a d1 + d2 + 1.

Rautenbach, jeden ze spoluautor· [28] a [29], se tímto tématem dále zabýval
v publikacích [24] a [25], na kterých pracoval se svými univerzitními kolegy, Löwen-
steinem a Regenem. V prvním zmi¬ované publikaci nejprve roz²í°ili výsledky z v¥ty
5.21 a p°idali základní poznatek pro graf Gd1+d2(d1, d2).

V¥ta 5.22 [24]. Nech´ D = {d1, d2} je distan£ní mnoºina, kde d1 < d2 a
gcd(d1, d2) = 1. Potom

(1) toeplitzovský graf Gd1+d2(D) je kruºnice,

(2) toeplitzovský graf Gd1+d2+1(D) obsahuje dv¥ hamiltonovské cesty Pd1 a Pd2
s koncovými vrcholy 1 a d1 + d2 + 1 takové, ºe E(Gd1+d2+1(D)) = E(Pd1) ∪
E(Pd2).
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S pouºitím této v¥ty a n¥kolika dal²ích pomocných lemmat se autor·m poda°ilo
dokázat správnost hypotézy 5.20. V následující v¥t¥ je stanovena dolní hranice po£tu
vrchol· toeplitzovského grafu taková, aby graf nejen obsahoval hamiltonovskou cestu
s koncovými vrcholy 1 a n, ale také aby byl hamiltonovský.

V¥ta 5.23 [24]. Nech´ D = {d1, d2, . . . , dk} ⊂ N pro k > 3 taková, ºe gcd(D) = 1
a gcd(D′) > 1 pro kaºdou vlastní podmnoºinu D′ ⊂ D. Dále nech´ d2 > d1 > 3g,
kde g = gcd(d1, d2). Pokud existuje l ∈ N takové, ºe n = (d1+d2) ·l spl¬uje nerovnici

n > (d1 + d2 + g − 1) + (max(D) + d1 + d2 + g − 1) · (g − 1) + (d1 + d2 + g − 1),

potom Gn(D) obsahuje Hamiltonovskou kruºnici a Gn+1(D) obsahuje Hamiltonov-
skou cestu s koncovými vrcholy 1 a n+ 1.

Je jisté, ºe £ísel n, pro která toeplitzovský grafGn(d1, d2) spl¬uje podmínky z této
v¥ty, je nekone£n¥ mnoho. V tomto p°ípad¥ se v²ak pouze jedná o hodnoty, které
jsou násobkem sou£tu d1 + d2. Na konci tohoto £lánku byla uvedena siln¥j²í verze
hypotézy 5.20, která °íká, ºe tato v¥ta platí pro v²echna n, která jsou dostate£n¥
velká.

Hypotéza 5.24 [24]. Pro kaºdou kone£nou mnoºinu D ⊆ N, kde |D| > 3,
gcd(D) = 1 a gcd(D′) ≤ 1 existuje £íslo nD ∈ N takové, ºe pro kaºdé n > nD má
graf Gn(D) Hamiltonovskou cestu s koncovými vrcholy 1 a n.

Na záv¥r této kapitoly uvádíme hlavní výsledek z £lánku [25], kde auto°i doká-
zali tuto hypotézu pro toeplitzovské grafy Gn(d1, d2). Pro grafy s vy²²í kardinalitou
distan£ní mnoºiny D zatím z·stává tato hypotéza neov¥°ena.

V¥ta 5.25 [25]. Nech´ D = {d1, d2} ⊂ N, kde d2 > d1 a gcd(d1, d2) = 1. Potom
existuje n0 ∈ N takové, ºe

(1) pro v²echna n > n0 obsahuje graf Gn(D) Hamiltonovskou cestu s koncovými
vrcholy 1 a n− 1,

(2) pro v²echna sudá n > n0 obsahuje graf Gn(D), kde d1 · d2 je liché, Hamilto-
novskou kruºnici,

(3) pro v²echna n > n0 obsahuje graf Gn(D), kde d1 · d2 je sudé, Hamiltonovskou
kruºnici.
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6 Grafová barvení p°i siln¥j²ích podmínkách vzdá-
lenosti vrchol·

Doposud jsme se zabývali barvením, kde pouze sousední vrcholy musely být odli²n¥
obarveny. Existují v²ak i barvení, kde je tato podmínka vyºadována od kaºdé dvojice
vrchol·, které jsou od sebe ve vzdálenosti nejvý²e k, kde k ∈ N. V této kapitole
budeme de�novat n¥které základní typy t¥chto obarvení a zrekapitulujeme jiº známé
výsledky.

6.1 2-distan£ní barvení

Barvení f : V (G) → N, u kterého pro kaºdou dvojici vrchol· u, v ∈ V (G) platí
f(u) = f(v) ⇒ d(u, v) > k pro n¥jakou pevnou hodnotu k ∈ N, se nazývá
k-distan£ní obarvení. Speciáln¥ m·ºeme de�novat pojem k-distan£ní chromatické
£íslo, coº je hodnota rovna nejmen²ímu po£tu barev k-distan£ního obarvení grafu
G, kterou budeme zna£it χk(G).

S k-distan£ním barvením také souvisí pojem mocnina grafu. Máme-li graf G
s mnoºinou vrchol· V (G) a mnoºinou hran E(G), potom jeho k-tou mocninou je
graf Gk s mnoºinou vrchol· V (Gk) = V (G) a mnoºinou hran E(Gk) obsahující hrany
mezi kaºdou dvojicí vrchol·, které mají v G vzdálenost nejvý²e k, tedy E(Gk) =
{{u, v} : dG(u, v) 6 k}. Lze jednodu²e ur£it, ºe kaºdé p°ípustné obarvení grafu
Gk je i platným k-distan£ním obarvení grafu G a naopak. Proto bude platit, ºe
χ(Gk) = χk(G). Speciáln¥ m·ºeme de�novat i druhou mocninu distan£ního grafu
G(D), kterou m·ºeme vnímat jako distan£ní graf G(D2), kde D2 = D ∪ {d + d′ :
d, d′ ∈ D} ∪ {d− d′ : d, d′ ∈ D}. I v tomto p°ípad¥ platí χ2(G(D)) = χ(G(D2)).

Pojem k-distan£ního barvení byl zaveden v roce 1969 v £lánku [23] od F. a H.
Kramerových. Zna£ná £ást výzkumu pak byla v¥nována 2-distan£nímu barvení rovin-
ných graf· a hledání odhad· 2-distan£ních chromatických £ísel t¥chto graf· v závis-
losti na jejich maximálním stupni. Problematika 2-distan£ního barvení distan£ních
graf· je je²t¥ relativn¥ nové téma. První £lánek, který se jí zabývá, je [2] z roku
2019, ve kterém jsou zaznamenány základní poznatky a odhady 2-distan£ních chro-
matických £ísel vybraných distan£ních graf·. Na za£átek uve¤me pozorování ohledn¥
obecného 2-distan£ního barvení, které udává dolní hranici 2-distan£ního chromatic-
kého £ísla v závislosti na maximálním stupni grafu.

Pozorování 6.1 [2]. M¥jme libovolný neorientovaný graf G. Potom platí, ºe
χ2(G) > ∆(G) + 1.

Tato skute£nost platí, nebo´ kaºdý vrchol a jeho sousedé mají mezi sebou vzdá-
lenost maximáln¥ 2, a musí tedy být obarvené r·znými barvami. V p°ípad¥ distan£-
ního grafu G(D), kde D = {1, . . . , k}, m·ºeme s vyuºitím lemmatu 4.6 ur£it i horní
hranici, která v²ak bude mít stejnou hodnotu, nebo´ |D2| = |{1, . . . , 2k}| = 2k.
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V¥ta 6.2 [2]. Nech´ D = {1, 2, . . . , k} pro k > 2. Potom

χ2(G(D)) = 2k + 1 = ∆(G(D)) + 1.

Dále jsou v £lánku uvedeny odhady 2-distan£ního chromatického £ísla pro grafy
s vybraným tvarem D. Nejprve jsou kompletn¥ charakterizovány distan£ní grafy,
kde D = {1, t} pro t > 3, p°i£emº p°ípad t = 2, tedy D = {1, 2}, je jiº pokryt v¥tou
6.2.

V¥ta 6.3 [2]. Nech´ D = {1, t} pro a > 3. Potom

χ2(G(D)) =

{
5 pokud t ≡ ±2 (mod 5),
6 jinak.

Dal²ími zkoumanými grafy byly distan£ní grafy s D = {1, t, t + 1} pro t > 3.
Znovu podotýkáme, ºe p°ípad t = 2, tedy D = {1, 2, 3}, je pokryt v¥tou 6.2. Ve vy-
braných p°ípadech lze 2-distan£ní chromatické £íslo ur£it p°esn¥, p°i£emº jeho hod-
nota je rovna dolní hranici z pozorování 6.1.

V¥ta 6.4 [2]. Nech´ D = {1, t, t+ 1} pro t > 3. Potom

χ2(G(D)) = 7 = ∆(G(D)) + 1

práv¥ tehdy, kdyº a ≡ 2 (mod 7) nebo a ≡ 4 (mod 7).

Pro ostatní grafy s tímto typem distan£ní mnoºiny lze alespo¬ ur£it horní hranici
s pomocí nalezení vhodného 9-obarvení a tvrzení 4.5.

V¥ta 6.5 [2]. Nech´ D = {1, t, t+ 1} pro t > 3. Potom

χ2(G(D)) 6 9 = ∆(G(D)) + 3.

S vyuºitím dvou p°edchozích v¥t dojdeme k záv¥ru, ºe pokud t 6≡ 2, 4 (mod 7),
tak potom bude hodnota χ2(G(1, t, t+ 1)) rovna 8 nebo 9.

D·sledek 6.6 [2]. Nech´ D = {1, t, t+1} pro t > 3, kde t 6≡ 2, 4 (mod 7). Potom

8 6 χ2(G(D)) 6 9.

Poslední typ distan£ních graf·, pro které byly zkoumány odhady χ2(G(D)), mají
distan£ní mnoºinu D = {1, . . . ,m, t} pro 2 6 m < t, kde p°ípad t = m + 1 je jiº
pokryt v¥tou 6.2. I zde lze pro n¥které grafy ur£it hodnotu χ2(G(D)) p°esn¥.

V¥ta 6.7 [2]. Nech´ D = {1, . . . ,m, t} pro 2 6 m < t. Potom

χ2(G(D)) = 2m+ 3 = ∆(G(D)) + 1

práv¥ tehdy, kdyº t ≡ m+ 1 (mod 2m+ 3) nebo t ≡ m+ 2 (mod 2m+ 3).
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Pro ostatní lze ur£it horní hranici, která je díky minulé v¥t¥ dopln¥na i o hranici
dolní.

V¥ta 6.8 [2]. Nech´ D = {1, . . . ,m, t} pro 2 6 m < t. Potom

χ2(G(D)) 6 4m+ 2 = 2 ·∆(G(D))− 2.

D·sledek 6.9 [2]. Nech´ D = {1, . . . ,m, t} pro 2 6 m < t, kde t 6≡ m + 1 a
t 6≡ m+ 2 (mod 2m+ 3). Potom

2m+ 4 6 χ2(G(D)) 6 4m+ 2.

Auto°i ponechávají kompletní charakterizaci G(D), kde D = {1, t, t+ 1} s t > 3,
nebo D = {1, . . . ,m, t} s 2 6 m < t z hlediska 2-distan£ního barvení jako otev°ený
problém. Jak bylo jiº °e£eno, tato problematika je je²t¥ relativn¥ nová a výsledk·
tedy zatím není mnoho. Pro budoucí £lánky je tedy vhodnou motivací zkoumání
2-distan£ního barvení distan£ních graf· ur£ených distan£ní mnoºinou jiného vzhledu.

6.2 Pakovací barvení

V této podkapitole budeme de�novat nový typ barvení zavedený v [15], které se na-
zývá pakovací barvení. Je de�nováno jako zobrazení f : V (G) → {1, . . . , k}, kde
∀u, v ∈ V (G) : f(u) = f(v) ⇒ f(u) < d(u, v). Znamená to, ºe kaºdá dvojice obar-
vená barvou k musí od sebe být ve vzdálenosti v¥t²í neº k. Zavedení pakovacího
barvení bylo motivováno problémem p°i°azování frekvencí radiovým stanicím tak,
aby byly stanice se stejnou vysílací frekvencí v dostate£n¥ velké vzdálenosti kv·li
p°ípadnému p°ekrývání signál·. Odtud také pochází jeho p·vodní název, kterým
bylo p°enosové barvení (v angli£tin¥ broadcast colouring).

Existuje-li pakovací obarvení grafu G pouºívající barvy 1 aº k, potom je graf
k-pakov¥ obarvitelný. Nejmen²í hodnota k, pro kterou je graf G k-pakov¥ obar-
vitelný, se nazývá pakovací chromatické £íslo grafu G a zna£í se χp(G). Základní
poznatky a hodnoty χp(G) pro elementární t°ídy graf· byly sepsány v [15], kde byl
tento pojem zaveden.

Pro vybrané elementární t°ídy graf· je ur£ení pakovacího chromatického £ísla
triviální. V následujících v¥tách je jeho hodnota ur£ena pro cesty, kruºnice a hv¥zdy.

V¥ta 6.10 [15]. Nech´ n > 2 je p°irozené £íslo a Pn je cesta na n vrcholech.
Potom pro n = 2, 3 je χp(Pn) = 2 a pro n > 4 je χp(Pn) = 3.

V¥ta 6.11 [15]. Nech´ n > 3 je p°irozené £íslo a Cn je kruºnice na n vrcholech.
Pokud n = 3 nebo je násobkem 4, potom χp(Cn) = 3. Jinak χp(Cn) = 4.
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V¥ta 6.12 [15]. Nech´ G je souvislý graf. Potom χp(G) = 2 práv¥ tehdy, kdyº je
G hv¥zda.

Zmíníme zde dal²í t°ídy graf·, pro které lze ur£it pakovací chromatické £íslo re-
lativn¥ jednodu²e. Nejprve se podíváme na stromy, u kterých jeho hodnota závisí na
pr·m¥ru celého grafu, tedy maximální moºné vzdálenosti dvojice vrchol·. Pokud je
graf T stromem s pr·m¥rem 2, potom je zárove¬ hv¥zdou a χp(T ) = 2. Pro stromy
s pr·m¥rem 3 je pakovací chromatické £íslo vºdy 3. U strom· s pr·m¥rem 4 závisí
hodnota χp(T ) na okolí takzvaného st°edového vrcholu, coº je vrchol, který se na-
chází uprost°ed nejdel²í cesty v tomto strom¥.

V¥ta 6.13 [15]. Nech´ T je strom s pr·m¥rem 4 a st°edovým vrcholem v. Dále
nech´ ni pro i = 1, 2, 3 je po£et soused· vrcholu v se stupn¥m i a L je po£et soused·
vrcholu v se stupn¥m alespo¬ 4. Pokud L = 0, potom

χp(T ) 6

{
4 pokud n3 > 2 a n1 + n2 + n3 > 3
3 jinak,

a pokud L > 0, potom

χp(T ) 6


L+ 3 pokud n3 > 1 a n1 + n2 + n3 > 2
L+ 1 pokud n1 = n2 = n3 = 0
L+ 2 jinak.

Dále byla stanovena hodnota horní hranice pakovacího chromatického £ísla
pro stromy, která závisí na jejich °ádu.

V¥ta 6.14 [15]. Nech´ T je strom °ádu n. Potom χp(T ) 6 n+7
4

s výjimkou p°ípad·
n = 4, kdy χp(T ) 6 3 nebo n = 8, kdy χp(T ) 6 4.

Hojn¥ zkoumanou t°ídou z hlediska pakovacího barvení jsou také sí´ové grafy.
Sí´ový graf Gr,c má r · c vrchol·, které jsou uspo°ádané do r °ad a c sloupc·. Kaºdý
jeho vrchol vi,j pro 1 6 i 6 r a 1 6 j 6 c, který se nachází v i-té °ad¥ a j-tém sloupci,
je spojený hranami s vrcholy vi−1,j, vi+1,j, vi,j−1 a vi,j+1 (pokud existují). U t¥chto
graf· byly nalezeny p°esné hodnoty pakovacího chromatického £ísla v p°ípad¥, ºe
mají nejvý²e 5 °ad.
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V¥ta 6.15 [15]. Nech´ Gr,c je sí´ový graf s r °adami a c sloupci, kde r 6 c. Potom

• χp(G2,c) = 5 pro c > 6,

• χp(G3,c) = 7 pro c > 12,

• χp(G4,c) = 8 pro c > 10,

• χp(G5,c) = 9 pro c > 10.

Pro sí´ové grafy s men²ím mnoºstvím sloupc· jsou hodnoty χp(Gr,c) následující:

r\c 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 3 4 4 4 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3 - 4 5 5 6 6 6 6 6 6 7
4 - - 5 7 7 7 7 7 8 . . . . . .
5 - - - 7 7 7 8 8 9 . . . . . .

Tabulka 4: [15] Hodnoty pakovacího chromatického £ísla sí´ových graf· Gr,c pro malá
r a c. P°ípad, kdy c < r, lze p°evést na p°ípad opa£ný.

V £lánku [15] byla také ur£ená obecná horní hranice pro sí´ové grafy libovolného
po£tu °ad a sloupc·, podle které platí χp(Gr,c) 6 23. Zkoumaný byl také nekone£ný
sí´ový graf Z2, pro který byly v pr·b¥hu let postupn¥ vylep²ovány dolní i horní
hranice v mnoha vydaných £láncích. V dob¥ psaní této práce platí omezení 13 6
χp(Z2) 6 15 stanovené v [26].

Neº se p°esuneme k výsledk·m pro distan£ní grafy, zmíníme v rychlosti vztah
χ(G) a χp(G). Pro libovolný graf G bude jeho pakovací chromatické £íslo v¥t²í nebo
rovno chromatickému £íslu, jehoº hodnota závisí na klikovosti daného grafu, tedy
°ádu nejv¥t²ího úplného grafu, který je podgrafem grafu G.

V¥ta 6.16 [15]. Nech´ G je graf a ω(G) je jeho klikovost. Potom

ω(G) 6 χ(G) 6 χp(G).

6.2.1 Pakovací barvení distan£ních graf· G(1,t)

Pakovací barvení distan£ních graf· bylo podrobn¥ji zkoumáno v £lánku [33] od To-
gniho, kde byly sepsány nalezené horní a dolní odhady pro pakovací chromatické
£íslo distan£ních graf·, jejichº distan£ní mnoºina je ve tvaru D = {1, t}, kde t > 2.
Nejprve uve¤me d·leºitý poznatek o kone£nosti pakovacího chromatického £ísla.

V¥ta 6.17 [33]. Nech´ D ⊂ N je kone£ná distan£ní mnoºina. Potom je pakovací
chromatické £íslo grafu G(D) kone£né.
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S pomocí následujícího lemmatu m·ºeme jednodu²e ur£it vzdálenost dvojice li-
bovolných vrchol·. Toto lemma vyuºijeme i p°i vlastních výzkumech v pozd¥j²ích
kapitolách.

Lemma 6.18 [33]. Nech´ G(1, t) je distan£ní graf a u, v jsou dva jeho r·zné
vrcholy. Potom je jejich vzdálenost d(u, v) = min(q + r, q + 1 + t− r), kde |v− u| =
qt+ r, p°i£emº 0 6 r < t.

Nyní uve¤me jiº zmín¥né horní a dolní hranice, které Togni nalezl. Pro hodnoty
t 6 10 a jiné vybrané distan£ní mnoºiny malé velikosti jsou hranice uvedeny v levé
£ásti tabulky 5. Pro velké hodnoty t jsou dolní hranice uvedeny v následující v¥t¥.

V¥ta 6.19 [33]. Nech´ t, q ∈ N, kde t > 2. Potom

χp(G(1, t)) 6



89 t = 2q + 1, q > 35,
40 t = 2q + 1, q > 223,
179 t = 2q, q > 89,
81 t = 2q, q > 224,
29 t = 96q ± 1, q > 1,
59 t = 96q + 1± 1, q > 1.

Dal²í, kdo se zabýval hodnotami pakovacího chromatického £ísla distan£ních
graf· G(1, t), byli Ekstein a spol., kte°í v [12] vylep²ili dolní a horní hranice
pro t 6 10. Porovnání nových hranic m·ºete vid¥t v pravé £ásti tabulky 5.

D χp > χp 6 perioda
(1, 2) 8 8 54
(1, 3) 9 9 32
(1, 4) 11 16 320
(1, 5) 10 12 1028
(1, 6) 12 23 2016
(1, 7) 10 15 640
(1, 8) 11 25 5184
(1, 9) 10 18 576

(1, 2, 3) 17 23 768
(2, 3) 11 13 240
(2, 5) 14 23 336

D χp > χp 6
(1, 2) 8 8
(1, 3) 9 9
(1, 4) 14 15
(1, 5) 12 12
(1, 6) 15 23
(1, 7) 14 15
(1, 8) 15 25
(1, 9) 13 18

Tabulka 5: Horní a dolní odhady pakovacího chromatického £ísla pro vybrané
distan£ní grafy. V levé tabulce jsou vypsány hodnoty vyzkoumané v [33] spole£n¥
s periodou barvení, které udává horní hranici. V pravé tabulce jsou uvedeny vylep-
²ené odhady nalezeny v [12]. Upravené hodnoty jsou ozna£eny tu£n¥.
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Dále byly ur£eny dolní hranice pakovacího chromatického £ísla pro t > 9 a horní
hranice pro velká t.

V¥ta 6.20 [12]. Nech´ D = {1, t}, kde t > 9. Potom χp(G(D)) > 12.

V¥ta 6.21 [12]. Nech´ D = {1, t}. Potom pro libovolné liché t > 575 je
χp(G(D)) 6 35 a pro libovolné sudé t > 648 je χp(G(D)) 6 56.

P°i ur£ování p°ípustnosti pakovacích barvení se £asto vyuºívá metody hustot
barev. Nech´ Hk je kone£ný podgraf G(1, t) indukovaný vrcholy −k,−k + 1, . . . , k.
Pro mnoºinu vrchol· X ⊆ V (G(1, t)) de�nujeme hustotu ρ(X) jako

ρ(X) = lim sup
k→∞

|X ∩ V (Hk)|
|V (Hk)|

.

Dále budeme de�novat pro libovolnou barvu c hustotu ρ(c) jako

ρ(c) = max
f

ρ(Xc),

kde f je pakovací obarvení grafu G(1, t) a Xc je mnoºina vrchol· G(1, t), které
jsou p°i obarvení f obarvené barvou c. Podobn¥ lze de�novat i hustotu více barev
ρ(c1, . . . , cl) jako

ρ(c1, . . . , cl) = max
f

ρ(Xc1 ∪ · · · ∪Xcl).

Pomocí hustoty barev lze ur£it, jestli pro dané barvy existuje pakovací obarvení da-
ného grafu. Tato metoda je pouºitelná i pro barvení obecných graf· G, coº dokazuje
následující lemma, které bylo uvedeno v [14].

Lemma 6.22 [14]. Nech´ G je libovolný neorientovaný graf. Pokud existuje p°í-
pustné k-obarvení grafu G, potom pro kaºdé 1 6 l 6 k platí, ºe

k∑
i=1

ρ(i) > ρ(1, . . . , l) +
k∑

i=l+1

ρ(i) = 1.

6.2.2 Pakovací barvení distan£ních graf· G(k,t)

V návaznosti na £lánky zmín¥né v minulé podkapitole se Ekstein, Holub a Togni
spole£n¥ podíleli na studii pakovacího barvení u distan£ních graf· G(k, t) pro k <
t, ve které byly zobecn¥ny výsledky studie graf· G(1, t). Nejprve byly nalezeny
horní a dolní odhady pakovacího chromatického £ísla pro distan£ní grafy G(k, t), kde
2 6 k < t 6 10, které zde uvádíme v tabulce 6.
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k\t 3 4 5 6 7 8 9 10
2 13 D(1, 2) 14-22 D(1, 3) 15-27 D(1, 4) 12-31 D(1, 5)
3 - 14-19 13 D(1, 2) 13-17 14-28 D(1, 3) 13-29
4 - - 13-22 D(2, 3) 16-32 D(1, 2) 15-32 D(2, 5)
5 - - - 15-29 13-20 14-32 13-23 D(1, 2)
6 - - - - 15-29 D(3, 4) D(2, 3) D(3, 5)
7 - - - - - 14-34 12-23 12-40
8 - - - - - - 12-37 D(4, 5)
9 - - - - - - - 12-42

Tabulka 6: [13] Horní a dolní odhady pakovacího chromatického £ísla graf· G(k, t)
pro 2 6 k < t 6 10. P°esné hodnoty jsou vyzna£eny tu£n¥. V p°ípadech, kdy
distan£ní graf nebude souvislý kv·li soud¥lnosti k a t, je uveden distan£ní graf,
se kterým budou vzniklé komponenty izomorfní a jehoº hranice pro pakovací chro-
matické £íslo jsou zde stejné.

P°ed rekapitulací ostatních výsledk· p°ipomeneme d·leºitý poznatek z lemmatu
4.1. Budeme-li mít distan£ní graf G(k, t) takový, ºe existuje £íslo n 6= 1, které je
nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem k a t, potom bude tento graf sloºen z n komponent
izomorfních s G( k

n
, t
n
). P°edpokládáme tedy, ºe k a t jsou nesoud¥lná, díky £emuº

bude graf G(k, t) souvislý.
Následující v¥ty udávají horní hranice pakovacího chromatického £ísla v závislosti

na vzájemné parit¥ £ísel k a t. Nejprve je zkoumán p°ípad, kdy jsou ob¥ £ísla lichá.

V¥ta 6.23 [13]. Nech´ k, t jsou lichá nesoud¥lná p°irozená £ísla, kde t > 825 a
D = {k, t}. Potom χp(G(D)) 6 30.

Tuto mez aplikovat i v p°ípad¥ k = 1, a proto dostáváme u vybraných p°ípad·
vylep²ení výsledk· z v¥ty 6.19. Mají-li k a t opa£nou paritu, potom roste hodnota
horní meze i hrani£ní hodnota t, pro které lze tuto mez na graf G(k, t) aplikovat.

V¥ta 6.24 [13]. Nech´ k, t jsou nesoud¥lná p°irozená £ísla taková, ºe k je liché a
t > 898 je sudé. Dále nech´ D = {k, t}. Potom χp(G(D)) 6 56.

Stejná horní mez byla ur£ena i pro p°ípad, kdy k je sudé a t je liché. Zde je v²ak
nárok na hodnotu t, od které je tato mez aplikovatelná, je²t¥ o n¥co vy²²í.

V¥ta 6.25 [13]. Nech´ k, t jsou nesoud¥lná p°irozená £ísla taková, ºe k je sudé a
t > 923 je liché. Dále nech´ D = {k, t}. Potom χp(G(D)) 6 56.

Nakonec zmíníme roz²í°ení poznatku z v¥ty 6.20, díky kterému lze dolní mez pa-
kovacího chromatického £ísla graf· G(1, t) pro v¥t²inu t pouºít i pro obecné distan£ní
grafy G(k, t).

V¥ta 6.26 [13]. Nech´ D = {k, t}, kde t > 9. Potom χp(G(D)) > 12.
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6.3 S-pakovací barvení

U pakovacího barvení platilo, ºe hodnota barvy udávala, v jaké minimální vzdá-
lenosti od sebe musí být stejn¥ obarvené vrcholy. Nyní de�nujme typ obarvení
zavedený v [17], kde je pro kaºdou barvu i minimální vzdálenost ur£ena £íslem
ai. Nech´ S = (a1, a2, . . . ) je neklesající posloupnost p°irozených £ísel. Zobrazení
f : V (G) → {1, 2, . . . , k} takové, ºe ∀u, v ∈ V (G) : f(u) = i = f(v) ⇒ d(u, v) > ai
pro i = 1, . . . , k, nazveme S-pakovacím k-obarvením grafu G. Nejmen²í hodnotu
k, pro kterou existuje S-pakovací k-obarvení grafu G, nazveme S-pakovacím chro-
matickým £íslem grafu G a budeme ji zna£it χS(G). Tento typ obarvení zobec-
¬uje nap°íklad p°ípustné, k-distan£ní a pakovací obarvení, nebo´ tato obarvení lze
po °ad¥ vyjád°it jako S-pakovací obarvení, kde S = (1, 1, 1, . . . ), S = (k, k, k, . . . ) a
S = (1, 2, 3, . . . ).

Pojem S-pakovacího barvení byl zaveden v £lánku [17], kde byly také popsány
jeho základní vlastnosti a nalezeny hodnoty χS(G) pro nízké hodnoty prvk· ai.
Prvním d·leºitým poznatkem ohledn¥ S-pakovacího barvení je, ºe pokud pro ur£ité
Sa je graf Sa-pakov¥ obarvitelný, pak je i Sb-pakov¥ obarvitelný, pokud Sb vznikne
zmen²ením libovolného po£tu prvk· v Sa.

Pozorování 6.27 [17]. Nech´ Sa = (a1, a2, . . . ) a Sb = (b1, b2, . . . ). Potom pro li-
bovolný neorientovaný graf G platí, ºe pokud je χSa(G) = k a bi 6 ai pro v²echna
i = 1, 2, . . . , k, potom χSb

(G) 6 k.

Díky tomuto pozorování lze dokázat poznatek z v¥ty 6.16, kde je uvedeno,
ºe χ(G) 6 χp(G). Jak jsme uvád¥li, tak p°ípustné obarvení lze vyjád°it sekvencí
Sb = (1, 1, 1, . . . ) a pakovací obarvení sekvencí Sa = (1, 2, 3, . . . ), a proto tato nerov-
nost platí. Stejn¥ jako u p°edchozích typ· obarvení platí i pro S-pakovací obarvení,
ºe kaºdý podgraf H grafu G nebude mít hodnotu χS(H) v¥t²í neº χS(G).

Pozorování 6.28 [17]. Nech´ G je graf a H je jeho podgrafem. Potom
χS(H) 6 χS(G) pro libovolnou sekvenci S.

V následujícím pozorování jsou sepsány n¥které základní poznatky o S-pakovacím
chromatickém £ísle, které vyplývají z elementárních vlastností graf·.

Pozorování 6.29 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ) a G je graf °ádu n. Potom

1. 1 6 χS(G) 6 n,

2. χS(G) = 1 práv¥ tehdy, kdyº G je diskrétní graf,

3. χS(G) = n práv¥ tehdy, kdyº G je souvislý a a1 > diam(G).

V dal²í v¥t¥ jsou sepsány v²echny grafy, pro které je χS(G) = 2 a vzhled sekvence
S v p°ípad¥, kdy tak nastává.
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V¥ta 6.30 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ) a G je souvislý graf. Potom

1. Pokud a1 = a2 = 1, potom χS(G) = 2 práv¥ tehdy, kdyº G je bipartitní.

2. Pokud a1 = 1 a a2 > 1, potom χS(G) = 2 práv¥ tehdy, kdyº G je hv¥zda.

3. Pokud a1 > 1, potom χS(G) = 2 práv¥ tehdy, kdyº G = K2.

Následující v¥ty se týkají graf·, ve kterých vzdálenosti dvou vrchol· nejsou p°íli²
velké. Konkrétn¥ se zam¥°ují na grafy, ve kterých tato vzdálenost nep°esahuje hod-
notu 2. S touto vlastností souvisí pojem nezávislost grafu G, který se zna£í α(G).
Jedná se o £íslo, jehoº hodnota je rovna velikosti nejv¥t²í nezávislé mnoºiny grafu
G, tedy mnoºiny vrchol·, které nejsou po dvojicích sousední. Horní hranice χS(G)
bude v tomto p°ípad¥ záviset práv¥ na nezávislosti grafu.

V¥ta 6.31 [17]. Nech´ S = (1, a2, a3, . . . ) a G je graf bez izolovaných vrchol·
s nezávislostí α(G). Potom χS(G) 6 α(G) + 1, p°i£emº rovnost nastává v p°ípad¥,
kdy a2 > diam(G).

Klasickým p°ípadem graf· s pr·m¥rem 2 jsou úplné bipartitní grafy. U této t°ídy
graf· lze ur£it hodnotu χS(G) pro libovolnou sekvenci S.

V¥ta 6.32 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ) a Km,n, kde m 6 n je úplný bipartitní
graf. Potom

χS(Km,n) =


2 pokud a1 = a2 = 1,
m+ 1 pokud a1 = 1 a a2 > 1,
m+ n pokud a1 > 1.

Podrobn¥ zkoumaným grafem z hlediska S-pakovacího barvení je oboustrann¥
nekone£ná cesta, která se zna£í P∞. Ur£ení χS(P∞) je pro v¥t²inu sekvencí S sloºité,
a proto jsou v mnoha p°ípadech známé pouze ur£ité hranice. Následující v¥ta nám
dává nutnou podmínku kone£nosti S-pakovacího chromatického £ísla, a tedy i exis-
tence horní hranice. Je zde vyuºita metoda hustot barev, kterou jsme zmínili na konci
podkapitoly 6.1 o pakovacím barvení graf· G(1, t). Jak víme, tak tuto metodu lze
pouºít i pro obecn¥j²í barvení a díky speciální struktu°e grafu P∞ lze hodnoty hustot
jednodu²e vypo£ítat.

V¥ta 6.33 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ) a P∞ je nekone£ná cesta. Pokud

χS(P∞) 6 k, potom
k∑
i=1

1

ai + 1
> 1.
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D·sledek 6.34 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ). Pokud
∞∑
i=1

1

ai + 1
< 1, potom

χS(P∞) =∞.

Pro malé hodnoty χS(P∞) lze relativn¥ jednodu²e ur£it, jak musí být S de�no-
váno, aby χS(P∞) dosáhlo této hodnoty. V následující v¥t¥ jsou zmín¥ny tvary S,
pro které má χS(P∞) hodnotu 2, 3 nebo 6.

V¥ta 6.35 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ). Potom

χS(P∞) =


2 pokud a1 = a2 = 1,
3 pokud (a1, a2, a3) je (1, 2, 3), (1, 3, 3), nebo (2, 2, 2),
6 pokud S = (2, 3, 4, . . . ).

Zam¥°me se nyní na sekvence S, které jsou tvo°ené aritmetickou posloupností.
Pro aritmetické posloupnosti s diferencí 1 známe dolní i horní odhad S-pakovacího
chromatického £ísla nekone£né cesty, který platí i pro S = (1, 2, 3) a S = (2, 3, 4, . . . )
z minulé v¥ty.

V¥ta 6.36 [15]. Nech´ S = (a, a+1, a+2, . . . ). Potom (e−1)·a 6 χS(P∞) 6 2a+3.

D·sledek 6.37 [15]. Nech´ S = (a, a+ 1, . . . , 3a+ 2), kde a ∈ N. Potom existuje
S-pakovací obarvení nekone£né cesty P∞.

U aritmetických posloupností s p°irozenou diferencí r·znou od nuly je známo,
ºe hodnota χS(P∞) je kone£ná, ale p°esný horní odhad zatím nebyl ur£en. Dolní
odhad χS(P∞) závisí na velikosti diference v·£i prvnímu prvku posloupnosti.

V¥ta 6.38 [17]. Nech´ je S tvo°ena aritmetickou posloupností. Potom je χS(P∞)
kone£né.

V¥ta 6.39 [17]. Nech´ S = (a, a+ d, a+ 2d, . . . ). Potom

χS(P∞) >

{
(ed − 1) · a−d+1

d
pokud a > d,(

(a+ 1) · e
d

1+1/a − (a− d+ 1)
)
· 1
d

jinak.

Nyní ukáºeme, jaká je hodnota χS(P∞) pro S obsahující geometrickou posloup-
nost ve tvaru (1, 2, 4, 8, . . . ). Pokud je S tvo°eno p°ímo touto nekone£nou posloup-
ností, tak i hodnota χS(P∞) bude neomezená.

V¥ta 6.40 [17]. Nech´ S = (1, 2, 4, 8, . . . ). Potom χS(P∞) =∞.
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Díky v¥t¥ 6.16 lze °íci, ºe bude χS(P∞) =∞ pro v²echna S tvo°ena geometrickou
posloupností s p°irozeným kvocientem v¥t²ím neº 1. Naopak pokud prvních k prvk·
S je rovno prvním k £len· geometrické posloupnosti (1, 2, 4, 8, . . . ) a dal²ím prvkem
v po°adí je znovu k-tý prvek této posloupnosti, potom bude S-pakovací chromatické
£íslo kone£né.

V¥ta 6.41 [17]. Nech´ S = (a1, a2, . . . ), kde ai = 2i − 1 pro i = 1, 2, . . . , k a
ak+1 = 2k − 1. Potom χS(P∞) = k + 1.

Zam¥°me se nyní na S-pakovací 3-obarvení, tedy p°ípad, kdy S = (a1, a2, a3).
Nalezení p°ípustného 3-obarvení (neboli pro S = (1, 1, 1)) je takzvaný NP-t¥ºký
problém, tedy takový problém, na který lze p°evést libovolný problém °e²itelný ne-
deterministickým algoritmem v polynomiálním £ase. Je-li v²ak a3 dostate£n¥ velké,
potom se jeho °e²ení zjednodu²uje. Podívejme se tedy na n¥které vybrané p°ípady
S-pakovacích 3-obarvení. Pro a1 = 2 lze S-pakovací chromatické £íslo ur£it jedno-
du²e.

V¥ta 6.42 [17]. Nech´ G je souvislý graf. Potom G má (2, 2, 2)-pakovací obarvení
práv¥ tehdy, kdyº je G bu¤ cesta libovolné délky, nebo kruºnice délky, která je
d¥litelná 3.

D·sledek 6.43 [17]. Nech´ G je souvislý graf. Pokud G má (a1, a2, a3)-pakovací
obarvení, kde a1 > 2 a a3 > 2, potom má G nejvý²e 5 vrchol·.

Podívejme se nyní na p°ípad, kdy a1 = 1. Pokud mají zbylé dva prvky v sek-
venci hodnotu alespo¬ 4, potom bude existence S-pakovacího obarvení grafu záviset
na hodnot¥ £ísla vrcholového pokrytí β(G). Tato hodnota je rovna velikosti nejmen²í
mnoºiny vrchol· v grafu takové, ºe alespo¬ jeden koncový vrchol kaºdé hrany je v ní
obsaºen.

V¥ta 6.44 [17]. Nech´ G je souvislý graf a 4 6 a2 6 a3. Potom G má (1, a2, a3)-
pakovací obarvení práv¥ tehdy, kdyº je £íslo vrcholového pokrytí β(G) 6 2.

Existence ostatních (1, a2, a3)-pakovacích obarvení je shrnuta v následující v¥t¥.
I p°ed ní v²ak vysv¥tlíme n¥které pouºité pojmy. Multigraf je typ grafu, u kterého
je povolena existence násobných hran. Podrozd¥lení grafu G je graf, který vznikne,
pokud v G nahradíme kaºdou jeho hranu cestou délky 2. Pokud tento proces prove-
deme pro v²echny hrany G s výjimkou jedné, dostaneme skoro podrozd¥lení grafu
G. Nakonec zmíníme pojem dominující vrchol, coº je takový vrchol v grafu, který
sousedí se v²emi ostatními vrcholy.
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V¥ta 6.45 [17]. Nech´ G je souvislý graf. Potom:

1. G má (1, 3, 3)-obarvení práv¥ tehdy, kdyº £íslo vrcholového pokrytí β(G) 6 2,
nebo pokud G je podgrafem podrozd¥lení n¥jakého bipartitního multigrafu,

2. pro a3 > 4 má G (1, 2, a3)-pakovací obarvení práv¥ tehdy, kdyº je G podgra-
fem podrozd¥lení nebo skoro podrozd¥lení n¥jakého bipartitního multigrafu
s dominujícím vrcholem,

3. pro a3 > 4 má G (1, 3, a3)-pakovací obarvení práv¥ tehdy, kdyº £íslo vrcho-
lového pokrytí β(G) 6 2, nebo pokud G je podgraf podrozd¥lení n¥jakého
bipartitního multigrafu s dominujícím vrcholem.

Pro ostatní 3-prvkové mnoºiny je úloha ur£ení existence S-pakovacího barvení
z hlediska výpo£etní sloºitosti NP-t¥ºká, stejn¥ jako v p°ípad¥ S = (1, 1, 1).

Na záv¥r této kapitoly se zmíníme o jedné z metod hledání p°ípustného
S-pakovacího obarvení nekone£né cesty s malým mnoºstvím pouºitých barev.
Principem této metody je postupné "²t¥pení" existujících barev platného obarvení.
�ekn¥me, ºe vybereme v²echny vrcholy obarvené barvou i, o kterých víme, ºe jsou
od sebe ve vzdálenosti alespo¬ ai + 1. Pokud v²echny tyto vrcholy pravideln¥ p°e-
barvíme r novými barvy, tak bude vzdálenost vrchol· obarvených jednou z nových
barev alespo¬ r · (ai + 1) − 1. Tímto procesem lze upravovat sekvenci S. �t¥pením
barvy hodnoty ai na r £ástí tímto zp·sobem odpovídá v S procesu, ve kterém na-
hradíme hodnotu ai pomocí r kopií hodnoty r · (ai + 1)− 1 a novým se°azením celé
sekvence. Nap°íklad, máme-li sekvenci (1, 1), která p°edstavuje platné S-pakovací
obarvení P∞, a jednu z t¥chto barev roz²t¥píme na t°i £ásti, dostaneme sekvenci
(1, 5, 5, 5), která také p°edstavuje platné obarvení. Takto získanou sekvenci nazý-
váme splinterovaná sekvence.

V £lánku [16], kde je tento pojem zaveden, je splinterovaná sekvence de�nována
jako libovolná sekvence, která vznikne metodou ²t¥pení ze sekvence (0). Ta je v²ak
pouze braná jako za£átek pro ²t¥pení a nep°edstavuje ºádné vrcholové obarvení.
Jako dal²í p°íklady zde uvádíme v²echny splinterované sekvence délky nejvý²e 5:

(1, 1), (1, 3, 3), (1, 5, 5, 5), (1, 7, 7, 7, 7), (1, 3, 7, 7), (1, 3, 11, 11, 11), (1, 3, 7, 15, 15),

(1, 5, 5, 11, 11), (2, 2, 2), (2, 2, 5, 5), (2, 5, 5, 5, 5), (2, 2, 8, 8, 8), (2, 2, 5, 11, 11),

(3, 3, 3, 3), (3, 3, 3, 7, 7), (3, 3, 5, 5, 5), (4, 4, 4, 4, 4).

V souvislosti se ²t¥pením sekvencí se zmíníme je²t¥ o jednom d·leºitém pojmu
z S-pakovacího barvení. Sekvenci S = (a1, . . . , ak) nazveme minimální pakovací chro-
matickou sekvencí (MPCS) grafu G, pokud platí, ºe existuje S-pakovací obarvení
grafu G, ale pokud zv¥t²íme hodnotu libovolného £lenu S, tak takové obarvení exis-
tovat nebude. M·ºe se stát, ºe pro ur£itý graf bude existovat více MPCS stejné
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délky. Pro n¥které grafy v²ak nemusí existovat ºádné. Nap°íklad pro hv¥zdy ºádná
MPCS neexistuje, nebo´ jsou (1, a2)-pakov¥ obarvitelné pro v²echna p°irozená a2.

Vztah splinterovaných sekvencí a MPCS je o£ividný p°i pouºití metody hus-
tot barev. Se£teme-li hustoty v²ech k barev v kaºdé splinterované sekvenci podle
vzorce z v¥ty 6.33, tak dostaneme hodnotu 1, coº je mezní hodnota pro existenci
S-pakovacího k-obarvení grafu P∞. To znamená, ºe zv¥t²ením hodnoty libovolné
barvy dostaneme sekvenci, pro kterou jiº nejsme schopni najít obarvení, a proto je
kaºdá splinterovaná sekvence i MPCS.

V¥ta 6.46 [16]. Nech´ P∞ je nekone£ná cesta a S = (a1, . . . , ak) je splinterovaná
sekvence p°edstavující p°ípustné S-pakovací k-obarvení P∞. Potom S je MPCS grafu
P∞.

V tomto p°ípad¥ opa£ná implikace nemusí nutn¥ platit. Najdou se MPCS, které
nelze získat procesem ²t¥pení, a které tedy nejsou zárove¬ splinterované. Pokud
vezmeme v²echny MPCS maximální délky 5, tak zjistíme, ºe £ty°i z nich nejsou
splinterované.

V¥ta 6.47 [16]. Nech´ P∞ je nekone£ná cesta a k 6 5. Potom v²echny MPCS
délky k jsou splinterované sekvence s výjimkou (2, 4, 4, 4, 6), (2, 3, 4, 4, 9), (2, 3, 3, 8, 8)
a (2, 3, 3, 4, 12).
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7 Vlastní výsledky

Ve svém výzkumu jsem se zam¥°il na S-pakovací barvení distan£ních graf· G(1, t),
t > 2 pomocí barev daných sekvencí S = (1, . . . , 1, 2, . . . ). Mým cílem bylo zjistit,
jakými S tohoto tvaru lze daný distan£ní graf obarvit, dále jakou bude mít S v tomto
p°ípad¥ kardinalitu a p°ípadn¥ jak bude vypadat vzor pouºitého obarvení. Nejprve
bylo nutné ur£it, které sekvence p°ipadají v úvahu.

Z v¥ty 6.3 víme, ºe pro grafy G(1, t) existuje S-pakovací obarvení pro S =
(2, 2, . . . ) vyuºívající 5 barev, pokud t ≡ ±2 (mod 5), a 6 barev ve v²ech ostatních
p°ípadech. Kaºdé takové obarvení je dle pozorování 6.27 i (1, . . . , 1, 2, . . . )-pakovacím
obarvením, a proto se sta£í zam¥°it na sekvence S s maximální velikostí 6. Dále
je dle lemmatu 4.6 jisté, ºe pro kaºdý distan£ní graf G(1, t) existuje S-pakovací
obarvení pro S = (1, 1, 1). Zam¥°íme se tedy na sekvence S = (1, 1, 2, 2, . . . ) a
S = (1, 2, 2, . . . ). V p°ípad¥, ºe bude t liché £íslo, tak existuje dle bodu (a) v Tvr-
zení 4.7 S-pakovací obarvení G(1, t) pro S = (1, 1). Cílem tedy bude najít S-pakovací
obarvení graf· G(1, t) s minimální po£tem barev, kde S = (1, 1, 2, 2, . . . ) pro sudá t
a S = (1, 2, 2, . . . ) pro v²echna t.

V p°ípad¥ S = (1, 1, 2, 2, . . . ) lze jednodu²e ur£it, ºe k obarvení G = G(1, t),
kde t je sudé, je pot°eba alespo¬ £ty° barev, a proto χS(G) > 4. Navíc jsem nalezl
p°edpis vzoru obarvení, jehoº délka je závislá na hodnot¥ t a pomocí kterého lze
vytvo°it vzor pouºitelného obarvení pro v²echny zmín¥né grafy G. Díky tomu lze
dokázat, ºe χS(G) = 4.

V¥ta 7.1. Nech´ t > 2 je sudé p°irozené £íslo a G(1, t) je distan£ní graf. Dále nech´
S = (1, 1, 2, 2, . . . ). Potom χS(G(1, t)) = 4 a existuje periodické S-pakovací obarvení
G(1, t) dané vzorem

[(1, 2)
t
2 , 3, (1, 2)

t
2 , 4]

délky 2t + 2. Pro sudá t 6= 2 tato sekvence de�nuje i p°ípustné (1, 1, 3, 3)-pakovací
obarvení daného G(1, t).

D·kaz. Nech´ G = G(1, t) je distan£ní graf a c je jeho S-pakovací obarvení, kde
S = (1, 1, 2, . . . ). Nejprve dokaºme, ºe χS(G) > 3. Zvolme libovolný vrchol x ∈ Z
a zam¥°me se na kruºnici x, x− 1, x− 2, . . . , x− t+ 1, x− t, x. P°i procházení této
kruºnice budeme st°ídav¥ pouºívat barvy 1 a 2 po£ínaje c(x) = 1. Protoºe t je
sudé, tak se jedná o kruºnici liché délky, a proto na této kruºnici musí existovat
vrchol y, pro který je c(y) = 3. Nutn¥ musí platit, ºe c(y − 1) 6= c(y + 1). Bez újmy
na obecnosti p°edpokládejme, ºe c(y + 1) = 1 a c(y − 1) = 2 a zam¥°me se na cestu
y−1, y+ t−1, y+ t, y+ t+1, y+1. Nutn¥ platí, ºe c(y+ t−1) = 1 a c(y+ t+1) = 2.
Vrchol y + t nelze obarvit ºádnou ze 3 dosud pouºitých barev, a proto χS(G) > 4.

Nyní dokáºeme, ºe pro kaºdý distan£ní graf G(1, t), kde t je sudé, existuje peri-
odické S-pakovací obarvení c vyuºívající 4 barvy, které je dané vzorem

[(1, 2)
t
2 , 3, (1, 2)

t
2 , 4].
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Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe c(0) = 1 a c(−1) = 4. Dále nech´ Ci je
mnoºina v²ech vrchol· x ∈ V (G) takových, ºe c(x) = i. Ve vý£tu prvk· jednotlivých
mnoºin pouºijeme svislé £áry k odd¥lení vrchol· z r·zných kopií vzoru, nebude-li
jasné, ºe dané vrcholy jsou z r·zných kopií. Mnoºiny Ci budou vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2 . . . , t− 2, t+ 1, t+ 3, . . . , 2t− 3, 2t− 1 |
2t+ 2, 2t+ 4, . . . , 3t, 3t+ 3, 3t+ 5, . . . , 4t− 1, 4t+ 1 | 4t+ 4, . . . }

C2 = {. . . , 1, 3, . . . , t− 1, t+ 2, t+ 4, . . . , 2t− 2, 2t |
2t+ 3, 2t+ 5, . . . , 3t+ 1, 3t+ 4, 3t+ 6, . . . , 4t, 4t+ 2 | 4t+ 5, . . . }

C3 = {. . . , t, 3t+ 2, 5t+ 4 . . . }
C4 = {. . . , 2t+ 1, 4t+ 3, 6t+ 5 . . . }

Zam¥°íme se nyní na mnoºinu C1. Pro mnoºinu C2 bude d·kaz analogický, nebo´
platí, ºe c(x) = 1⇔ c(x + 1) = 2. Vidíme, ºe C1 = {x ∈ Z : x ≡ 2i (mod 2t + 2) ∨
x ≡ 2i + t + 1 (mod 2t + 2), i = 0, 1, . . . , t

2
− 1} a pro kaºdou dvojici vrchol·

a, b ∈ C1 je rozdíl |a− b| ∈ ` (mod 2t+ 2), kde ` = {0, 2, 4, . . . , t− 2} ∪ {3, 5, 7, . . . ,
t− 1, t+ 1, . . . , 2t− 1}. O£ividn¥ |a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol· a, b
není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C3. Pro mnoºinu C4 bude d·kaz analogický, nebo´ platí,
ºe c(x) = 3 ⇔ c(x + t + 1) = 4. O£ividn¥ C3 = {x ∈ Z : x ≡ t (mod 2t + 2)} a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C3 je rozdíl |a− b| ≡ 0 (mod 2t+2), tedy násobku
2t + 2. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak |a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe tato
situace nikdy nenastane, tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 3. Navíc
pokud by dG(a, b) = 3, tak potom |a−b| ∈ {3, t−2, t+2, 2t−1, 2t+1, 3t}. I v tomto
p°ípad¥ dojde ke sporu, s výjimkou p°ípadu t = 2, kdy 2t+ 2 = 3t = 6. Proto platí
t 6= 2⇒ ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 4.

Obarvení c p°edstavuje platné (1, 1, 2, 2)-pakovací obarvení pro v²echny grafy
G(1, t), kde t je sudé. S výjimkou p°ípadu t = 2 se jedná dokonce o (1, 1, 3, 3)-
pakovací obarvení. Pokud tedy S = (1, 1, 2, 2, . . . ), tak pro kaºdý graf G(1, t), kde
t je sudé, existuje S-pakovací obarvení vyuºívající 4 barvy, a proto χS(G(1, t)) 6 4.
Platí tedy χS(G(1, t)) = 4. �

Je tedy jisté, ºe pro v²echny grafy G(1, t), kde t je sudé, existuje (1, 1, 2, 2)-
pakovací obarvení. Pro velké hodnoty t je v²ak vzor tohoto obarvení p°íli² dlouhý.
Dal²ím cílem tedy bylo najít krátké vzory, které by p°edstavovaly pouºitelná obar-
vení pro v¥t²í mnoºství graf· G(1, t). P°i pouºití následujících vzor· délky 6 10,
z nichº byly n¥které odvozeny ze vzoru ve v¥t¥ 7.1, lze obarvit v²echny grafy G(1, t),
kde t je sudé a t 6≡ 0 (mod 30).
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V¥ta 7.2. M¥jme distan£ní graf G(1, t), kde t ≥ 2 a S = (1, 1, 2, 2). Potom existuje
periodické S-pakovací obarvení G(1, t), které je pro:

(1) t ≡ ±2 (mod 6) dáno vzorem [1, 2, 3, 1, 2, 4] délky 6,

(2) t ≡ ±4 (mod 10) dáno vzorem [1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 4] délky 10,

(3) t ≡ ±2 (mod 10) dáno vzorem [1, 2, 3, 1, 4, 2, 1, 3, 2, 4] délky 10,

Vzor (2) navíc p°edstavuje i (1, 1, 3, 3)-pakovací obarvení p°íslu²ných distan£ních
graf· G(1, t).

D·kaz. Nech´ G = G(1, t) je distan£ní graf a c je jeho obarvení dané n¥kterým
z uvedených vzor·, p°i£emº c(0) = 1 a c(−1) = 4. Dále nech´ Ci je mnoºina v²ech
vrchol· x ∈ V (G) takových, ºe c(x) = i.

(1) Nech´ t = 6n+2 nebo t = 6n+4, n > 0. Pro t = 2 odpovídá obarvení c se vzo-
rem [1, 2, 3, 1, 2, 4] obarvení, jehoº pouºitelnost jiº byla dokázána ve v¥t¥ 7.1.
P°edpokládejme tedy, ºe t > 4. Mnoºiny Ci budou vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 3, 6, 9, 12, 15, . . . }
C2 = {. . . , 1, 4, 7, 10, 13, 16, . . . }
C3 = {. . . , 2, 8, 14, 20, . . . }
C4 = {. . . , 5, 11, 17, 23, . . . }

Zam¥°íme se nyní na mnoºinu C1. Pro mnoºinu C2 bude d·kaz analogický,
nebo´ platí, ºe c(x) = 1 ⇔ c(x + 1) = 2. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0
(mod 3)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a− b| ≡ 0 (mod 3),
tedy násobku 3. Jelikoº t je vºdy sudé, tak platí |a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná
dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C3. Pro mnoºinu C4 bude d·kaz analogický, nebo´
platí, ºe c(x) = 3 ⇔ c(x + 3) = 4. O£ividn¥ C3 = {x ∈ Z : x ≡ 2 (mod 6)}
a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C3 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 6), tedy
násobku 6. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak |a− b| ∈ {1, 2, t−1, t, t+1, 2t}. Protoºe
v²ak t = 6n+2 nebo t = 6n+4, tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 3.
Obarvení c tedy p°edstavuje (1, 1, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).

(2) Nech´ t = 10n + 4 nebo t = 10n + 6, n > 0. Pro t = 4 odpovídá obarvení
c se vzorem [1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 4] obarvení, jehoº pouºitelnost jiº byla doká-
zána ve v¥t¥ 7.1. P°edpokládejme tedy, ºe t > 6. Mnoºiny Ci budou vypadat
následovn¥:
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C1 = {. . . , 0, 2, 5, 7, 10, 12, 15, 17, . . . }
C2 = {. . . , 1, 3, 6, 8, 11, 13, 16, 18, . . . }
C3 = {. . . , 4, 14, 24, 34, . . . }
C4 = {. . . , 9, 19, 29, 39, . . . }

Zam¥°íme se nyní na mnoºinu C1. Pro mnoºinu C2 bude d·kaz analogický,
nebo´ platí, ºe c(x) = 1 ⇔ c(x + 1) = 2. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0, 2
(mod 5)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a− b| ∈ ` (mod 10),
kde ` = {0, 2, 3, 5, 7, 8}. Protoºe v²ak t = 10n + 4 nebo t = 10n + 6, tak
|a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C3. Pro mnoºinu C4 bude d·kaz analogický, nebo´
platí, ºe c(x) = 3⇔ c(x+ 5) = 4. O£ividn¥ C3 = {x ∈ Z : x ≡ 4 (mod 10)} a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C3 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 10), tedy ná-
sobku 10. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak |a−b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe
v²ak t = 10n+4 nebo t = 10n+6, tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) >
3. Navíc pokud by dG(a, b) = 3, tak potom |a− b| ∈ {3, t− 2, t+ 2, 2t− 1, 2t+
1, 3t}. I v tomto p°ípad¥ dojde ke sporu, a proto ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 4.
Obarvení c tedy p°edstavuje jak (1, 1, 2, 2)-pakovací obarvení, tak i (1, 1, 3, 3)-
pakovací obarvení G(1, t).

(3) Nech´ t = 10n + 2 nebo t = 10n + 8, n > 0. Pro obarvení c dané vzorem
[1, 2, 3, 1, 4, 2, 1, 3, 2, 4] budou mnoºiny Ci vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 3, 6, 10, 13, 16, . . . }
C2 = {. . . , 1, 5, 8, 11, 15, 18, . . . }
C3 = {. . . , 2, 7, 12, 17, 22, 27 . . . }
C4 = {. . . , 4, 9, 14, 19, 24, 29 . . . }

Zam¥°íme se nyní na mnoºinu C1. Pro mnoºinu C2 bude d·kaz analogický,
nebo´ platí, ºe c(x) = 1 ⇔ c(x + 5) = 2. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0, 3, 6
(mod 10)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a−b| ∈ ` (mod 10),
kde ` = {0, 3, 4, 6, 7}. Protoºe v²ak t = 10n+ 2 nebo t = 10n+ 8, tak |a− b| 6∈
{1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C3. Pro mnoºinu C4 bude d·kaz analogický, nebo´
platí, ºe c(x) = 3 ⇔ c(x + 2) = 4. O£ividn¥ C3 = {x ∈ Z : x ≡ 2 (mod 5)} a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C3 je rozdíl |a−b| ≡ 0 (mod 5), tedy násobku
5. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak |a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe v²ak
t = 10n+ 2 nebo t = 10n+ 8, tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 3.
Obarvení c tedy p°edstavuje (1, 1, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).

�
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P°esu¬me se k sekvenci S = (1, 2, 2, . . . ). V tomto p°ípad¥ budeme hledat
S-pakovací obarvení pro G = G(1, t), p°i£emº nyní bereme v úvahu i lichá t. Lze
jednodu²e ur£it, ºe χS(G) > 5. Navíc lze i v tomto p°ípad¥ najít p°edpisy vzor·
platného obarvení, jejichº délka závisí na t a pomocí kterých lze obarvit kaºdý graf
G(1, t). Proto bude platit, ºe χ(G) = 5.

V¥ta 7.3. Nech´ t > 2 je p°irozené £íslo a G(1, t) je distan£ní graf. Dále nech´
S = (1, 2, 2, . . . ). Potom χS(G(1, t)) = 5 a existuje periodické S-pakovací obarvení
G(1, t) dané vzorem

(1) [(1, 2, 1, 3)n(1, 4, 1, 5)n] délky 8n pro t = 4n± 1, n > 1,

(2) [(1, 2, 1, 3)n, 1, 2, 3, (1, 4, 1, 5)n, 1, 4, 5] délky 8n+ 6 pro t = 4n+ 2, n > 0,

(3) [(1, 2, 1, 3)n−2, (1, 2, 3)3, (1, 4, 1, 5)n−2, (1, 4, 5)3] délky 8n+ 2 pro t = 4n, n > 2,

(4) [1, 2, 1, 3, 4, 1, 5, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 5, 2, 1, 3, 1, 4, 5] délky 20 pro t = 4.

Vzor (1) navíc de�nuje i p°ípustné (1, 3, 3, 3, 3)-pakovací obarvení daných graf·
G(1, t).

D·kaz. Nech´ G = G(1, t) je distan£ní graf a c je jeho S-pakovací obarvení, kde
S = (1, 2, 2, . . . ). Nejprve dokaºme, ºe χS(G) > 4. Nech´ x ∈ Z je vrchol takový, ºe
c(x) = 1. O£ividn¥ tento vrchol musí existovat. Dále se zam¥°me na vrcholy, které
jsou v okolí vrcholu x, tedy vrcholy x− t, x−1, x+1 a x+ t. Jelikoº je kaºdá dvojice
t¥chto £ty° vrchol· ve vzdálenosti nejvý²e 2, tak kaºdý z nich musí dostat odli²nou
barvu. Proto platí, ºe χS(G) > 5.

Nyní dokáºeme, ºe pro kaºdý distan£ní graf G(1, t) existuje periodické S-pakovací
obarvení vyuºívající 5 barev. V následujících p°ípadech p°edpokládejme, ºe c je
obarvení G(1, t) se vzorem, jehoº jedna kopie za£íná ve vrcholu 0. Dále nech´ Ci je
mnoºina v²ech vrchol· x ∈ V (G) takových, ºe c(x) = i.

P°ípad 1: t je liché
Nech´ t je liché £íslo ve tvaru 4n±1, n > 1. Dokáºeme, ºe obarvení c dané vzorem

[(1, 2, 1, 3)n, (1, 4, 1, 5)n]

je (1, 2, 2, 2, 2)-pakovacím obarvením G(1, t). Mnoºiny Ci budou v tomto p°ípad¥
vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, . . . , 8n− 4, 8n− 2 | 8n, 8n+ 2, . . . , 16n− 4, 16n− 2 | . . . }
C2 = {. . . , 1, 5, . . . , 4n− 7, 4n− 3 | 8n+ 1, 8n+ 5, . . . , 12n− 7, 12n− 3 | . . . }
C3 = {. . . , 3, 7, . . . , 4n− 5, 4n− 1 | 8n+ 3, 8n+ 7, . . . , 12n− 5, 12n− 1 | . . . }
C4 = {. . . , 4n+1, 4n+5, . . . , 8n−7, 8n−3|12n+1, 12n+5, . . . , 16n−7, 16n−3| . . . }
C5 = {. . . , 4n+3, 4n+7, . . . , 8n−5, 8n−1|12n+3, 12n+7, . . . , 16n−5, 16n−1| . . . }
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Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ se v C1 nacházejí pouze sudé vrcholy a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 2), tedy sudé £íslo.
Jelikoº je t vºdy liché £íslo, tak |a − b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol·
a, b ∈ C1 není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2 ⇔ c(x + 2) = 3 ⇔ c(x + 4n) = 4 ⇔ c(x + 4n + 2) = 5.
Vidíme, ºe C2 = {x ∈ Z : x ≡ 4i + 1 (mod 8n), i = 0, . . . , n − 1} a pro kaº-
dou dvojici a, b ∈ C2 bude rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 8n), kde ` = {0, 4, 8, . . . , 4n −
8, 4n − 4, 4n + 4, 4n + 8, . . . , 8n − 4}, tedy n¥jaký násobek 4 s výjimkou £ísel 4n
(mod 8n). Pokud by dG(a, b) 6 2, potom |a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe
v²ak t = 4n − 1 nebo t = 4n + 1, tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3.
Navíc pokud by dG(a, b) = 3, potom |a − b| ∈ {3, t − 2, t + 2, 2t − 1, 2t + 1, 3t}.
I v tomto p°ípad¥ dochází ke sporu, a proto ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 4. Obarvení
c tedy p°edstavuje nejen (1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení, ale i (1, 3, 3, 3, 3)-pakovací
obarvení graf· G(1, t) pro lichá t.

P°ípad 2: t = 4n+ 2, n > 0
Nech´ t je £íslo ve tvaru 4n+ 2, n > 0. Dokáºeme, ºe obarvení c dané vzorem

[(1, 2, 1, 3)n, 1, 2, 3, (1, 4, 1, 5)n, 1, 4, 5]

je (1, 2, 2, 2, 2)-pakovacím obarvením G(1, t). Mnoºiny Ci budou v tomto p°ípad¥
vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, . . . , 4n− 2, 4n, 4n+ 3, 4n+ 5, . . . , 8n+ 1, 8n+ 3 | 8n+ 6, . . . }
C2 = {. . . , 1, 5, . . . , 4n− 3, 4n+ 1 | 8n+ 7, 8n+ 11, . . . , 12n+ 3, 12n+ 7 | . . . }
C3 = {. . . , 3, 7, . . . , 4n− 1, 4n+ 2 | 8n+ 9, 8n+ 13, . . . , 12n+ 5, 12n+ 8 | . . . }
C4 = {. . . , 4n+4, 4n+8, . . . , 8n, 8n+4|12n+10, 12n+14, . . . , 16n+6, 16n+10| . . . }
C5 = {. . . , 4n+ 6, 4n+ 10, . . . , 8n+ 2, 8n+ 5 | 12n+ 12, 12n+ 16, . . . , 16n+ 8, 16n+
11 | . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 2i (mod 4n + 3),
i = 0, 1, . . . , 2n} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ∈
` (mod 8n + 6), kde ` = {0, 2, . . . , 4n} ∪ {3, 5, . . . , 4n + 1, 4n + 3, . . . , 8n + 3}.
Protoºe v²ak t = 4n+ 2, tak |a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není
sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºinu C4 bude d·kaz analogický, nebo´ platí,
ºe c(x) = 2⇔ c(x+4n+3) = 4. O£ividn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 4i+1 (mod 8n+6), i =
0, 1, . . . , n} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2 je rozdíl |a− b| ∈ ` (mod 8n+ 6),
kde ` = {0, 4, . . . , 4n} ∪ {4n + 6, 4n + 10, . . . , 8n + 2}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak
potom |a−b| ∈ {1, 2, t−1, t, t+1, 2t}. Protoºe v²ak t = 4n+2, tak dochází ke sporu
a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C3. Pro mnoºinu C5 bude d·kaz analogický, nebo´
platí, ºe c(x) = 3 ⇔ c(x + 4n + 3) = 5. O£ividn¥ C3 = {x ∈ Z : x ≡ 4i + 3
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(mod 8n + 6), i = 0, 1, . . . , n − 1 ∨ x ≡ 4n + 2 (mod 8n + 6)} a pro kaºdou dvojici
vrchol· a, b ∈ C3 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 8n + 6), kde ` = {0, 4, . . . , 4n − 4} ∪
{3, 7, . . . , 4n − 1} ∪ {4n + 10, 4n + 14, . . . , 8n + 2} ∪ {4n + 7, 4n + 11, . . . , 8n + 3}.
Pokud by dG(a, b) 6 2, tak potom |a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe v²ak
t = 4n + 2, tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 3. Obarvení c proto
p°edstavuje (1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).

P°ípad 3: t = 4n, n > 2
Nech´ t je £íslo ve tvaru 4n, n > 2. Dokáºeme, ºe obarvení c dané vzorem

[(1, 2, 1, 3)n−2, (1, 2, 3)3, (1, 4, 1, 5)n−2, (1, 4, 5)3]

je (1, 2, 2, 2, 2)-pakovacím obarvením G(1, t). Mnoºiny Ci budou v tomto p°ípad¥
vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, . . . , 4n− 10, 4n− 8, 4n− 5, 4n− 2, 4n+ 1, 4n+ 3, . . . ,
8n− 9, 8n− 7, 8n− 4, 8n− 1 | . . . }

C2 = {. . . , 1, 5, . . . , 4n− 11, 4n− 7, 4n− 4, 4n− 1 |
8n+ 3, 8n+ 7, . . . , 12n− 9, 12n− 5, 12n− 2, 12n+ 1 | . . . }

C3 = {. . . , 3, 7, . . . , 4n− 9, 4n− 6, 4n− 3, 4n |
8n+ 5, 8n+ 9, . . . , 12n− 7, 12n− 4, 12n− 1, 12n+ 2 | . . . }

C4 = {. . . , 4n+ 2, 4n+ 6, . . . , 8n− 10, 8n− 6, 8n− 3, 8n |
12n+ 4, 12n+ 8, . . . , 16n− 8, 16n− 4, 16n− 1, 16n+ 2 | . . . }

C5 = {. . . , 4n+ 4, 4n+ 8, . . . , 8n− 8, 8n− 5, 8n− 2, 8n+ 1 |
12n+ 6, 12n+ 10, . . . , 16n− 6, 16n− 3, 16n, 16n+ 3 | . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 2i (mod 4n + 1), i =
0, 1, . . . , 2n− 4} ∪ {x ∈ Z : x ≡ 4n− 5, 4n− 2 (mod 4n + 1)} a pro kaºdou dvojici
vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 8n + 2), kde ` = {0, 2, . . . , 4n − 8,
4n− 2, 8n− 4} ∪ {3, 5, . . . , 4n− 5, 4n+ 1, 4n+ 7, 4n+ 9, . . . , 8n− 1}. Protoºe v²ak
t = 4n, tak |a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºinu C4 bude d·kaz analogický, nebo´ platí,
ºe c(x) = 2⇔ c(x+ 4n+ 1) = 4. O£ividn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 4i+ 1 (mod 8n+ 2),
i = 0, 1, . . . , n−2}∪{x ∈ Z : x ≡ 4n−4, 4n−1 (mod 8n+ 2)} a pro kaºdou dvojici
vrchol· a, b ∈ C2 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 8n + 2), kde ` = {0, 4, . . . , 4n − 8} ∪
{3, 6, 7, 10, 11, . . . , 4n − 10, 4n − 9, 4n − 6, 4n − 5, 4n − 2} ∪ {4n + 10, 4n + 14, . . . ,
8n− 2} ∪ {4n+ 4, 4n+ 7, 4n+ 8, 4n+ 11, . . . , 8n− 8, 8n− 5, 8n− 4, 8n− 1}. Pokud
by dG(a, b) 6 2, tak potom |a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe v²ak t = 4n,
tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C3. Pro mnoºinu C5 bude d·kaz analogický, nebo´
platí, ºe c(x) = 3 ⇔ c(x + 4n + 1) = 5. O£ividn¥ C3 = {x ∈ Z : x ≡ 4i + 3
(mod 8n + 2), i = 0, 1, . . . , n− 3} ∪ {x ∈ Z : x ≡ 4n− 6, 4n− 3, 4n (mod 8n + 2)}
a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C3 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 8n + 2), kde
` = {0, 4, . . . , 4n − 12} ∪ {3, 6, 7, 9, 10, 11, 13, . . . , 4n − 7, 4n − 6, 4n − 5, 4n − 2} ∪
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{4n + 14, 4n + 18, . . . , 8n − 2} ∪ {4n + 5, 4n + 8, 4n + 9, 4n + 11, 4n + 12, 4n + 13,
4n + 15, . . . , 8n − 7, 8n − 5, 8n − 4, 8n − 1}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak potom
|a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t}. Protoºe v²ak t = 4n, tak dochází ke sporu a
∀a, b ∈ C3 : dG(a, b) > 3. Obarvení c proto p°edstavuje (1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obar-
vení G(1, t).

P°ípad 4: t = 4
Tento p°ípad je uveden samostatn¥, nebo´ hodnota t = 4 nevyhovuje p°edpisu

vzoru z p°ípadu 3. Dokáºeme, ºe obarvení c dané vzorem

[1, 2, 1, 3, 4, 1, 5, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 5, 2, 1, 3, 1, 4, 5],

je (1, 2, 2, 2, 2)-pakovacím obarvením G(1, t). Mnoºiny Ci budou v tomto p°ípad¥
vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, 5, 7, 10, 12, 15, 17 | 20, 22, 25, 27, 30, 32, 35, 37 | . . . }
C2 = {. . . , 1, 8, 14 | 21, 28, 34 | . . . }
C3 = {. . . , 3, 9, 16 | 23, 29, 36 | . . . }
C4 = {. . . , 4, 11, 18 | 24, 31, 38 | . . . }
C5 = {. . . , 6, 13, 19 | 26, 33, 39 | . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. Vidíme, ºe C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0, 2 (mod 5)} a pro
kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 5), kde ` = {0, 2, 3}.
O£ividn¥ |a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2⇔ c(x− 5) = 3⇔ c(x− 10) = 4⇔ c(x+ 5) = 5. O£ividn¥
C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1, 8, 14 (mod 20)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2 je rozdíl
|a − b| ∈ ` (mod 20), kde ` = {0, 6, 7, 13, 14}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak potom
|a − b| ∈ {1, 2, t − 1, t, t + 1, 2t} = {1, 2, 3, 4, 5, 8}. Protoºe v²ak t = 4, tak dochází
ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3.

Pro S = (1, 2, 2, . . . ) jsme tedy u v²ech graf· G(1, t) nalezli S-pakovací obarvení
vyuºívající 5 barev, a proto χS(G(1, t)) 6 5. Platí tedy χS(G(1, t)) = 5. �

Pro v²echny grafy G(1, t) lze tedy najít (1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení. I zde v²ak
vzory p°i zv¥t²ování hodnoty t dosahují velkých délek, a proto bude dal²ím cílem
najít obarvení s krat²ími vzory, které lze pouºít na v¥t²í mnoºství graf·. Z v¥ty 6.3
víme, ºe bude existovat 2-distan£ní, a tedy i (2, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t)
pro t ≡ ±2 (mod 5). V [2] je v d·kaze této v¥ty uvedeno, ºe se jedná o obarvení
se vzorem [1, 2, 3, 4, 5]. S vyuºitím tohoto a následujících vzor· lze obarvit v¥t²inu
graf· G(1, t).
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V¥ta 7.4. Nech´ t > 2 je p°irozené £íslo a G(1, t) je distan£ní graf. Dále nech´
S = (1, 2, 2, 2, 2). Potom existuje periodické S-pakovací obarvení G(1, t), které je
pro:

(1) t ≡ ±2 (mod 6) dáno vzorem [1, 2, 3, 1, 4, 5],

(2) t ≡ ±3 (mod 8) dáno vzorem [1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, 5].

(3) t ≡ ±2 (mod 11) dáno vzorem [1, 2, 3, 1, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5]

(4) t ≡ ±5 (mod 11) dáno vzorem [1, 2, 1, 3, 1, 4, 3, 5, 4, 2, 5]

(5) t ≡ ±5 (mod 12) dáno vzorem [1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 4, 5, 1, 4, 5]

(6) t ≡ ±7 (mod 16) dáno vzorem [1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, 5, 1, 4, 1, 5]

Vzory (2) a (6) navíc p°edstavují i (1, 3, 3, 3, 3)-pakovací obarvení daných graf·
G(1, t).

D·kaz. Nech´ G = G(1, t) je distan£ní graf a c je obarvení G(1, t) se vzorem, jehoº
jedna kopie za£íná ve vrcholu 0. Dále nech´ Ci je mnoºina v²ech vrchol· x ∈ V (G)
takových, ºe c(x) = i.

(1) Nech´ t = 6n+2 nebo t = 6n+4, n > 0. Pro t = 2 odpovídá obarvení c se vzo-
rem [1, 2, 3, 1, 4, 5] obarvení, jehoº pouºitelnost jiº byla dokázána ve v¥t¥ 7.3
v bod¥ (2). P°edpokládejme tedy, ºe t > 4. Mnoºiny Ci budou vypadat násle-
dovn¥:

C1 = {. . . , 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, . . . }
C2 = {. . . , 1, 7, 13, 19, . . . }
C3 = {. . . , 2, 8, 14, 20, . . . }
C4 = {. . . , 4, 10, 16, 22, . . . }
C5 = {. . . , 5, 11, 17, 23, . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0 (mod 3)} a pro
kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 3), tedy násobku
3. Jelikoº t = 6n+ 2 nebo t = 6n+ 4, tak platí |a− b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná
dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2⇔ c(x+ 1) = 3⇔ c(x+ 3) = 4⇔ c(x+ 4) = 5. O£i-
vidn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1 (mod 6)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2 je
rozdíl |a− b| ≡ 0 (mod 6), tedy násobku 6. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak potom
|a− b| ∈ {1, 2, t− 1, t, t+ 1, 2t}. Protoºe v²ak t = 6n+ 2 nebo t = 6n+ 4, tak
dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3. Obarvení c proto p°edstavuje
(1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).
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(2) Nech´ t = 8n+ 3 nebo t = 8n+ 5, n > 0. Pro t = 3 a t = 5 odpovídá obarvení
c se vzorem [1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, 5] obarvení, jehoº pouºitelnost jiº byla dokázána
ve v¥t¥ 7.3 v bod¥ (1). P°edpokládejme tedy, ºe t > 11. Mnoºiny Ci budou
vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, . . . }
C2 = {. . . , 1, 9, 17, 25, . . . }
C3 = {. . . , 3, 11, 19, 27, . . . }
C4 = {. . . , 5, 13, 21, 29, . . . }
C5 = {. . . , 7, 15, 23, 31, . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ se v C1 nacházejí pouze sudé vrcholy a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 2), tedy sudé
£íslo. Jelikoº je t vºdy liché £íslo, tak |a − b| 6∈ {1, t}, a proto ºádná dvojice
vrchol· a, b ∈ C1 není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2⇔ c(x+ 2) = 3⇔ c(x+ 4) = 4⇔ c(x+ 6) = 5. O£i-
vidn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1 (mod 8)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2 je
rozdíl |a− b| ≡ 0 (mod 8), tedy násobku 8. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak potom
|a− b| ∈ {1, 2, t− 1, t, t+ 1, 2t}. Protoºe v²ak t = 8n+ 3 nebo t = 8n+ 5, tak
dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3. Navíc pokud by dG(a, b) = 3,
tak potom |a − b| ∈ {3, t − 2, t + 2, 2t − 1, 2t + 1, 3t}. I v tomto p°ípad¥ do-
jde ke sporu, a proto ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 4. Obarvení c tedy p°edstavuje
jak (1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení, tak i (1, 3, 3, 3, 3)-pakovací obarvení G(1, t).

(3) Nech´ t = 11n + 2 nebo t = 11n + 9, n > 0. Pro obarvení c dané vzorem
[1, 2, 3, 1, 4, 5, 1, 2, 3, 4, 5] budou mnoºiny Ci vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 3, 6, 11, 14, 17, . . . }
C2 = {. . . , 1, 7, 12, 18, . . . }
C3 = {. . . , 2, 8, 13, 19, . . . }
C4 = {. . . , 4, 9, 15, 20, . . . }
C5 = {. . . , 5, 10, 16, 21, . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0, 3, 6 (mod 11)}
a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 11), kde
` = {0, 3, 5, 6, 8}. Jelikoº t = 11n+2 nebo t = 11n+9, tak platí |a−b| 6∈ {1, t},
a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2⇔ c(x+ 1) = 3⇔ c(x+ 8) = 4⇔ c(x+ 9) = 5. O£i-
vidn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1, 7 (mod 11)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2
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je rozdíl |a−b| ∈ ` (mod 11), kde ` = {0, 5, 6}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak po-
tom |a−b| ∈ {1, 2, t−1, t, t+1, 2t}. Protoºe v²ak t = 11n+2 nebo t = 11n+9,
tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3. Obarvení c proto p°edstavuje
(1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).

(4) Nech´ t = 11n + 5 nebo t = 11n + 6, n > 0. Pro obarvení c dané vzorem
[1, 2, 1, 3, 1, 4, 3, 5, 4, 2, 5] budou mnoºiny Ci vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, 4, 11, 13, 15, . . . }
C2 = {. . . , 1, 9, 12, 20, . . . }
C3 = {. . . , 3, 6, 14, 17, . . . }
C4 = {. . . , 5, 8, 16, 19, . . . }
C5 = {. . . , 7, 10, 18, 21, . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0, 2, 4 (mod 11)}
a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ∈ ` (mod 11), kde
` = {0, 2, 4, 7, 9}. Jelikoº t = 11n+5 nebo t = 11n+6, tak platí |a−b| 6∈ {1, t},
a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2⇔ c(x+ 5) = 3⇔ c(x+ 7) = 4⇔ c(x+ 9) = 5. O£i-
vidn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1, 9 (mod 11)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2

je rozdíl |a−b| ∈ ` (mod 11), kde ` = {0, 3, 8}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak po-
tom |a−b| ∈ {1, 2, t−1, t, t+1, 2t}. Protoºe v²ak t = 11n+5 nebo t = 11n+6,
tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3. Obarvení c proto p°edstavuje
(1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).

(5) Nech´ t = 12n + 5 nebo t = 12n + 7, n > 0. Pro obarvení c dané vzorem
[1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 4, 5, 1, 4, 5] budou mnoºiny Ci vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, . . . }
C2 = {. . . , 1, 4, 13, 16, . . . }
C3 = {. . . , 2, 5, 14, 17, . . . }
C4 = {. . . , 7, 10, 19, 22, . . . }
C5 = {. . . , 8, 11, 20, 23, . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ C1 = {x ∈ Z : x ≡ 0 (mod 3)} a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 3)}, tedy
násobku 3. Jelikoº t = 12n + 5 nebo t = 12n + 7, tak platí |a − b| 6∈ {1, t},
a proto ºádná dvojice vrchol· a, b není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2⇔ c(x+ 1) = 3⇔ c(x+ 6) = 4⇔ c(x+ 7) = 5. O£i-
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vidn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1, 4 (mod 12)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C2

je rozdíl |a−b| ∈ ` (mod 12), kde ` = {0, 3, 9}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak po-
tom |a−b| ∈ {1, 2, t−1, t, t+1, 2t}. Protoºe v²ak t = 12n+5 nebo t = 12n+7,
tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3. Obarvení c proto p°edstavuje
(1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení G(1, t).

(6) Nech´ t = 16n + 7 nebo t = 16n + 9, n > 0. Pro t = 7 a t = 9 odpo-
vídá obarvení c se vzorem [1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, 5, 1, 4, 1, 5] obarvení, jehoº
pouºitelnost jiº byla dokázána ve v¥t¥ 7.3 v bod¥ (1). P°edpokládejme tedy,
ºe t > 23. Mnoºiny Ci budou vypadat následovn¥:

C1 = {. . . , 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, . . . }
C2 = {. . . , 1, 5, 17, 21, . . . }
C3 = {. . . , 3, 7, 19, 23, . . . }
C4 = {. . . , 9, 13, 25, 29, . . . }
C5 = {. . . , 11, 15, 27, 31, . . . }

Zam¥°me se na mnoºinu C1. O£ividn¥ se v C1 nacházejí pouze sudé vrcholy a
pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈ C1 je rozdíl |a − b| ≡ 0 (mod 2), tedy sudé
£íslo. Jelikoº je t = 16n + 7 nebo t = 16n + 9, tak |a − b| 6∈ {1, t}, a proto
ºádná dvojice vrchol· a, b ∈ C1 není sousední.

P°esu¬me se k mnoºin¥ C2. Pro mnoºiny C3, C4 a C5 bude d·kaz analogický,
nebo´ ∀x ∈ Z : c(x) = 2 ⇔ c(x + 2) = 3 ⇔ c(x + 8) = 4 ⇔ c(x + 10) = 5.
O£ividn¥ C2 = {x ∈ Z : x ≡ 1, 5 (mod 16)} a pro kaºdou dvojici vrchol· a, b ∈
C2 je rozdíl |a−b| ∈ ` (mod 16), kde ` = {0, 4, 12}. Pokud by dG(a, b) 6 2, tak
potom |a−b| ∈ {1, 2, t−1, t, t+1, 2t}. Protoºe v²ak t = 16n+7 nebo t = 16n+9,
tak dochází ke sporu a ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 3. Navíc pokud by dG(a, b) = 3,
tak potom |a− b| ∈ {3, t− 2, t+ 2, 2t− 1, 2t+ 1, 3t}. I v tomto p°ípad¥ dojde
ke sporu, a proto ∀a, b ∈ C2 : dG(a, b) > 4. Obarvení c tedy p°edstavuje jak
(1, 2, 2, 2, 2)-pakovací obarvení, tak i (1, 3, 3, 3, 3)-pakovací obarvení G(1, t).

�
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8 Záv¥r

Cílem této práce bylo zrekapitulovat jiº známé výsledky z oblasti vrcholového bar-
vení distan£ních graf· G(D) a s jejich pomocí následn¥ zkoumat S-pakovací barvení
graf· G(1, t) pro S = (1, . . . , 1, 2, . . . ). Konkrétn¥ bylo snahou zjistit, pro které
sekvence S existuje S-pakovací obarvení G(1, t), dále pro tyto sekvence ur£it hod-
notu S-pakovacího chromatického £ísla χS(G(1, t)) a p°ípadn¥ i najít vzory perio-
dických S-pakovacích obarvení. V kapitole 3 jsme p°ednesli problém, díky kterému
byl de�nován pojem distan£ního grafu. Dále jsme v kapitole 4 shrnuli jiº známé
výsledky z oblasti p°ípustného vrcholového barvení distan£ních graf·. V kapitole 5
jsme zkoumali hamiltonovské vlastnosti pro kone£né distan£ní grafy a jejich podob-
nosti s t°ídou cirkulant·. V kapitole 6 jsme de�novali jiº známé typy vrcholových
barvení se speciálními podmínkami pro vzdálenosti vrchol· a uvedli známé výsledky
z této problematiky pro obecné i distan£ní grafy. Nakonec jsme v kapitole 7 pre-
zentovali vlastní výsledky ohledn¥ S-pakovacího barvení distan£ních graf· G(1, t)
pro S = (1, . . . , 1, 2, . . . ).

Z p°edem známých výsledk· bylo jisté, ºe pro kaºdý distan£ní graf G(1, t), t > 2
existuje S-pakovací obarvení sekvencí S = (1, 1, 1) a pro liché hodnoty t i sek-
vencí S = (1, 1). Byla tedy snaha ur£it sekvence minimální kardinality ve tvaru S =
(1, 2, 2, . . . ), a pro sudá t i S = (1, 1, 2, 2, . . . ), takové, aby existovalo
S-pakovací obarvení G(1, t). Ze základních vlastností distan£ních graf· lze ur£it, ºe
χS(G(1, t)) = 5, pokud S = (1, 2, 2, . . . ) a χS(G(1, t)) = 4, pokud S = (1, 1, 2, 2, . . . )
a t je sudé. Dal²ím úkolem bylo najít vzor periodického S-pakovacího obarvení. Zjis-
tili jsme, ºe v obou p°ípadech lze najít p°edpisy vzor·, jejichº délka závisí na hodnot¥
t, pomocí kterých lze obarvit v²echny uvaºované distan£ní grafyG(1, t). Protoºe v²ak
tyto vzory dosahují se stoupající hodnotou t vysokých délek, tak jsme cht¥li najít
vzory krat²í délky, které by ²lo pouºít k obarvení v¥t²ího mnoºství distan£ních graf·.
Pro S = (1, 1, 2, 2) jsme nalezli t°i vzory, pomocí nichº lze obarvit grafy G(1, t), kde
t je sudé a t 6≡ 0 (mod 30). Pro S = (1, 2, 2, 2, 2) jsme ur£ili ²est vzor·, pomocí
nichº lze obarvit v¥t²inu distan£ních graf· G(1, t).

Mnoho £lánk· jiº bylo v¥nováno pakovacímu barvení distan£ních graf·, ale
S-pakovací barvení t¥chto graf· je²t¥ nebylo podrobn¥ji zkoumáno. To m·ºe být
dáno skute£ností, ºe v této problematice existuje mnoho sm¥r·, kudy výzkum vést.
Budoucí £lánky by se mohly zabývat nalezením zbylých vzor· pro S-pakovací bar-
vení s S = (1, 2, 2, 2, 2) nebo S = (1, 1, 2, 2) v p°ípad¥ G(1, t), kde t ≡ 0 (mod 30).
Dal²í moºností je zvý²ení hodnot v S a pokra£ování v hledání S-pakovacích obarvení
graf· G(1, t), nap°íklad pro S = (2, . . . , 2, 3, . . . ) nebo S = (2, 3, 4, 5, . . . ). Také se
nabízí hledání S-pakovacích barvení pro S pouºitá v tomto £lánku, ale pro jiné
distan£ní grafy. Bylo by moºné se zam¥°it na jiné grafy s |D| = 2, nap°íklad G(k, t)
pro k > 2, nebo zkoumat distan£ní grafy s distan£ní mnoºinou v¥t²í kardinality,
nap°íklad G(1, k, t) pro k > 2, k < t.
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