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Abstrakt

Predmétem této prace jsou distanc¢ni grafy, coz je specialni tiida neorientovanych
grafti. Pro mnozinu p¥irozenych &isel D = {dy,ds, ...}, ktera se nazyva distan¢ni
mnozina, je distanéni graf G(D) definovan na mnoziné vrcholia V' = Z a obsahuje
hrany {z,y} takové, ze |x —y| € D. V této praci nejprve zrekapitulujeme jiz zndmé
vysledky z oblasti vrcholového barveni a hamiltonovskych vlastnosti distanc¢nich
grafu se specifickymi distan¢nimi mnozinami D. Dale budeme prezentovat zndmé
vysledky pro barveni téchto grafu, ktera kladou specidlni podminky na vzdalenosti
vrcholi, jako napfiklad distancéni a pakovaci barveni. Zobecnénim téchto barveni
je pak takzvané S-pakovaci barveni, kdy pro neklesajici sekvenci piirozenych cisel
S = (ay,as,...) ma kazda dvojice vrcholi obarvenych stejnou barvou i vzdéle-
nost, ktera je vétsi nez hodnota a;, © = 1,2, .... Shrneme zndmé vysledky z oblasti
S-pakovaciho barveni a poté uvedeme vysledky vlastniho vyzkumu S-pakovaciho
barveni distan¢nich grafa G(1,t), t > 2 pro sekvence S = (1,...,1,2,...). Nalez-
neme takové sekvence S, pro které existuje S-pakovaci obarveni G(1,t) a pro tyto
sekvence ur¢ime hodnotu S-pakovaciho chromatického ¢isla, tedy nejmensi pocet
barev S-pakovaciho obarveni. Nakonec nalezneme vybrané tvary nékterych perio-
dickych obarveni téchto grafi.

Klicova slova

Teorie grafii, distan¢ni graf, grafové barveni, chromatické ¢islo, pakovaci barveni,
hamiltonovské vlastnosti



Abstract

The subject of this diploma thesis is a special class of undirected graphs known
as distance graphs. For an integer set D = {d;,ds, ...} known as a distance set,
the distance graph G(D) is defined on the vertex set V = Z containing edges {x,y}
such that |z — y| € D. We first summarize known results on vertex colourings and
hamiltonian properties of distance graphs with specific distance sets. We then pre-
sent known results on colourings of these graphs, which respect special conditions
for vertex distances, e.g. distance and packing colourings. A generalization of these
colourings is an S-packing colouring, where for a non-decreasing integer sequence
S = (ay,aq,...) all vertices with the same colour are pairwise at a distance greater
than a;, ¢ = 1,2,.... We summarize some known results on S-packing colouring
and then we present the results of our research on S-packing colouring of distance
graphs G(1,¢),t > 2 for S = (1,...,1,2,...). We find sequences S, for which an S-
packing colouring of G(1,t) exists and for these sequences we determine the value of
the S-packing chromatic number, i.e. the smallest number of colors of an S-packing
colouring. Finally, we find patterns of some periodic colourings of these graphs.

Keywords

Graph theory, distance graph, graph colouring, chromatic number, packing co-
louring, hamiltonian properties
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1 Uvod

Distan¢ni grafy jsou specialni t¥idou grafii. Jejich mnoZinou vrcholt je mnozina ce-
Iych ¢isel Z a hranami jsou spojené takové vrcholy x,y, pro které je |x —y| € D
pro danou mnozinu D prirozenych cisel. V této praci se budeme zabyvat riznymi
typy vrcholovych barveni téchto grafii a nékterymi jejich cyklickymi vlastnostmi.
V druhé kapitole zminime nékteré zékladni pojmy z teorie grafii. Ve t¥eti kapitole
se zamérime na historii problému vrcholového barveni distan¢nich grafi, ktery vy-
chazi z problému obarveni eukleidovské roviny. Poté ve ¢tvrté kapitole zrekapitulu-
jeme nékteré jiz znamé vysledky z oblasti barveni distan¢nich grafi. V paté kapitole
se podivame na vybrané hamiltonovské vlastnosti distan¢nich grafii a v Sesté kapi-
tole se zaméifime na znamé vysledky z oblasti 2-distancniho a pakovaciho barveni,
které dale zobecnime na S-pakovaci barveni. Nakonec budeme v sedmé kapitole pre-
zentovat vlastni vysledky z oblasti S-pakovaciho barveni distan¢nich grafa G(1,1).



2 Zakladni definice

U c¢tenafe se predpoklada zakladni znalost pojmu z teorie grafii. Ty z nich, které
budeme v prubéhu prace aktivné vyuzivat, si v této kapitole strucné zrekapitulujeme.
Ostatni pouzivané definice a znaceni, které zde nebudou popsény, jsou pievzaty
ze skript pro predméty "Diskrétni matematika" [4, 27| a "Teorie grafi, diskrétni
optimalizace a vypocetni slozitost" [31, 32]. V této praci budeme pod pojmem graf
rozumét graf neorientovany, ktery neobsahuje nasobné hrany ani smycky.

Definice 2.1 [4]. Méjme muoziny V a E, kde E = {{z,y} : z,y eV} C 5

Potom usporadanou dvojici G = (V, E) nazveme neorientovany graf, kde V' je mno-
Zina vrcholi a E je mnozina hran. Cislo n = |V(G)| se nazyvé rad grafu. O dvou
vrcholech x,y rikdme, Ze jsou sousedni, pokud {z,y} € E.

Vyjmenujme si nékteré elementarni tiidy grafi:

e Uplny graf K,,: V(K,)=A1,...,n}, E(K,) = (V(;(n))
e Diskrétni graf D,,: V(D,)=A{1,...,n}, E(D,) =0
e Cesta P,pron>2: V(B,)={1,....,n}, BE(P,) ={{i,i+1},1<i<n—1}
e Kruznice C, pron >3: V(C,) = ,n},
(Cn):{{z 2—1—1} 1<i<n—1}U{n,1}
e Hvézda S,: V(S,) ={1,...,n}, E(S,) = {{1,i}, 1 <i<n}

Dalgim dilezitym pojmem je souvislost grafu. Graf G se nazyva souvisly, pokud
mezi kazdou dvojici vrcholu z,y existuje sled, tedy posloupnost hran a vrcholi
(vo, 1,01, €2, ..., €, 0x), kde vg = 2, vp =y, v; € V(G) a e; = {vi_1,v;} € E(G).
Délka sledu je rovna ¢islu k, tedy poc¢tu hran e;, které sled tvoii. Souvisly graf, ktery
navic neobsahuje zadnou kruznici jako podgraf, se nazyvé strom a pouziva se pro néj
oznaceni T

Abychom pochopili pojem distan¢niho grafu, o kterém tato prace pojednava,
musime nejprve definovat, jak se v grafu urcuje vzdalenost dvou vrcholi.

Definice 2.2 [4]. Necht G je neorientovany graf a z,y € V(G). Vzdélenost
dg(z,y) vrcholi z,y v grafu G je rovna délce nejkratsiho sledu mezi témito vrcholy.
Hodnota max dg(z,y) se nazyva prumér a znaci se diam(G).

x,ye



V této praci budou zminény vysledky mimo jiné i pro bipartitni grafy, které ted
budeme definovat. Bipartitnim grafem nazveme graf GG, pro jehoz mnozinu vrcholu
V(G) existuje rozdéleni jejich prvki do dvou disjunktnich mnozin V; a V5 takové, ze
Vi UVa = V(G) a jehoz mnozina hran F(G) je tvorena pouze hranami {x,y}, kde
xr € V] ay € V,. Pokud navic kazdy vrchol z V; sousedi se vSemi vrcholy z V5, potom
se tento graf nazyva uplny bipartitni.

Dale nadefinujme pojmy barveni grafii a chromatické ¢islo grafu, kterym budeme
vénovat velkou ¢ast této prace.

Definice 2.3 [31]. Necht G je graf a k € N. Graf G se nazyva k-obarvitelny,
jestlize existuje zobrazeni f : V(G) — {1,..., k} takové, ze Vx,y € V(G) : {x,y} €
E(GQ) = f(x) # f(y). Zobrazeni f se poté nazyva obarveni (respektive k-obraveni)
grafu G. Chromatické ¢islo (barevnost) grafu G je nejmensi prirozené ¢islo k,
pro které je G k-obarvitelny a znaci se x(G).

Uvedeme zde i chromaticka ¢isla pro elementarni t¥idy grafii:

e Uplny graf K,,: X(K,) =n
e Diskrétni graf D,,: X(D,) =1
o Cesta P,: X(P,) =2
e Kruznice sudé délky Coy: X(Cor) =2

(
e Kruznice liché délky Cori1: x(Cory1) =3
(

e Hvézda S,: X(S,) =
e Strom T Xx(T) =2
e Bipartitni graf G: X(G) =2

Pro kazdy vrchol v grafu G definujme jeho stupein deg(v) jako ¢islo, jehoz hod-
nota je rovna poc¢tu hran v G obsahujicich v, respektive pocet vrcholu sousedi-
cich s v. Maximalni stupen grafu G, ktery se znac¢i A(G), je potom roven hod-
noté max deg(v). Pokud maji vSechny vrcholy grafu stupen k, potom se graf nazyva

k-regularni. Na zavér tohoto pfehledu zde uvadime Brooksovu vétu udavajici horni
odhad chromatického ¢isla pomoci maximéalniho stupné grafu.

Véta 2.4. (Brooks, 1941) Necht G je souvisly graf. Pokud G nent uplng ani lichd
kruznice, potom x(G) < A(G).

Poznamenejme, ze pro grafy G, které jsou tplné nebo kruznice liché délky, je
X(G) = A(G) + 1. Nakonec zminime znaceni [z] a [z], kterym oznacime horni,
respektive dolni celou ¢ast hodnoty x a které budeme v této praci pouzivat.



3 Motivace

Problematika distan¢nich grafi ma své zacatky v nasledujicim problému: "Jaky je
minimalni pocet barev, se kterymi lze obarvit vSsechny body eukleidovské roviny
tak, aby zadna dvojice bodu v jednotkové eukleidovské vzdalenosti neméla stejnou
barvu?" Pro tento problém zatim nebylo nalezeno kompletni feseni. Bylo dokazano,
ze je nutno pouzit alespon 4 barvy, ale také, zZe k obarveni staci barev 7.

Pro zjednodusenou obdobu tohoto problému, kterou je barveni vrcholu na p¥imce,
1ze prvni vysledky najit v ¢lanku [9] od Eggletona a spol. JelikoZz k obarveni vrcholu
na piimce postac¢i pouze dvé barvy, tak byl pfednesen alternativni problém: "Jaky
je minimalni pocet barev, se kterymi lze obarvit vSechny body redlné piimky tak,
aby zadna dvojice bodi, jejichz eukleidovska vzdalenost ma hodnotu mezi 1 — ¢ a
1+e¢epro 0 < e < 1, neméla stejnou barvu?" Pro tcely feseni tohoto problému byla
definovana speciélni tiida grafi.

Definice 3.1 [9]. Necht D je mnozina kladnych redlnych ¢isel. Oznacime jako
G(D) takovy graf, jehoZ vrcholy jsou vSechny body na reilné pitmce R' a kde
vrcholy x a y jsou sousedni pravé tehdy, kdyz |x — y| € D. Mnozinu D budeme
nazyvat distanc¢ni mnozina.

Pro tento typ grafu se zacal pouzivat nazev distancni graf. Je zfejmé, ze takto
definovany graf ma nekone¢né mnoho vrcholt i hran. V [9] bylo zkoumano, jakou
hodnotu mé chromatické ¢islo distancntho grafu x(G(D)) pro ruzné distanéni mno-
ziny D. Byly nalezeny vysledky pro x(G(D)), kde D je uzavieny interval vzdéalenosti
(1,d) ("normalizovany" tvar ptuvodniho intervalu (1 —e,1 + ¢), pficemz § > 1 je
vhodné zvolené), otevieny interval (1,6), piipadné také nekone¢né sjednoceni uza-
vienych intervali. V neposledni fadé zde byly zminény vysledky pro mnoziny D
tvorené vyhradné prirozenymi ¢isly. V tomto piipadé sta¢i omezit mnozinu vrcholi
piislusného distancéniho grafu G(D) z R na Z, nebot pfi vytvoreni takového grafu
na mnoziné realnych ¢isel by vznikly vrcholové disjunktni komponenty, z nichz by
kazdé byla izomorfni s danym grafem na celych ¢islech. Pravé timto typem distand-
nich grafi se budeme v nasi praci zabyvat.

Predpokladejme tedy, nebude-li uvedeno jinak, Ze pracujeme s distan¢nim grafem
G(D), ktery ma mnozinu vrcholi V(G(D)) = Z a distan¢ni mnozina D je ve tvaru
D = {dy,dy,...}, kde 1 < dy < dy < ... pro vSechna d; € N. Bude-li D kone¢na
mnozina s |D| = k, tak potom bude graf G(D) 2k-regularni.



4 Odhady chromatickych ¢isel distan¢nich grafii

Podivejme se nyni na nékteré jiz znamé vysledky a vlastnosti, které budeme moci vy-
uzit pii nasich pozdéjsich vyzkumech a dikazech. Nejprve vyslovime nékolik zobec-
nujicich lemmat a vét, které poskytuji vhodné hranice pro hodnotu chromatického
¢isla distanénich grafi.

Lemma 4.1 [37]. Nechtn € N, D = {dy,ds,...,d,} aD = {n-di,n-do,...,
n-d,}. Potom x(G(D)) = x(G(D")).

Pravdivost tohoto lemmatu vychazi ze skutefnosti, Ze graf G(D’) bude mit
v tomto piipadé n vrcholové disjunktnich komponent a kazda z nich bude izo-
morfni s G(D). Oba grafy budou tedy mit stejné chromatické ¢islo. Omezime se
tedy na grafy s distan¢ni mnozinou, které je tvotfena prvky, jejichz nejvétsi spole¢ny
délitel je 1, tedy ged(D) = 1.

V pripadé, Ze D je tvofena po sobé jdoucimi ¢isly od 1 do urcitého piirozeného
¢isla m, je urceni chromatického ¢isla trividlni.

Lemma 4.2 [9]. Necht' m je libovolné prirozené ¢islo a D = {1,2,...,m}. Potom
X(G(D)) =m+ 1.

Obarveni f(i) =4 (mod m + 1) + 1 je pfipustné, a proto zde plati x(G(D)) <
m + 1. Vrcholy 0 az m ale indukuji aplny podgraf K,, 1, a tim pddem navic plati
X(G(D)) = m + 1. Nastane tedy rovnost. Podobnym zptisobem lze dokéazat i nasle-
dujici lemma.

Lemma 4.3 [19]. Necht D je kone¢na mnozina, kterd neobsahuje 7adny néasobek
prirozeného cisla k > 2. Potom x(G(D)) < k.

7 tohoto lemmatu lze vyvodit i nasledujici dilezity poznatek, diky kterému jsme
schopni stanovit chromatické ¢islo velké casti tiidy distanénich grafi.

Lemma 4.4 [40]. Necht D je distan¢ni mnozina, ktera obsahuje pouze liché ¢isla.
Potom x(G(D)) = 2.

Ovéreni pravdivosti tohoto lemmatu je jednoduché, nebot graf s touto distan¢ni
mnozinou je bipartitni, a proto ho lze obarvit dvéma barvami. Pro ostatni mnoziny D
1ze uré¢it horni hranici chromatického ¢isla grafu G(D) pomoci nasledujiciho tvrzeni,
které pracuje s nasobky prirozenych ¢isel.

Tvrzeni 4.5 [37]. Necht D = {dy,ds,...,d,} je konecnd distanéni mnozina.
Potom
X(G(D)) < minn - (|Dy + 1),

kde D,, C D je mnozina vsech d;, které jsou nasobky cisla n.
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Dalsi velice vyznamnou horni hranici pro chromatické ¢islo lze najit v zavislosti
na velikosti dané distan¢ni mnoziny.

Lemma 4.6 [19]. Necht D je kone¢na distanéni mnozina prirozenych ¢isel. Potom
X(G(D)) < D[+ 1.

Dalsi vysledky lze najit v publikaci [21], ktera se pievazné zaméfuje na zkoumani
chromatického ¢isla distan¢nich grafi s |D| = 4. Prvni tvrzeni, které zde budeme
zminovat, vyuziva a shrnuje poznatky z lemmat 4.3 a 4.4.

Tvrzeni 4.7 [21]. Necht D je konecnd distancni mnoZina nesoudélnych cisel.
Potom

(a) x(G(D)) =2, jsou-li vSechna d; € D licha,
(b) x(G(D)) < 3, neni-li Zidny prvek D délitelny tiemi,

(c) x(G(D)) = 3, neni-li zadny prvek D délitelny tiemi a alespon jeden prvek D
je sudy.

Na zékladé téchto poznatkil se dalsi véty a lemmata zabyvaji distan¢nimi mno-
zinami s nesoudélnymi prvky, z nichz alespon jeden je sudy nebo délitelny tiemi,
piipadné oboji. Budeme-li mit mnozinu D s |D| = r obsahujici nesoudélné prvky,
z nichz alespon jeden je sudy, tak urcité bude obsahovat liché i sudé prvky. Diky
tomu bude G(D) obsahovat lichou kruznici, coz znamena x(G(D)) > 3. S pomoci
lemmatu 4.6 navic miazeme odvodit, ze x(G(D)) <7+ 1.

Lemma 4.8 [21]. Necht D je distanéni mnozina s nesoudélnymi prvky, z nichz
alespon jeden je sudy a |D| =1 > 2. Potom 3 < x(G(D)) <r+ 1.

Disledek 4.9 [21].  Necht D je distan¢ni mnozina s nesoudélnymi prvky, z nichz
alespon jeden je délitelny tremi a pravé jeden je sudy. Potom 3 < x(G(D)) < 4.

Horni mez Ize v tomto piipadé urcit s vyuzitim Tvrzeni 4.5, nebot zde plati
|Dy| = 1. Pro nésledujici dasledek pouzijeme lemma 4.6.

Disledek 4.10 [21].  Necht D je distan¢ni mnozina s nesoudéInymi prvky, z nichz
alespoii jeden je sudy a |D| = 4. Potom 3 < x(G(D)) < 5.

S témito poznatky lze urcit chromatické ¢islo pro grafy s distanéni mnozinou
specidlniho tvaru. Prvni piipad je, Ze |D| = r a D obsahuje prvnich r — 1 po sobé
jdoucich pfirozenych cisel.

Véta 4.11 [21]). Necht D ={1,2,...,r — 1,2z}, kde z > r. Potom

ooy ={ 1, TZ0 fmedr

11



Druhym ptipadem je, ze D obsahuje pouze po sobé jdouci prvky, a je tedy tvofena
aritmetickou posloupnosti s diferenci 1.

Véta 4.12 [21]. Necht D ={d,d+1,...,d+t}akd <t < (k+1)d prod,t € N,
keZak>0.Potom x(G(D)) =k + 3.

Pro distan¢ni mnoziny tvofené aritmetickou posloupnosti s libovolnou celocisel-
nou nezapornou diferenci 1ze urcit chromatické ¢islo nésledovné.

Véta 4.13 [20]. Necht a« € N a d € N U {0}. Déle necht D = {a,a + d,
a+ 2d,...} je tvorena aritmetickou posloupnosti, kterda nemusi byt konecna. Po-
tom
P21 w2 pokud d = 1,
X(G(D)) =< 2 pokud d je sudé nebo |D| =1,
3 Jjinak.

Pomoci nasledujici véty lze uréit chromatické ¢islo pro grafy s distanéni mnozi-
nou, ktera je tvoiena nasobky ¢isla x € N az na posledni prvek.

Véta 4.14 [22]. Necht D = {z,2z,...,nx,y} prox,yn € Ny kdex >1,n>2a
ged(z,y) = 1. Potom x(G(D)) = |D|.

Byly také formulovany véty a tvrzeni pro specidlni typ distan¢nich grafi, jejichz
distan¢ni mnozina je po fadé tvorena ¢isly od 1 do m s vyjimkou k, tedy jedné se
o mnozinu D, = {1,2,...,m}\{k}, kde £ < m. Graf s touto distan¢ni mnozinou
budeme analogicky znac¢it G(D,, ) a jeho chromatické ¢islo jako x(G(Dpx))-

Pro grafy s distan¢ni mnozinou tvorenou ¢isly od 2 do m je chromatické ¢islo
urc¢eno presné.

Véta 4.15 [9].  Méjme prirozené ¢islo m > 2. Potom x(G(Dp,1)) = [3(m +3)].

Je-li v posloupnosti ¢isel v mnoziné D vynechdn prvek 2 misto 1, poté existuje
pro takové distan¢ni grafy dolni i horni hranice pro hodnotu chromatického ¢isla a
ve vybranych piipadech je i tato hodnota urcena presné.

Véta 4.16 [9]. Mdéjme prirozené ¢islo m > 4. Potom x(G(D,,2)
kdyz m # 3 (mod 4), nebo plati 5(m + 3) < x(G(Dpn2)) < 3(m +5
(mod 4).

Pro v8echny ostatni grafy G(D,, ) lze uré¢it alespon dolni hranici chromatického
¢isla.

Véta 4.17 [9].  Méjme prirozené ¢isla k,m takova, ze 1 < k < m. Potom plati

MG(Dpa)) 2 min {5 (5 +3)] £}
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Véta 4.18 [9]. Méjme prirozena ¢isla k, m takova, ze 3 < k < m. Potom plati

X(G (D)) = max {k:, [% (% + 1)} -t} :

kdet =2, pokud k=3 at =k — 2, pokud k > 4.

V nésledujicich podkapitolach se zaméfime na konkrétni tvary distan¢nich mno-
zin z hlediska kardinality a sloZeni.

4.1 Prvodiselné vzdalenosti

Prvnim zkoumanym typem distan¢nich grafia byly grafy s distanéni mnozinou, ktera
obsahuje pouze prvociselné prvky. Mnozinu vSech prvocisel budeme znacit P a v této
podkapitole budeme piedpokladat, ze D C P. Nejprve vyslovime pro dalsi vysledky
velice dilezité tvrzeni.

Tvrzeni 4.19 [9]. Mé&jme mnozinu vSech prvocisel P a distan¢ni mnozinu D =
{2,3,5}. Potom plati x(G(D)) =4 a x(G(P)) = 4.

Hlavni myslenkou dikazu tohoto tvrzeni pro mnozinu P je rozdéleni pfiroze-
nych ¢isel do ¢tyt tiid podle jejich hodnoty v aritmetice modulo 4, pficemz ¢isla
patiici do stejné t¥idy budou obarvena stejnou barvou. Toto obarveni je v G(P)
piipustné, nebot stejné obarvena ¢isla se lisi o nasobek ¢tyf, a proto nebudou
v grafu G(PP) sousedni, jelikoz zadné prvocislo délitelné ¢tyimi neexistuje. Bude
proto platit x (G(P)) < 4. Jelikoz graf G(2, 3, 5) je podgrafem G(P), tak zéroven plati
X(G(2,3,5)) < x(G(P)). V [9] byl v dukazu vyuzit graf H se specifickou struktu-
rou, ktery je podgrafem G(2,3,5) a pro ktery plati x(H) = 4. Jeho struktura je
v Clanku podrobné popsana, ale v této praci jsme se rozhodli ji pro jeji specifi-
citu vynechat. Pro tento dikaz je dulezité, ze x(H) < x(G(2,3,5)), a proto plati
W(G(2,3,5)) = \(G(B)) = 4.

Jelikoz pracujeme s mnozinami D C P a bude tedy podle tvrzeni 4.19 platit, ze
X(G(D)) < 4, tak muzeme tyto mnoziny rozdélit do tiid 1, 2, 3 nebo 4 podle hodnoty
X(G(D)). Ur¢ité muzeme Fict, Ze mnoZzina D = ) patii do t¥idy 1, nebot vznikly
graf bude diskrétni, a kazdy vrchol tedy lze obarvit stejnou barvou. Dale vime, 7e
jakéakoliv jednoprvkova mnozina D = {d; }, kde d; nemusi nutné byt prvocislo, patii
do tridy 2. Vznikly graf totiz bude tvoten d; vrcholové disjunktnimi cestami a k jeho
obarveni stac¢i pouzit dvé barvy, které se budou pii postupném prochazeni kazdé
cesty stiidat. Vybrané distan¢ni mnoziny s vétsim poctem prvki 1ze do jednotlivych
tfid rozradit podle nasledujici véty.
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Véta 4.20 [9]. Necht D C P a |D| > 2. Potom Ize D klasifikovat nasledovné:

(a) pokud 2 ¢ D, potom je D ve tiidé 2, priemZ v opacném piipadé je D
ve tridé 3 nebo 4;

(b) pokud 2 € D a3 ¢ D, potom je D ve tiidé 3;
(¢) pokud {2,3} C D C{peP:p=+2 (mod5)}, potom je D ve tiidé 3;

(d) pokud {2,3} € D C {p € P : p = £2,43,7 (mod 14)}, potom je D
ve tridé 3;

(e) pokud {2,3,5} C D nebo {2,3,11,13} C D, potom je D ve tridé 4.

Tato véta ocividné nepokryva vSechny mnoziny D C P. Muzeme pomoci ni vSak
roztiidit v8echny dvouprvkové prvociselné mnoziny a vétsinu tiiprvkovych mnozin.
Pro zbylé t¥iprvkové mnoziny vyslovime nésledujici vétu.

Véta 4.21 [9].  Necht'p > 5 je prvocislo. Potom se mnozina D = {2, 3, p} nachazi
ve tridé 3.

Pfesuneme se ke zkouméani chromatického ¢isla distan¢nich grafi pro ¢tyiprv-
kové prvociselné distanéni mnoziny. Byla snaha najit distanéni mnoziny co nejmensi
velikosti takové, aby platilo, ze x(G(D)) = 4. Jak uz vime, tak tomuto popisu od-
povida jedina tiiprvkova distanéni mnozina D = {2,3,5}, a proto zacal vyzkum
mnozin ¢tyfprvkovych. Bylo zjisténo, ze pro distan¢ni mnozZiny se ¢tyfmi prvky
je X(G(D)) = 4, pokud obsahuji prvociselnou dvojici, tedy prvocisla p,q takova,
7e ¢ = p + 2. Vyslovme nasledujici vétu, ktera doplihuje vysledky z vét predchozich.

Véta 4.22 [8]. Necht cisla p,q tvoii prvociselnou dvojici. Potom se mnozina
D ={2,3} U{p, q} nachézi ve tridé 4.

Jako reakce na tento vysledek byla v ¢lanku [10] pfednesena domnénka, ze pokud
{2,3} C D, tak x(G(D)) = 4 pravé tehdy, kdyz D obsahuje prvoc¢iselnou dvojici.
Ta v8ak byla pozd&ji vyvracena v [11], nebot bylo zjisténo, Ze se v tomto piipadé
nejedna o ekvivalenci. Bylo dokézano v [8], ze x(G(D)) = 4, pokud D obsahuje
prvociselnou dvojici, ale opa¢né implikace neplati, nebot existuji 4-prvkové mnoziny
D neobsahujici prvociselnou dvojici, pro které x(G(D)) = 4. Prvni takové proti-
ptiklady byly prezentovany v ¢lanku [40] od Walthera, ktery se vyzkumem tohoto
tématu zabyval.

Véta 4.23 [40]. Necht p,q € P, p > 7 a q = p+ 8. Potom x(G(2,3,p,q)) = 4
pravé tehdy, kdyz p € {11, 23,29}.
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Dalsich pét takovych mnozin lze najit v disertac¢ni praci Voigtové.

Véta 4.24 [37]. Necht D = {2,3,p,q}, kde p,q € P. Potom x(G(D)) = 4 pravé
tehdy, kdy# (p,q) € {(11,23), (11,37), (11,41), (17,29), (23,41)}.

Tito dva autofi nésledné vydali dalsi publikace véetné [38|, kde bylo dokazano,
ze téchto osm nalezenych distan¢nich mnozin je jedinych, pro které je pii danych
predpokladech x(G(D)) = 4.

Véta 4.25 [38]. Necht D = {2,3,p, q} je mnozina prvocisel, kdep > 7 a ¢ > p+2.
Potom existuje pouze 8 dvojic (p,q), pro které je x(G(D)) = 4, konkrétné

(p,q) € {(11,19), (11,23), (11,37),(11,41), (17,29), (23, 31), (23,41), (29, 37)}.

Problém uréeni chromatického ¢isla pro prvodiselné distan¢éni mnoziny s |D| < 4
je vyfesen. Pro mnoziny s vét§im poc¢tem prvkii v8ak stale zistava otevieny. Jediné
zatim znamé vysledky lze najit v jiz zminéném ¢lanku [8] a v publikaci [42].

Véta 4.26 [42]. Necht D = {2,3} U{p,p+8,2p+ 13} C P, kde p > 3. Potom
X(G(D)) =4, pokud jsou p, p+ 8 i 2p + 13 prvocisia.

Véta 4.27 [42]. Necht D = {2,3,p1,p2,p3} € P, kde p; = +£1 (mod 3),
p2 = p1 + 10 a p3 > pe. Potom x(G(D)) = 3.

Druha zminéna véta byla v tom samém ¢lanku zobecnéna pro distanéni mnoziny
vétsi kardinality.

Véta 4.28 [42]. Necht D = {2,3}U{p; : p; € PAp; = £1 (mod 3) A py =
p1+ 10 A p; > po, i =3,4,...}. Potom x(G(D)) = 3.

Stale otevienym problémem v této oblasti je tkol zjistit, jestli pro kazdou pevné
danou velikost |D| existuje pouze omezeny pocet mnozin D C P, které neobsahuji
prvociselnou dvojici a piesto plati x(G(D)) = 4, jako je tomu v piipadé |D| = 4.

4.2 Distané¢ni grafy s |D| < 3

Podivejme se nyni, jakd je hodnota chromatického ¢isla v zavislosti na velikosti
mnoziny D. Z ptedchozi podkapitoly uz vime, ze pro D = ) je x(G(D)) = 1 a
pro jakoukoliv jednoprvkovou mnozinu D = {d,} je x(G(D)) = 2. Pro |D| = 2
také neni charakterizace slozitd. Mohou zde nastat pouze tii moznosti pro prvky
di,dy € D: bud budou oba sudé, oba liché nebo budou opa¢né parity. Posledni
zminovany piipad je pokryt nasledujici vétou.

Véta 4.29 [9]. Necht D = {r, s}, kde r, s jsou nesoudélna prirozend cisla opacné
parity, a plati r < s. Potom x(G(D)) = 3.
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Rovnost je zde dana faktem, ze hodnota 3 je jak dolni hranici (existence liché kruz-
nice), tak horni hranici (viz lemma 4.6). Ptipad, kdy jsou obé ¢isla suda, muzeme
diky lemmatu 4.1 pievést na jeden ze zbylych dvou pripadi. Vznikne-li pfipad c¢isel
opa¢né parity, tak dle predchozi véty plati x(G(D)) = 3. V pfipadé, kdy jsou obé
¢isla licha, vime diky lemmatu 4.4, ze x(G(D)) = 2.

Pro |D| = 3 uz nejsou hodnoty chromatického ¢isla tak jednozna¢né a tato
problematika byla podrobena ditkladnéjsimu vyzkumu. Dle lemmatu 4.6 zde obecné
bude platit x(G(D)) < 4. Budou-li v8echna tii ¢isla licha, tak opét dle lemmatu
4.4 vime, ze x(G(D)) = 2. Zbyva tedy urcit, pro jaké mnoziny D = {di,ds,ds3},
jejichz prvky jsou nesoudélné a alespon jeden z nich je sudy, bude x(G(D)) nabyvat
hodnoty 3 nebo 4.

Prvni vysledky pro tyto distanéni mnoziny lze najit v ¢lanku [19] od Chena a
spol., kde byla prednesena nasledujici ti délici kritéria pro vybrané mnoziny.

Véta 4.30 [19]. Necht D = {a,b,a + b}, kde 1 < a < b a ged(a,b) = 1. Potom

[ 4 pokuda#b (mod3),
x(G(D)) = { 3 pokud a=b (mod 3).

Véta 4.31 [19]. Necht D = {1,2, ¢}, kde ¢ > 3. Potom

| 4 pokudc=0 (mod 3),
X(G(D)) = { 3 pokud cZ0 (mod 3).

Véta 4.32 [19]. Necht D = {a,a+ 1,¢}, kde a > 2 a ¢ > a + 2. Potom

| 4 pokud c=2a+1,
X(G(D)) = { 3 pokud ¢ # 2a + 1.

Poznamenejme, ze piipad z véty 4.32, kdy se x(G(D)) = 4, spada pod stejny
pripad z véty 4.30. Je snadné zjistit, ze si dané podminky odpovidaji. V§imnéme si
déle, ze tyto dvé véty také zahrnuji p¥ipad D = {2,3,5}, ktery je zminén v prvni
casti véty 4.19. Na zakladé téchto tii vysledkii byla ve stejném clanku prednesena
nasledujici hypotéza.

Hypotéza 4.33 [19]. Necht D = {a,b,c}, kde 0 < a < b < ¢, ged(a,b,c) = 1
a alespoii jedno ¢islo z této trojice je sudé. Potom x(G(D)) = 4 pravé tehdy, kdyz
bud c=a+baa#0b (mod3)neboa=1,b=2ac=0 (mod 3).
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Touto hypotézou byl motivovan vznik ¢lanku [6]. V ném se Deuber a Zhu zaby-
vali obarvenim distan¢nich grafii na redlnych ¢islech, které by vyuzivalo maximalné
tfi barvy. Tuto metodu poté aplikovali na distanc¢ni grafy na celych ¢islech. Jeji po-
uzitelnost nejprve demonstrovali na distan¢nich grafech s D, kde ¢ < 2a.

Véta 4.34 [6]. Necht D = {a,b,c}, kde 0 < a < b < ¢ a ¢ < 2a. Potom
X(G(D)) <3.

S vyuzitim jejich metody se autofi déale v ¢lanku pokusili najit dalsi distanc¢ni
mnoziny D, pro které by byl distan¢ni graf G(D) 3-obarvitelny. Takové 3-obarveni
existuje napftiklad v pfipadé, ze b je nasobkem a.

Véta 4.35 [6]. Necht D = {a,b,c}, kde b je nasobkem a, ¢ # a + b a {a,b} #
{1,2}. Potom x(G(D)) < 3.

Pokud navic ¢ neni ndsobkem a, pak je hodnota x(G(D)) urcena piesné.

Lemma 4.36 [6]. Necht D = {a,b,c}, kde b = 2a a ¢ neni nidsobkem a. Potom
X(G(D)) = 3.

Nakonec byly zminény i dalsi piipady, pro které je mozné dokazat pravdivost
hypotézy 4.33.

Véta 4.37 [6]. Necht D = {a,b,c} as= m. Pokud plati s > a(ffgb) ac>2b,
potom x(G(D)) < 3.

Disledek 4.38 [6]. Necht D = {a,b,c}, kde ged(a,b) =1, a > 4 ac > 22,
Potom x(G(D)) < 3.

Clanek byl zakoncen poznatkem, ze Hypotéza 4.33 byla ovéfena pro vSechny
ptipady s vyjimkou téch, kdy D = {a,b,c} pro 2a < ¢ < 2b, pfi¢emZ nejproblema-
a+b=c.

Na konec kapitoly uvadime vysledky z ¢lanku [35] od Voigtové, ktera se proble-
matikou chromatického ¢isla t¥iprvkovych mnozin zabyvala nezavisle na predchozich
autorech.

Véta 4.39 [35].  Necht a,b,c € N takovd, Ze a < b < ¢, ¢ > 9b* — 10b+ 2, alespoii
jedno z ¢isel a, b, c je liché, b =k (mod 3a) pro 0 < k < 2a a ged(a, b, c) = 1. Dale
necht D = {a,b,c}. Potom x(G(D)) = 3.

Vé&ta 4.40 [35]. Necht a,b,c € N takova, 7e a < b < c, ¢ > (a+b)* — (a + 2b),
alespori jedno z ¢isel a, b, ¢ je sudé, b = k (mod 3a) proa < k < 2a a ged(a, b, c) = 1.
Déle necht D = {a,b, c}. Potom x(G(D)) = 3.
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4.3 Distanéni grafy s |D| =4

Presuiime se nyni k distanénim grafiim se ¢tyfprvkovou distanéni mnozinou. Opét
diky lemmatiam 4.4 a 4.6 vime, Ze v tomto piipadé plati 2 < x(G(D)) < 5, pfi-
cemz x(G(D)) = 2, pokud jsou vSechny prvky D liché a x(G(D)) > 3, pokud jsou
prvky nesoudélné a alespoint jeden je sudy (viz disledek 4.10). Zarovenr do tohoto
pripadu spada vétsina vysledkl pro prvociselné mnoziny, o kterych jsme se zminili
v podkapitole 4.1.

V ¢lanku [19], ve kterém jsme nalezli prevazné véty tykajici se t¥iprvkovych
mnozin, muzeme najit i vétu pojednéavajici o ¢tyiprvkovych mnozinéach.

Véta 4.41 [19]. Necht z > 5 je liché prirozené ¢islo a D = {2,3,x,x+2}. Potom
X(G(D)) = 4.

Tuto vétu mizeme povazovat za zobecnéni véty 4.22, nebot bude-li n prvocislo,
tak prvky n a n + 2 mohou tvofit prvociselnou dvojici a pravé tento pripad jiz
byl pokryt. V souvislosti s vyzkumem distanc¢nich grafi s prvociselnymi distanc-
nimi mnozinami byla pro dikaz véty 4.25 vyuZita pomocné véta z ¢lanku [39]
od Walthera a Voigtové, kterou zde samostatné uvadime.

Véta 4.42 [39].  Méjme piirozena Cisla x, s takova, Ze s > 10 a x > s> — 65 + 3.
Dile necht D = {2,3,x,x + s}. Potom x(G(D))) = 3.

Prvni rozsahlejsi vysledky najdeme v ¢lanku [21] motivovaném problematikou pr-
vociselnych distan¢nich grafii, ktery se zabyva pievazné prave ¢tyiprvkovymi distanc-
nimi mnozinami. Autofi se zamé¥ili na zkoumani hodnoty chromatického ¢isla grafu
G(D), kde D = {2,3,x,y}, v zavislosti na rozdilu s := y — x, pficemz se s ohle-
dem na vysledky z véty 4.42 omezili na hodnoty s < 10. Nejprve bylo dokazano,
ze pro dostatecné velké hodnoty x bude x(G(D) = 3, pfitemz mezni hodnota x
se pro rizni s méni.

Véta 4.43 [21]. Necht D = {2,3,z,x + s}, kde x > 3. Potom x(G(D)) = 3,
nastava-li jedna z nasledujicich moznosti:

(a) s=1ax> 21,
(b) s=4,5ax> 17,
(c) s=6ax > 16,
(d) s=T7auax>40,
(e) s=8ax>92,

(f) s=9ax>19.

18



Pro zbylé hodnoty x > 3 a hodnoty s = 1,4,5,...,9 autofi nejprve s pomoci po-
¢itace urdili, jestli jsou dané grafy 3-obarvitelné. U grafi, které nejsou 3-obarvitelné,
se podafilo najit 4-obarveni. V tabulce 1 jsou uvedeny hodnoty =z > 3 takové, ze
pros=1,4,5...,9je x(G(2,3,z,z + s)) = 4.

xXr

4,5,10

5,6

5

5

4,5,6,10,11,12, 16,17, 22

4,5,6,9,10,11,13,15, 18, 19,23, 24, 28,29, 33, 37, 42, 47
4,5,10

© 00 IO Ul M ®»

Tabulka 1: [21] Hodnoty z, pro které je x(G({2, 3, x,x+s})) = 4 v zavislosti na hod-
noté s.

Pripady, kdy s = 2 nebo s = 3, byly feSeny samostatné. Prvni zmifovany piipad
je pokryty vétou, ktera rozsifuje poznatky zaznamenané ve vété 4.41.

Véta 4.44 [21].  Necht x > 3 je prirozené ¢islo a D = {2,3,x,x + 2} je distancéni
mnoZina. Potom

3 =2 (mod 6),
4 jinak.

xGmy = {

V nasledujici vété najdeme hodnoty x(G(D)) pro takové mnoziny D, kde s = 3,
¢imz mame nalezené hodnoty chromatického ¢isla ve vSech pripadech pro s < 10.

Vé&ta 4.45 [21]. Necht D = {2,3,z,z + 3}. Potom

(a) x(G(D)) = 3 pravé tehdy, kdyz x = 3 (mod 9),

(b) x(G(D)) = 4 pravé tehdy, kdyz x #3 (mod 9) a x # 5,

(¢) x(G(D)) =5 pravé tehdy, kdyz z = 5.

Zaméime se v této vété na piipad (c). Ten ik, Ze jedinou mnoZinou tvaru

D = {2,3,z,z + 3}, pro kterou je x(G(D)) = 5, je mnozina {2,3,5,8}. Je vi-
d&t, ze se jedna i o jedinou takovou mnozinu ve tvaru D = {2,3 2,z + s}, kde
s < 10. Byla vznesena hypotéza, ze tato mnozina je zaroven jedinou mnozinou
tvaru D = {2,3,z,y}, kde 3 < x < y, pro kterou je x(G(D)) = 5. Na konci

této podkapitoly se presvédcime o jeji spravnosti. Mezitim si mizeme vSimnout, 7e
{2,3,5,8} se sklada z dvojice prvki (3, 5), jejich souctu (8) a jejich rozdilu (2). Prave
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distan¢nim mnozinam se strukturou {z,y,x + y,y — x} je vénovana posledni ¢ast
tohoto ¢lanku. Dovolime si poznamenat, ze doted jsme pii notaci distancénich mno-
zin trvali na rostoucim usporadéni jejich prvki. V tomto piipadé od této podminky
pro piehlednost upustime. Hlavni vysledek uvidime v nésledujici vété.

Véta 4.46 [21]. Necht D = {z,y,z+vy,y —z}, kde x,y jsou nesoudélni a x < y.
(a) Maji-li x a y opacnou paritu, potom x(G(D)) = 4.

(b) Jeliz=1ay=1 (mod 2), potom x(G(D)) = b.

Piipad, kdy = a y jsou obé licha a = > 1, zustal otevieny. Autoii predpokladali,
ze pro takové distan¢éni mnoziny bude x(G(D)) = 5, ale tuto hypotézu ovérili pouze
pro vybrané pfipady, kde z = 3 nebo x = 5. Vyznamného vysledku pro ¢tyfprvkoveé
mnoziny dosahli Barajas a Serra v [1], kdyZ dokazali, Ze existuji pouze dva tvary
¢tyfprvkovych distanénich mnozin, pro které je x(G(D)) = b.

Véta 4.47 [1]. Necht D = {a,b,c,d}. Potom x(G(D)) = 5 pravé tehdy, kdyz je
splnéna jedna z nasledujicich podminek:

1. D={1,2,3,4n}, n € N,

2. D={a,bja+b,a+2b}, kdea=0 (mod 2) ab=1 (mod 2).

Podrobny prizkum zbylych ¢tyiprvkovych mnoZin ve tvaru D = {2, 3, x,y} na-
jdeme v ¢lanku [5]. Autorky v ném ur¢uji hodnoty chromatického ¢isla v zavislosti
na existenci urc¢itého prvku v D. Nésledujici dvé véty se tykaji mnozin D, které jako
jeden prvek z dvojice z,y obsahuji 4,6 nebo 10. Poznamenejme, Ze posledni prvek
v mnozin¢ D, pro ktery budeme v nésledujicich vétach pouzivat znaceni k, nemusi
byt nutné nejvétsi prvek D.

Véta 4.48 [5]. Necht D ={2,3,6,k}, kde k > 4. Potom

4 pokud k=0,£1,44 (mod 9),
3 jinak.

wem) = {

Véta 4.49 [5]. Necht D je ve tvaru {2,3,4,k} nebo {2,3,10,k}, kde k > 5.
Potom

4  pokud k=0,£1 (mod 6),
3 jinak.

w6y = {
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Ptipad, kdy 5 € D, lze pomoci minulych vysledki kompletné popsat. Diky
vété 4.19 vime, 7e x(G(2,3,5)) = 4, a proto pro vSechna k& € N bude hodnota
X(G({2,3,5,k})) rovna bud 4, nebo 5. Diky vété 4.47 navic vime, ze D = {2,3,5, 8}
je jedina distan¢ni mnozina tohoto tvaru, pro kterou je x(G(D)) = 5, a pro vSechna
k # 8 je proto x(G(2,3,5,k)) = 4. Tato vlastnost plati mimo jiné i pro mnoZinu
D = {2,3,5,15}, ktera je navic jedinym piipadem, kdy x(G(2,3,z,z + 10)) = 4,
coz tik& nasledujici véta.

Véta 4.50 [5]. Necht D ={2,3, 2,2+ 10}, kde x > 4. Potom

4  pokud xr =5,

X(GD)) :{ 3 jinak.

Pro dale probirané mnoziny, které obsahuji néjaky pevné dany prvek x, zavisi
hodnota chromatického ¢isla na velikosti rozdilu poslednich dvou prvki. Je-li rozdil
dostatecné maly, potom se hodnota chromatického ¢isla zvySuje. V nésledujicich
vétach se zaméfime na piipady, pro které je x(G(D)) = 3.

Véta 4.51 [5]. Necht D = {2,3,z,x + s}, kde x = 7,8 a s > 11. Potom
xX(G(D)) = 3.

Vyznam dostatecné velkého rozdilu poslednich dvou prvku je demonstrovan
i v nasledujici vété, ktera fika, ze x(G(D)) = 3 za predpokladu, ze y je alespon
dvakrat tak velké jako x.

Véta 4.52 [5]. Necht D = {2,3,z,y}, kde 12 < z < y a x # 15,16. Pokud je
y = 2z, potom x(G(D)) = 3.

V nasledujici vété jsou pokryty nékteré dalsi pripady s malymi hodnotami z,
pro které plati x(G(D)) = 3.

Véta 4.53 [5]. Necht D = {2,3,z,y}. Potom x(G(D)) = 3 v nasledujicich
pripadech:

(a) =9 ay > 36,
(b) x =11 ay > 66,
(c) x=15ay > 60,
(d) x=16 ay > 48.
V piipadé, Ze jsou prvky x,y dostatecné velké s dostatecné velkym rozdilem, lze
také urcit presnou hodnotu chromatického ¢isla.

Véta 4.54 [5]. Necht D = {2,3,z,2 + s}, kde s > 11 a x > 53. Potom
X(G(D)) = 3.
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Pfi podrobném zkoumani vét z této podkapitoly dojdeme k zavéru, Ze jsme
schopni ur¢it chromatické ¢islo v8ech distan¢nich grafa, kde D = {2,3,z,y} s vy-
jimkou pfipadu, kdy:

e r =9 a 20 <y <36,

e r=11 a 22<y<66,

re {12,13,14} U{17,18,...,52} a z+11 <y < 2z,
ez =15 a 206<y<60,

e r =16 a 27<y<48.

Pro tyto zbyvajici mnoziny byl v [5] proveden test 3-obarvitelnosti. U téch, které
timto testem neprosly, je jasné, ze pro piislusny graf G(D) plati x(G(D)) = 4. V na-
sledujici vété jsou tyto mnoziny vypsany. Miizeme si v§imnout, ze se v tomto vyctu
objevuje pét mnozin tvofenych pouze prvodisly, pro které byla hodnota x(G(D)) = 4
dokézana uz v ¢lanku [38], ktery jsme zminovali v podkapitole 4.1. Jedna se o mno-
#iny, kde (z,y) € {(11,23), (11,37), (11,41), (17,29), (23, 41)}.

Véta 4.55 [5].  Necht D = {2,3,z,x + s}, kdex > 9, = # 10 a s > 11. Potom
bud x(G(D)) = 3 nebo plati x(G(D)) = 4, pokud ma dvojice (z,x + s) jeden
z nasledujicich tvarii:

(9,23),(11,23), (11,27), (11,28), (11, 32), (11, 37), (11,41), (11, 46), (15, 35),

(15,41), (16, 37), (17,29), (18,31), (23, 36), (23, 41), (24, 37), (28,41).

Na konci tohoto ¢lanku je sepsdno shrnuti vSech doposud znamych vysledki
pro mnoziny D = {2,3,z,y}, které zde také uvedeme. Plati, ze x(G(D)) = 5 <
D = {2,3,5,8}. Mnoziny tohoto typu, pro které je x(G(D)) = 4, jsou uvedeny
v tabulkich 2 a 3. Pro ostatni mnoziny typu {2, 3, z,y} plati, ze x(G(D)) = 3.

V tuto chvili jsme tedy schopni urcit ¢tyiprvkové distanéni mnoziny, pro které
X(G(D))=5ajeli D ={2,3,z,y}, kde 3 < x < y, tak také muzeme s jistotou urcit,
jestli x(G(D)) = 3 nebo x(G(D)) = 4. Az na nékolik vysledka, které jsou uvedeny
v tvodu kapitoly 4 a na konci podkapitoly 4.1, nebyly zatim distan¢ni mnoziny vétsi
kardinality zkoumany.
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x

45,10

r # 2 (mod 6)

r#3 (mod9), x#5
2,6

D

)
4,5,6,10,11,12,16,17,22
4,5,6,9,10,11,13,15, 18,19, 23,24, 28, 29, 33, 37, 42, 47
4,5,10

015

= O 00 3O UL W H—H®»

Tabulka 2: [5] Hodnoty s < 10 a ptislusné hodnoty = takové, ze pro mnozinu D =
{2,3,z,z + s} plati x(G(D)) = 4.

xz Y

4,10 y=0,£1 (mod 6)
5 vSechna kladnéa ¢isla y > 5
6 y=0,£1,44 (mod 9)

x>7, 2410 | (z,y) € {(9,23),(11,23), (11,27), (11,28), (11, 32), (11, 37),
(11,41), (11,46), (15,35), (15,41), (16, 37), (17, 29), (18, 31),
(23,36), (23,41), (24, 37), (28,41)}

Tabulka 3: [5] Hodnoty z a pfislusné hodnoty y > 11 takové, ze pro mnozinu D =
{2,3,z,y} plati x(G(D)) = 4.

4.4 Konec¢nost chromatického c¢isla

Diky lemmatu 4.6 vime, ze pokud mé distan¢ni mnozina D kone¢ny pocet prvki,
tak chromatické ¢islo distan¢niho grafu G(D) bude také kone¢né, nebot jeho horni
hranice je v tomto piipadé dané hodnotou |D| + 1. V této kapitole se zaméiime
na pripady, kdy D méa nekone¢né mnoho prvki, ale x(G(D)) je piesto kone¢né.

V [36] bylo dokdzano tvrzeni, ze pro distancni graf G(D) s distanéni mnoZinou
D ={dy,ds, ...}, kde d;1 > d;, je chromatické ¢islo koneéné, pokud existuje index
ip takovy, ze Vi > iy : diy1 = (d; + 1) - (d; + 2). V [30] byla pFednesena presnéjsi
charakteristika, ktera ¥ika, ze pokud inf{% |i=1,2,...} > 1, tak bude chroma-
tické ¢islo konecné a je-li rust prvka v distanén{ mnoZiné i jen lehce pomalejsi nez
exponencialni, nebude mozné dany distan¢ni graf obarvit kone¢nym poc¢tem barev.

V nasledujicich vétach je popsan proces urc¢eni horniho odhadu chromatického
¢isla v pripadé, ze bude konec¢né.
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Véta 4.56 [30]. Necht D = {d,,ds, ...} je nekonecné distan¢ni mnoZina takova,
Ze existuje celé ¢islor > 3 a d;; 1 > % - d; pro vSechna v > 1. Potom existuje
pripustné obarveni grafu G(D)) o r barvéch.

Vhodnym dosazenim za r a s vyuzitim multiplikativnich vlastnosti chromatic-
kého ¢isla pro sjednoceni grafii se shodnou mnozinou vrcholti 1ze vyslovit nasledujici
vétu.

Véta 4.57 [30]. Necht k je prirozené ¢islo. Pokud D = {d;,ds, ...} je distanéni
1
mnoZina takova, 7e diy1 > 4% - d; pro vSechna i > 1, potom je G(D) 3"-obarvitelny
1

a pokud d;1 > 3% - d; pro vSechna i > 1, potom je G(D) 4*-obarvitelny.

Vhodnou volbou k£ v obou ptipadech dostavame horni odhad chromatického ¢isla,
(In3)(In4)

ktery je e ma | kde ¢ = inf{dzl#} je dostateéné blizko jedné. PouZijeme-li za-

pis ¢ = 1 + ¢ a vyuzijeme-li skute¢nosti, ze hl(l%s) — 1 pro ¢ — 0, zjistime, Ze

pro distan¢ni graf G(D) existuje v tomto piipadé piipustné obarveni o nejvyse
1

4.586= barvach pro e dostate¢né blizké nule. Z této véty proto vyplyva podminka

kone¢nosti chromatického ¢isla.

Disledek 4.58 [30]. Necht D = {d;,ds,...} je nekone¢na distanéni mnozina.
Plati-li inf{d;—tl} > 1, potom je chromatické c¢islo grafu G(D) konecné. Obecnéji
plati, Ze chromatické cislo grafu G(D) je konecné, pokud inf{dii—f’“} > 1 pro néjaké
prirozené ¢islo k.

Nésledujici véta navic dokazuje, zZe pro zajisténi kone¢nosti chromatického ¢isla
distan¢niho grafu je exponencidlni rust prvki distanéni mnoziny nejen postacujici,
ale navic i nutny.

Véta 4.59 [30]. Nechte; > &9 > ... je posloupnost kladnych realnych ¢isel, ktera
libovolné rychle konverguje k nule. Potom existuje distan¢ni mnozina D takova, Ze
div1 = (1 +¢;) - d; pro vSechna i > 1, ale graf G(D) neni obarvitelny konecnym
poctem barev.

4.5 Periodickd obarveni

Najdeme-li pripustné obarveni distanc¢niho grafu, muze se stat, ze toto obarveni bude
periodické. To znamend, Ze ho lze popsat pomoci urc¢ité elementarni posloupnosti
barev po sobé jdoucich vrcholu, ktera se v obarveni dalsich vrcholu opakuje. Necht
f:Z — {f1,..., fe} je obarveni distan¢niho grafu G(D). Toto obarveni se nazyva
periodické s periodou p, pokud plati f(v) = f(v + p) pro vSechna v € Z. Libo-
volné p-periodické obarveni budeme znacit [f;,, fi,,..., fi,], kde Vj € {1,...,p} :
i; € {1,....k} a fi, fi, ... fi, je elementarni opakujici se posloupnost barev, kterou
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nazveme vzor. V pfipadé, Ze se v ramci vzoru bude urc¢ita podsekvence m barev
opakovat r-krat po sobé, budeme pouzivat oznaceni (f;,,..., f;,)". Napftiklad vzor
[1,2,1,2,3,1,2,1,2,1,2,4] budeme moci zapsat jako [(1,2)%,3, (1,2)*, 4].

Periodickd obarveni pro prvociselné distanc¢ni grafy jsou podrobné zkouména
v ¢lanku [8], ve kterém Eggleton a spol. navazali na své vysledky z |9]. Uvedme
na zacatek jeden trividlni poznatek.

Véta 4.60 [8]. Necht D C P je kone¢na. Potom ma-li G(D) pripustné k-obarvent,
potom ma pripustné periodické k-obarventi.

Disledkem této véty je skute¢nost, ze pro kazdou kone¢nou distanéni mnozinu
D C P lze uréit x(G(D)) v kone¢ném ¢ase pomoci rozhodovaciho algoritmu, ktery
pro dané periodické obarveni urcuje, jestli je pfipustné. Budeme-li definovat hodnoty
q a k, kde ¢ = max(D) a x(G(D)) < k, tak miuzeme jednoduse ovéiit, ze kazdé
piipustné periodické obarveni G(D) bude mit periodu < ¢ - k7. Dikaz této véty je
zalozen na "pidgeon-hole" principu.

Rekneme, ze dvé obarveni jsou ekvivalentni, jestlize z jednoho lze vhodnou
translaci obarvenych vrcholu a prohozenim jednotlivych barev ziskat jiné. Dale bu-
deme definovat pojem chromatické obarveni. Bude se jednat o libovolné p¥ipustné
obarveni grafu G(D), které pouziva pravé x(G(D)) barev. Piedchozi vétu lze tedy
pochopit i tak, ze kazdy distan¢ni graf s kone¢nou prvociselnou distanéni mnozinou
bude mit periodické chromatické obarveni.

Véta 4.61 [8]. Kazdé chromatické obarveni grafu G(D) je periodické, pokud je
splnén jeden z nasledujicich pripadii:

(i) x(G(D)) <2,
(ii)) x(G(D)) = 3 a zarovenn {2,p,p+ 2} C D, kde p a p + 2 tvoii prvociselnou
dvojici,
(iii) x(G(D)) =4 a zéaroven {2,3,5,7} C D.
U vSech tii pfipadi Ize navic urcit, jakou budou mit tato chromatickd obarveni
periodu.

Disledek 4.62 [8]. Necht x(G(D)) =2 a q := min(D). Potom m4 kazdé chro-
matické obarveni grafu G(D) periodu 2 nebo 2q.

Disledek 4.63 [8]. Necht x(G(D)) =3 a{2,p,p+2} C D, kde p ap+ 2 tvori
prvociselnou dvojici. Potom ma kazdé chromatické obarveni grafu G(D) periodu
rovnou nékterému déliteli p — 2.
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Disledek 4.64 [8]. Necht x(G(D)) = 4 a {2,3,5,7} C D. Potom méd kazdé
chromatické obarveni grafu G(D) periodu 4.

7 libovolného chromatického obarveni lze pomoci pfebarveni libovolného vrcholu
néjakou dosud nevyuzitou barvou vytvorit piipustné obarveni o x(G(D))+1 barvach.
Tento trivialni poznatek 1ze zobecnit, ¢imz dostavame nasledujici vétu.

Véta 4.65 [8]. Necht G(D) je distancéni graf, ktery ma pripustné k-obarveni.
Potom ma G(D) neperiodické pripustné (k + 1)-obarveni.

V dalsich vétach se podivame na vlastnosti chromatickych 3-obarveni prvocisel-
nych distan¢nich grafi. Podle véty 4.20 vime, ze aby x(G(D)) = 3, tak potom musf
mnozina D C P obsahovat prvek 2 a alespon jedno dalsi prvocislo. Pokud takto
sestavend mnozina D neobsahuje prvek 3, potom lze graf G(D) obarvit s vyuzitim
periodického obarveni [1,2,3]. V nésledujicich vétach budeme proto piedpokladat,
ze {2,3} C D.

Na zacatek zminime jeden zajimavy poznatek, ktery ndm pomiize charakterizovat
periodickd chromatickd obarveni téchto distan¢nich grafi.

Lemma 4.66 [8]. M¢jme distan¢ni mnozinu D takovou, Ze {2,3} C D a
X(G(D)) = 3. Potom kazdé chromatické obarveni grafu G(D) bud obsahuje tri
po sobé jdouci vrcholy v,v + 1,v + 2 s odliSnymi barvami, nebo ma periodu 6.

V pripadé, Ze zadné tfi po sobé jdouci vrcholy nebudou mit vzajemné ruzné
barvy, potom lze pouze pouzit obarveni [1,1,2,2,3,3]. Jelikoz ale ma byt chroma-
tickym obarvenim, tak je pouzitelné pouze v pripadé, ze D obsahuje pouze prvky
2a 3.

Lemma 4.67 [8]. Mé¢jme distancni graf G(D) takovy, ze [1,1,2,2,3,3] je jeho
chromatickym obarvenim. Potom D = {2, 3}.

Naopak, pokud najdeme v takovém chromatickém obarveni tii po sobé jdouci vr-
choly se vzajemné riznymi barvami, potom jeho vzor nutné musi obsahovat posloup-
nost barev ...1,2,2,3,1,1,2... nebo jeji ekvivalent. Tuto skutecnost lze jednoduse
ovérit, pokud zvolime tfi po sobé jdouci vrcholy, obarvime kazdy jinou barvou a
potom urc¢ime barvy vrcholi v jejich okoli s vyuzitim podminky, ze {2,3} C D.

Véta 4.68 [8]. Méjme distancni mnozinu D takovou, ze {2,3} C D a
X(G(D)) = 3. Potom je kazdé chromatické obarveni grafu G(D) ekvivalentni bud
k obarveni [...,1,2,2,3,1,1,2,...], nebo k obarveni [1,1,2,2,3,3]. Druhy pripad
nastava pouze, pokud D = {2, 3}.

Odsud lze odvodit, Zze pokud bude mit dané chromatické obarveni periodu 6,
tak se musi jednat o obarveni [1,1,2,2,3,3| grafu G(2,3) nebo ekvivalent tohoto
obarveni.
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Disledek 4.69 [8]. Mgjme distancéni mnozinu D takovou, Ze {2,3} C D,
X(G(D)) = 3 a G(D) ma chromatické obarveni s periodou 6. Potom D = {2,3}
a kazdé chromatické obarveni G(D) s periodou 6 je ekvivalentni k [1,1,2,2,3, 3].

Otéazka chromatického obarveni s periodou 6 je tedy vyfeSena. Zaméfme se nyni
na druhy p¥ipad, kdy vzor periodického obarveni obsahuje podsekvenci ... 1,2,2,3,1,
1,2.... Mohlo by se zdat, ze vSechna ostatni chromaticka obarveni grafi G(D), kde
{2,3} C D, musi mit nutné periodu vétsi nebo rovnou 7. Kdyz se v8ak podivame
na zminénou podsekvenci, tak vidime, ze jak prvni dva, tak posledni dva prvky jsou
1,2. Tim padem se mohou posledni dva prvky brat jako zacatek dalsi kopie vzoru,
¢imz ziskame obarveni [1,2,2,3,1].

Véta 4.70 [8]. Necht {2,3} C D. Pokud ma G(D) periodické 3-obarveni, potom
ma toto obarveni periodu alespon 5. Dale plati, ze G(D) ma periodické 3-obarveni
s periodou 5 pravé tehdy, kdyz D C {p € P: p = +2 (mod 5)}, a kazdé takové
3-obarveni je ekvivalentni k [1,2,2,3,1].

Pro dalsi véty budeme definovat nasledujici dilezité pojmy. Chromatickou peri-
odou (D) nazveme ¢islo odpovidajici nejmensi mozné periodé chromatického obar-
veni grafu G(D). Hodnoty 7(D) pro distan¢ni grafy, které maji koneénou distanéni
mnozinu a chromatické ¢islo x(G(D)) = k, budou tvofit mnozinu, kterou nazveme
spektrum. Budeme ho znacit spec(k) := {m(D): D C P,|D| < o0, x(G(D)) = k}.

S vyuzitim jiz znamych faktia lze odvodit vzhled nékterych spekter. Plati, ze
spec(1) = {1}, nebot jediny distan¢ni graf obarvitelny jednou barvou je diskrétni
graf a v ném jsou vSechny vrcholy obarvené stejnou barvou, coz lze vnimat jako pe-
riodické obarveni s periodou 1. Z dikazu Tvrzeni 4.19 vime, Ze kazdy distanc¢ni graf,
kde D C P, Ize obarvit tak, ze postupné obarvujeme jednotlivé vrcholy pomoci ¢tyt
barev podle vzoru [1,2,3,4]. Proto plati, ze spec(4) = {4}. Nakonec lze jednoduse
urcit, ze spec(2) = {2,4}. Pokud D obsahuje pouze liché prvky, potom lze G(D)
obarvit dvéma barvami, které se budou postupné stiidat, coz je obarveni s periodou
2. Dalsi 2-obarvitelné distanc¢ni grafy jsou grafy s jednoprvkovou distanéni mnozi-
nou. Pokud je v8ak tento prvek lichy, tak je pokryty predchozim pripadem. Suda
¢isla s vyjimkou 2 nejsou prvocisla, a proto je nebudeme brat v avahu. Graf G(2)
1ze obarvit obarvenim se vzorem [1, 1,2, 2], a proto je 4 druhym a poslednim prvkem
spec(2).

Jelikoz zkoumame chromaticka 3-obarveni, bude nés zajimat, jak vypada spec(3).
Ur¢ité bude obsahovat prvek 3, nebot takovou chromatickou periodu maji v8echny
distan¢ni grafy, u kterych 3 ¢ D. Dale podle pfedchozi véty vime, ze ostatni 3-
obarvitelné distan¢ni grafy s kone¢nou mnozinou D maji chromatickou periodu ale-
spon 5. Navic jsme jiz schopni urcit distancni grafy, pro které je tato perioda piimo
5 (naptiklad G(2,3,7)), takze i prvek 5 pat¥i do spec(3). V nasledujicich vétach
jsou sepsana periodicka 3-obarveni s periodou < 15 a distanc¢ni grafy, pro které jsou
pripustna.
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Véta 4.71 [8]. Necht {2,3} C D. Pokud ma G(D) periodické 3-obarveni, potom
mé toto obarveni chromatickou periodu 5 nebo alespoii 9. Daéle plati, ze G(D) ma
periodické 3-obarveni s periodou 9 pravé tehdy, kdvz D C {p € P : p = +2,43
(mod 9)}, a kazdé takové 3-obarveni je ekvivalentni k [1,2,2,3,1,1,2,3, 3].

Z véty 4.68 a jejiho dusledku vime, Ze jediny distanc¢ni graf s 3-obarvenim o pe-
riodé 6 je graf s D = {2,3}. Tato mnozina v8ak spliiuje podminky pro 3-obarveni
o periodé 5 z véty 4.70. Cislo 6 tedy nepiedstavuje hodnotu chromatické periody
zadného uvazovaného distan¢niho grafu, a proto tento prvek nebude ani soucasti
spec(3). To samé plati i pro prvky 7 a 8, avsak zde je tato skute¢nost dana podmin-
kou existence barevné posloupnosti ...1,2,2,3,1,1,2... ve vzoru obarveni, ktera
zadné obarveni o periodé 7 nebo 8 nepovoluje.

Disledek 4.72 [8]. Méjme distanéni mnozinu D takovou, ze {2,3} C D a
X(G(D)) = 3. Potom neexistuje zadné chromatické obarveni G(D) s periodou 7
nebo 8.

Cislo 9 je chromatickou periodou napiiklad grafu G(2, 3, 11), takze je také prvkem
spec(3). Zatim tedy vime, Ze spec(3) = {3,5,9, ...}, a pokusime se zjistit, jaka dalsi
¢isla < 15 do néj patii. V dalsi vété jsou charakterizovany distan¢ni grafy s 3-
obarvenim o periodé 10.

Véta 4.73 [8]. Necht {2,3} C D. Potom mé G(D) periodické 3-obarveni s perio-
dou 10 prave tehdy, kdyz D C {p € P: p = +2 (mod 5)}, a kazdé takové 3-obarveni
je ekvivalentni k [1,2,2,3,1,1,2,2,3,3].

Vsimnéme si, ze i presto, ze existuje 3-obarveni zde zkoumanych distanc¢nich
grafti s periodou 10, tak toto ¢islo neni prvkem spec(3). Toto obarveni je totiz
piipustné pro grafy, pro které jiz bylo ve vété 4.70 definovano 3-obarveni s periodou
5, kterd je zaroven i chromatickou periodou téchto grafi. To znamenad, Ze neexistuje
zadna distan¢ni mnozina, jejiz chromatickou periodou by bylo ¢islo 10.

Diisledek 4.74 [8].  Cislo 10 neni prvkem spec(3).

Existuji i 3-obarveni distan¢nich grafi o periodé 11, pficemz tato hodnota bude
dalsim prvkem spec(3). Piikladem grafu, pro ktery je chromatickou periodou &islo
11, je distanéni graf G(2, 3,19).

Véta 4.75 [8]. Necht {2,3} C D. Pokud ma G(D) periodické 3-obarveni, potom
ma toto obarveni periodu 5, 9 nebo alesponi 11. Déle plati, ze G(D) ma periodické
3-obarveni s periodou 11 pravé tehdy, kdyz D C {p € P: p = £2,£3 (mod 11)},
a kazdé takové 3-obarveni je ekvivalentni k [1,2,2,3,1,1,2,2,3,3,1].
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Podobné jako v piipadé ¢isel 7 a 8 nebudou do spec(3) patiit ani 12 a 13. Cislo
14 do tohoto spektra pat¥it bude, nebot existuji 3-obarveni o periodé 14 a v piipadé
vybranych grafu jako napiiklad G(2,3,59) se jedna o chromatickou periodu.

Véta 4.76 [8]. Necht {2,3} C D. Pokud ma G(D) periodické 3-obarveni, potom
ma toto obarveni periodu maximalné 11 nebo alespon 14. Déle plati, ze G(D) ma
periodické 3-obarveni s periodou 14 pravé tehdy, kdyz D C {p e P: p=+£2,43,7
(mod 14)}, a kazdé takové 3-obarveni je ekvivalentni k

1,2,2,3,1,1,2,2,3,1,1,2,3, 3]

Nakonec se budeme zabyvat existenci 3-obarveni o periodé 15. V tomto pripadé
jsme schopni najit dokonce 3 riizna pripustna obarveni a jejich ekvivalenty.

Véta 4.77 [8]. Necht {2,3} C D. Potom ma G (D) periodické 3-obarveni s peri-
odou 15 pravé tehdy, kdyz D C {p e P: p = £2,3,+7 (mod 15)}, a kazdé takové
3-obarveni je ekvivalentni k jednomu z nasledujicich obarveni:

1,2,2,3,1,1,2,2,3,1,1,2,2,3, 3],
[1,2,2,3,1,1,2,2,3,1,1,2,3,3,1],
[1,2,2,3,1,1,2,2,3,3,1,1,2,3,3).

Ani v tomto piipadé vSak 15 ¢ spec(3). Divod je stejny jako pro ¢islo 10. Viechny
distanc¢ni grafy, pro které budou tato obarveni pripustna, jiz spadaji do charakteri-
zace z véty 4.70 a existuje pro né tedy 3-obarveni o periodé 5. Cislo 15 tedy nemuze
byt chromatickou periodou zadného zde zkoumaného distan¢niho grafu.

Diisledek 4.78 [8].  Cislo 15 neni prvkem spec(3).

Urcili jsme tedy vSechna ¢isla < 15, ktera predstavuji chromatickou periodu
pro néktery distan¢ni graf G(D), kde {2,3} C D a x(G(D)) = 3. Konkrétné se jedna
o {3,5,9,11,14}. Na konec této kapitoly dodavame poznatek, ze Eggleton ve své
pozdéjsi publikaci [7] byl schopen dokazat, 7e vSechna prvodisla s vyjimkou 2, 7 a
13 jsou prvky spec(3), a tim padem existuje piipustné chromatické obarveni t¥emi
barvami néjakého distanc¢niho grafu s danou periodou.
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5 Hamiltonovské vlastnosti pro konec¢né distancni
grafy

V této kapitole se budeme zabyvat distancénimi grafy, které maji konecny pocet
vrcholi. Necht V' = {1,2,...,n} je mnozina vrcholi a D C N je distan¢ni mno-
zina. Potom kone¢ny distan¢ni graf (v literatufe se pouzivd pojem toeplitzovsky

V
graf) G, (D) je graf s mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran £ = {{z,y} € <2) :

dd; € D : |y—x| = d;}. Tyto grafy byly zkouméany z hlediska jejich hamiltonovskych
vlastnosti. Pred uvedenim vysledki budeme definovat zdkladni pojmy z oblasti ha-
miltonicity grafii. Pokud graf G obsahuje jako podgraf cestu, ktera prochazi kazdy
vrchol z V(G) pravé jednou, potom se G oznacuje za traceable a tato cesta se na-
zyva hamiltonovskd cesta. Pokud G obsahuje jako podgraf kruznici, kterd prochéazi
v8echny vrcholy z V' (G) pravé jednou, potom se G oznacuje za hamiltonovsky a tato
kruznice se nazyva hamiltonovskd kruZnice.

Hamiltonicitou toeplitzovskych grafii s distanéni mnozinou malé kardinality
se zabyvali van Dal a spol. ve své publikaci [34]. Prvni dulezitou otazkou, ktera
je v tomto ¢lanku feSena, je souvislost toeplitzovského grafu. Lze totiz jednoduse
odvodit, ze nutnou podminkou pro traceabilitu je souvislost grafu a pro hamilto-
nicitu 2-souvislost, coz znamend, ze graf zlistane souvisly, pokud z néj odstranime
libovolny vrchol. Nasledujici véta poskytuje dolni odhad pocétu komponent toeplit-
zovského grafu.

Véta 5.1 [34]. Necht G,,(dy,...,dy) je toeplitzovsky graf. Potom ma tento graf
alespori ged(dy, . . ., dy) komponent.

7 této véty lze odvodit dusledek, ktery stanovuje podminku souvislosti grafu
pro hodnoty dy, ..., d;.

Disledek 5.2 [18]. Necht dy,...,d; € N. Pokud gcd(dy,...,d;) > 1, potom
toeplitzovsky graf G, (dy, ..., dy) neni souvisly.

Je oc¢ividné, ze aby toeplitzovsky graf byl souvisly, potom nejvétsi spoleény délitel
vSech prvki D musi byt 1. Pro toeplitzovské grafy s distanéni mnozinou tvofenou
dvéma prvky lze dokazat, ve kterych pripadech tento graf neni traceable, respektive
hamiltonovsky, pokud se podivame na vztah souc¢tu d; 4+ ds s fadem grafu n.

Véta 5.3 [34]. Necht G, (dy,ds) je toeplitzovsky graf fadu n > 5. Pokud plati
dy + dy < n < 3dy + do, potom G, (dy,ds) neni hamiltonovsky. Dale pokud d; > 3 a
plati dy + ds + 2 < n < 3dy + dy, potom G, (dy,dy) neni traceable.

Déle se autofi v ¢lanku zaméfili na distan¢ni mnoziny, u nichz je pevné dany

prvek d;. Pokud je d; = 1, tak je toeplitzovsky graf zcela jisté traceable. Jestli je
graf také hamiltonovsky zavisi na parité zbylych prvkia mnoziny D.
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Véta 5.4 [34]. Necht G, (1,ds,...,dy) je toeplitzovsky graf. Potom je tento graf
hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz bud alespoii jedna z hodnot n,ds, ..., d, ma jinou
paritu nez ostatni, nebo jsou vSechny sudé a dy < 5.

V pripadé, ze dy = 2, se predpoklada, ze dy je liché, jinak by mél graf vice nez
jednu komponentu dle dasledku 5.2. Mame-li toeplitzovsky graf G, (2,ds), kde ds
je dostatecné velké, potom traceabilita a hamiltonicita grafu z&visi na parité poctu
jeho vrcholi.

Véta 5.5 [34]. Necht G, (2,ds) je toeplitzovsky graf, kde dy je liché ¢islo takové,
ze dy > ”T’l Pokud je n sudé, potom je graf traceable, ale neni hamiltonovsky.

Pokud je n liché, tak G, (2,dy) je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz ”’2‘12 je liché.

Naopak bude-li dy dostate¢né malé, tak graf G,,(2, dy) bude vzdy hamiltonovsky.

Véta 5.6 [34]. Necht G,(2,dy) je toeplitzovsky graf, kde dy = € (mod 4)
pro ¢ = +1. Pokud je n sudé a dy < ¢, potom je graf hamiltonovsky. Pokud

3
je n liché a dy < ™2+<, potom je graf G,(2, ds) hamiltonovsky.

Odsud muzeme dojit k zdvéru, Ze horni hranice pro hodnotu dy zarucujici hamil-
tonicitu grafu G,(2,ds) je ”T”. Zaroven vidime, 7Ze tato hranice je nejlepsi mozné,
protoze se jedna o nejmensi hodnotu z pfedchozi véty.
Véta 5.7 [34]. Necht G,(2,ds) je toeplitzovsky graf, kde ds je liché. Pokud dy <
”’T+3, potom je graf G, (2, ds) hamiltonovsky.

Pro toeplitzovské grafy s distan¢éni mnozinou kardinality vétsi nez 2 a sudym
poctem vrcholi lze také dokazat, kdy budou hamiltonovské.
Véta 5.8 [34]. Necht G,,(2,dy, ..., dy) je toeplitzovsky graf, kde n je sudé, dy > %
a prvky ds, . .., dy jsou liché. Potom je graf hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz alespon
jedno z cisel %,z’ = 2,...,k ma jinou paritu nez ostatni.

Rekapitulaci vysledki z tohoto ¢lanku zakon¢ime specidlnim piipadem grafu
Gn(d1,ds), kde n je nasobkem souctu dy + dp. V tomto piipadé bude graf vzdy
hamiltonovsky.

Véta 5.9 [34].  Necht G, (dy,ds) je toeplitzovsky graf, kde n je ndsobkem d; + ds.
Potom je graf G, (dy,dy) hamiltonovsky.

Dalsim vyznamnym ¢lankem k této problematice je [18] od Heubergera, ktery
navazuje na vysledky z [34] a mnohé z nich rozsifuje a vylepsuje. Nejprve je zde
doplnéna podminka souvislosti toeplitzovského grafu, ktera k pivodnimu pozadavku
nesoudélnosti prvku distan¢ni mnoziny pfidava horni hranici pro soucet prvniho a
posledniho prvku.
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Véta 5.10 [18].  Necht G,(di,...,dy) je toeplitzovsky graf. Dale necht
gm = ged(dy,...,dy) prom = 1,... k. Pokud g = 1 a g + dpy1 < n+1
prol <m <k — 1, potom je graf G, (dy, ..., dy) souvisly.

Disledek 5.11 [18]. Necht G, (dy, ..., dy) je toeplitzovsky graf. Pokud plati, 7e
ged(dy, . ..,dy) =1 ad; +d, <n+1, potom je graf G,(dy, ..., dy) souvisly.

Dalsi vysledky se tykaji grafi G,,(dy, ds). S vyuzitim minulé véty lze nyni o kaz-
dém takovém grafu rozhodnout, jestli je souvisly a ve vybranych piipadech lze i
vylou¢it jeho hamiltonicitu.

Véta 5.12 [18]. Necht G, (dy,ds) je toeplitzovsky graf, kde 1 < dy < dy < n— 1.
Potom

(1) pokud ged(dy,ds) > 1 nebo dy + dy > n+ 2, tak G,,(dy, dy) neni souvisly,

(2) pokud ged(dy,ds) =1 ady +ds =n+ 1, tak G,(dy,ds) je traceable, ale neni
hamiltonovsky,

(3) pokud ged(dy,ds) =1 ady +dy < n+ 1, tak G, (dy,ds) je souvisly.

Zaroven pro graf G,,(dy, dy) plati, Zze neni hamiltonovsky, pokud v8echna tii ¢isla
n, dq, dy maji stejnou paritu. Pokud budou v8echna suda, tak G,,(dy, dy) bude mit vic
nez jednu komponentu, nebot ged(dy, ds) > 1 a graf nebude souvisly. Pokud budou
naopak vSechna liché, tak vznikne bipartitni graf, ktery ma lichy pocet vrcholu,
a proto nemuze obsahovat hamiltonovskou kruznici.

Véta 5.13 [18].  Necht n,di,dy € N, pricemz di = dy = n (mod 2). Potom
toeplitzovsky graf G, (di, dy) neni hamiltonovsky.

Ve vété 5.7 z [34] byla pro graf G,,(2, ds) ur¢ena horni mez pro prvek dy takova,
aby byl tento graf hamiltonovsky. Tato véta byla zobecnéna pro grafy G, (dy,ds) a
nyni urc¢uje minimalni pocet vrchol pro hamiltonicitu v zévislosti na obou prvcich

dy 1ds.

Véta 5.14 [18].  Necht n,d;,ds € N, kterd nejsou vSechna stejné parity. Déale
necht dy =1 (mod 2d;) a n > 5dsy, pokud je n sudé nebo n > 6dy + dy, pokud n je
liché. Potom toeplitzovsky graf G,(di,ds) je hamiltonovsky.

Posledni ¢ést tohoto ¢lanku je vénovana toeplitzovskym grafiim s distanéni mno-
zinou vysoké kardinality a obecnym toeplitzovskym grafim. V nasledujici vété na-
jdeme postacujici podminku hamiltonicity v pripadé, ze ma distan¢ni mnozina ale-
spoll 5 prvki.
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Véta 5.15 [18]. Necht' k > % a ¢isla 0 < dy < --- < dj, < n spliiuji nerovnici

n—+m

dm+1 < 2

pro 1 <m < §. Potom je toeplitzovsky graf G, (dy, ..., d;) hamiltonovsky.

Rekapitulaci vysledku z tohoto ¢lanku uzavieme vétou, ve které je urcena posta-
¢ujici podminka hamiltonicity obecného toeplitzovského grafu G,,(dy, ..., dy), ktera
je dana maximalni hodnotou priméru vSech prvkli mnoziny D.

Véta 5.16 [18]. Necht G, (dy, ..., dy) je toeplitzovsky graf, pro ktery plati

P 8k

Potom je graf G, (dy, . ..,d;) hamiltonovsky.

| =
-

Toeplitzovské grafy G, (D) se svoji strukturou podobaji jiné tiidé grafu, které
se nazyvaji cirkulanty. Obé tyto t¥idy grafii jsou definované na stejné mnoziné vr-
cholu V= {1,2,...,n}, ale zatimco pro toeplizovsky graf je E(G,(D)) = {{z,y} €
VxV:3d; € D:y—x = d}, tak pro cirkulant C,, (D) mé& mnozina hran tvar
E(Cnh(D)) = {{z,y} €e V. xV :3d;, € D : y —x = +d;}. Tyto dv¢ tiidy maji
neprazdny prunik, nebot za ur¢itych okolnosti je toeplitzovsky graf zaroven cirku-
lantem, coz dokazuje nasledujici véta.

Véta 5.17 [28]. Necht G je graf. Potom je G cirkulantem pravé tehdy, kdyz je
regularnim toeplitzovskym grafem.

Lze dokazat, ze kazdy cirkulant C, (D) je izomorfni s toeplitzovskym grafem
Gn(D"), kde D' = DU{n —d € N : d € D} a kazdy toeplitzovsky graf G, (D) je
izomorfni s cirkulantem C,,(D’), kde D" = {d € D : d < %}. Odsud lze jednoduse
odvodit, ze G, (D) bude izomorfni s C,(D) pravé tehdy, kdyz distan¢ni mnozina
D splhuje podminku d; € D < n — d; € D. Hamiltonicita cirkulanti mé& podobné
podminky jako v piipadé toeplitzovskych grafii, o ¢emz se miuzeme presvédcit v na-
sledujici véteé.

Véta 5.18 [3]. Nechtn € N a D CN je konecna. Potom jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(i) C,(D) je souvisly.
(ii) ged ({n}UD) = 1.

(iii) C,(D) ma Hamiltonovskou kruznici.
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Pravé podobnost cirkulanti a toeplitzovskych grafii motivovala autory publi-
kace [28], kterd pojednavala o souvislosti a priméru toeplitzovskych grafi, k vydani
¢lanku [29], ve kterém dokézali, Ze hamiltonicita téchto grafi je podminéna existenci
velkych komponent a dlouhych kruznic. Jejich hlavni vysledek uvadime v nasledujici
véte.

Véta 5.19 [29]. Necht D C N je kone¢na a |D| > 2. Potom jsou nésledujici
tvrzeni ekvivalentni:

(i) Existuje konstanta ci(D) takova, Ze pro kazdé n € N obsahuje toeplitzovsky
graf G, (D) komponentu radu alesponn n — ¢1(D).

(ii) ged(D) = 1.

(iii) Existuje konstanta co(D) takova, ze pro kazdé n > co(D) + 3 obsahuje toepli-
tzovsky graf G, (D) kruznici délky alespoin n — co(D)

Bod (i) lze navic rozsitit, nebot pokud ged(D) =1 an > 2 - max(D) + 1, tak
bude toeplitzovsky graf G, (D) souvisly. To znamena, Ze existuje konstanta c3(D)
takova, ze pro kazdé n € N, kde n > ¢3(D), je toeplitzovsky graf G, (D) souvisly.
Na zavér tohoto ¢lanku autofi vznesli hypotézu, ktera piredpoklada existenci hamil-
tonovské cesty v dostatecné velkém toeplitzovském grafu a sami dokazali jeji platnost
pro |D| = 2.

Hypotéza 5.20 [29]. Necht D C N je konec¢na distancni mnozina, kde |D| > 2 a
ged(D) = 1. Potom existuje ¢islon € N takové, ze n > 2 a toeplitzovsky graf G,,(D)
obsahuje hamiltonovskou cestu s koncovymi vrcholy 1 a n.

Véta 5.21 [29]. Necht dy,dy € N takova, ze d; < dy a ged(dy,dy) = 1. Potom
toeplitzovsky graf G4, 14,+1(d1, d2) obsahuje hamiltonovskou cestu s koncovymi vr-
choly 1 a dy; +ds + 1.

Rautenbach, jeden ze spoluautorii [28] a [29], se timto tématem déle zabyval
v publikacich [24] a [25], na kterych pracoval se svymi univerzitnimi kolegy, Lowen-
steinem a Regenem. V prvnim zminované publikaci nejprve rozsitili vysledky z véty
5.21 a pridali zakladni poznatek pro graf G, 1q4,(d1, d2).

Véta 5.22 [24]. Necht D = {dy,dy} je distanéni mnoZina, kde d; < dy a
ged(dy, dy) = 1. Potom

(1) toeplitzovsky graf G4, 1q4,(D) je kruznice,

(2) toeplitzovsky graf Gg, +4,+1(D) obsahuje dvé hamiltonovské cesty Py, a Py,
s koncovymi vrcholy 1 a dy + dy + 1 takové, ze E(Ggytay+1(D)) = E(Py,) U
E(Py,).
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S pouzitim této véty a nékolika dalsich pomocnych lemmat se autortim podafilo
dokézat spravnost hypotézy 5.20. V néasledujici vété je stanovena dolni hranice poctu
vrcholu toeplitzovského grafu takova, aby graf nejen obsahoval hamiltonovskou cestu
s koncovymi vrcholy 1 a n, ale také aby byl hamiltonovsky.

Véta 5.23 [24]. Necht D = {d;,ds,...,dy} C N pro k > 3 takové, ze ged(D) = 1
a ged(D') > 1 pro kazdou vlastni podmnozinu D' C D. Déle necht dy > dy > 3g,
kde g = ged(dy, dg). Pokud existuje | € N takové, ze n = (d; +ds) -1 spliiuje nerovnici

nz(d+dy+g—1)+ (max(D)+dy+do+g—1)-(g—1)+ (d1 +da + g — 1),

potom G, (D) obsahuje Hamiltonovskou kruznici a G,41(D) obsahuje Hamiltonov-
skou cestu s koncovymi vrcholy 1 an + 1.

Je jisté, 7e cisel n, pro ktera toeplitzovsky graf G,,(dy, da) splhuje podminky z této
véty, je nekone¢né mnoho. V tomto pfipadé se vSak pouze jedn& o hodnoty, které
jsou nasobkem souc¢tu d; + dy. Na konci tohoto ¢lanku byla uvedena silnéjsi verze
hypotézy 5.20, ktera ¥iké, ze tato véta plati pro vSechna n, kterd jsou dostatecné
velka.

Hypotéza 5.24 [24|. Pro kazdou konec¢nou mnozinu D C N, kde |D| > 3,
ged(D) =1 a ged(D') < 1 existuje ¢islo np € N takové, Ze pro kazdé n > np ma
graf G,(D) Hamiltonovskou cestu s koncovymi vrcholy 1 a n.

Na zavér této kapitoly uvadime hlavni vysledek z ¢lanku [25], kde autoii doka-
zali tuto hypotézu pro toeplitzovské grafy G,,(dy, ds). Pro grafy s vyssi kardinalitou
distan¢éni mnoziny D zatim zistava tato hypotéza neovérena.

Véta 5.25 [25]. Necht D = {dy,ds} C N, kde dy > dy a ged(dy,ds) = 1. Potom
existuje ng € N takové, Ze

(1) pro vSechna n > ny obsahuje graf G, (D) Hamiltonovskou cestu s koncovymi
vrcholy 1 an — 1,

(2) pro vSechna sudd n > ngy obsahuje graf G, (D), kde d, - ds je liché, Hamilto-
novskou kruznici,

(3) pro vSechna n > ng obsahuje graf G,,(D), kde d; - dy je sudé, Hamiltonovskou
kruznici.
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6 Grafova barveni pri siln€jsich podminkach vzda-
lenosti vrcholi

Doposud jsme se zabyvali barvenim, kde pouze sousedni vrcholy musely byt odlisné
obarveny. Existuji vSak i barveni, kde je tato podminka vyzadovana od kazdé dvojice
vrcholi, které jsou od sebe ve vzdalenosti nejvyse k, kde k£ € N. V této kapitole
budeme definovat nékteré zakladni typy téchto obarveni a zrekapitulujeme jiz zndmé
vysledky.

6.1 2-distanc¢ni barveni

Barveni f : V(G) — N, u kterého pro kazdou dvojici vrcholi u,v € V(G) plati
f(u) = f(v) = d(u,v) > k pro néjakou pevnou hodnotu k € N, se nazyva
k-distan¢ni obarveni. Specialné mizeme definovat pojem k-distan¢ni chromatickeé
¢islo, coz je hodnota rovna nejmensimu poc¢tu barev k-distan¢niho obarveni grafu
G, kterou budeme znadit yi(G).

S k-distanénim barvenim také souvisi pojem mocnina grafu. Mame-li graf G
s mnozinou vrcholi V(@) a mnozinou hran F(G), potom jeho k-tou mocninou je
graf G* s mnozinou vrcholit V(G*) = V(G) a mnozinou hran E(G*) obsahujici hrany
mezi kazdou dvojici vrchold, které maji v G vzdalenost nejvyse k, tedy E(G*) =
{{u,v} : dg(u,v) < k}. Lze jednoduse uréit, ze kazdé piipustné obarveni grafu
G* je i platnym k-distanénim obarveni grafu G a naopak. Proto bude platit, ze
X(G*) = x&(G). Specialné mizeme definovat i druhou mocninu distan¢niho grafu
G(D), kterou miizeme vnimat jako distanéni graf G(D?), kde D* = DU {d + d' :
d,d € DYU{d—d : d,d € D}.1v tomto pfipadé plati xo(G(D)) = x(G(D?)).

Pojem k-distan¢niho barveni byl zaveden v roce 1969 v ¢lanku [23] od F. a H.
Kramerovych. Znac¢né ¢ast vyzkumu pak byla vénovana 2-distanénimu barveni rovin-
nych grafu a hledani odhadi 2-distanc¢nich chromatickych ¢isel téchto grafi v zavis-
losti na jejich maximélnim stupni. Problematika 2-distan¢niho barveni distanc¢nich
grafu je jesté relativné nové téma. Prvni ¢lanek, ktery se ji zabyva, je [2| z roku
2019, ve kterém jsou zaznamenany zakladni poznatky a odhady 2-distanc¢nich chro-
matickych ¢isel vybranych distan¢nich grafi. Na zacatek uved me pozorovani ohledné
obecného 2-distancéniho barveni, které udava dolni hranici 2-distan¢niho chromatic-
kého ¢isla v zavislosti na maximélnim stupni grafu.

Pozorovani 6.1 [2]. Méjme libovolny neorientovany graf G. Potom plati, Ze
x2(G) = A(G) + 1.

Tato skutecnost plati, nebot kazdy vrchol a jeho sousedé maji mezi sebou vzdé-
lenost maximalné 2, a musi tedy byt obarvené riiznymi barvami. V ptipadé distanc-
niho grafu G(D), kde D = {1,...,k}, mizeme s vyuzitim lemmatu 4.6 ur¢it i horni
hranici, ktera viak bude mit stejnou hodnotu, nebot |D?| = |{1,...,2k}| = 2k.
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Véta 6.2 [2]. Necht D ={1,2,...,k} prok > 2. Potom
x2(G(D)) =2k+1=A(G(D)) + 1.

Déle jsou v ¢lanku uvedeny odhady 2-distan¢niho chromatického ¢isla pro grafy

s vybranym tvarem D. Nejprve jsou kompletné charakterizovany distancni grafy,

kde D = {1,t} pro t > 3, pficemz piipad t = 2, tedy D = {1, 2}, je jiz pokryt vétou
6.2.

Véta 6.3 [2]. Necht D = {1,t} pro a > 3. Potom

) okudt = +2 (mod 5),
wamy={ g b (mod 5

Dals§imi zkoumanymi grafy byly distan¢ni grafy s D = {1,¢,t + 1} pro ¢t > 3.
Znovu podotykame, 7Ze piipad t = 2, tedy D = {1, 2, 3}, je pokryt vétou 6.2. Ve vy-
branych pripadech lze 2-distanc¢ni chromatické ¢islo urcit presné, pricemz jeho hod-
nota je rovna dolni hranici z pozorovani 6.1.

Véta 6.4 [2]. Necht D = {1,t,t+ 1} prot > 3. Potom
x2(G(D)) =7=A(G(D)) +1
praveé tehdy, kdyz a = 2 (mod 7) nebo a =4 (mod 7).

Pro ostatni grafy s timto typem distan¢ni mnoziny lze alespon urcit horni hranici
s pomoci nalezeni vhodného 9-obarveni a tvrzeni 4.5.

Véta 6.5 [2]. Necht D = {1,t,t+ 1} prot > 3. Potom
x2(G(D)) <9 =A(G(D)) + 3.
S vyuzitim dvou piedchozich vét dojdeme k zavéru, ze pokud t # 2,4 (mod 7),
tak potom bude hodnota y2(G(1,%,¢+ 1)) rovna 8 nebo 9.
Disledek 6.6 [2]. Necht D = {1,t,t+1} prot > 3, kdet # 2,4 (mod 7). Potom
8 < x2(G(D)) <9.
Posledni typ distan¢nich grafi, pro které byly zkoumény odhady x2(G(D)), maji

distan¢ni mnozinu D = {1,...,m,t} pro 2 < m < t, kde p¥ipad t = m + 1 je jiz
pokryt vétou 6.2. I zde lze pro nékteré grafy urcit hodnotu x2(G(D)) presné.

Véta 6.7 [2]. Necht D ={1,...,m,t} pro2 < m < t. Potom
x2(G(D)) =2m+3=A(G(D)) +1
praveé tehdy, kdyzt =m+ 1 (mod 2m + 3) nebo t = m + 2 (mod 2m + 3).
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Pro ostatni lze urcit horni hranici, které je diky minulé vété doplnéna i o hranici
dolni.

Véta 6.8 [2]. Necht D ={1,...,m,t} pro2 < m < t. Potom

X2(G(D)) < 4m +2 =2 A(G(D)) — 2.

Disledek 6.9 [2]. Necht D = {1,....m,t} pro2 < m <t , kdet Zm+1 a
t #m+2 (mod 2m + 3). Potom

2m +4 < x2(G(D)) < 4m + 2.

Autofi ponechavaji kompletni charakterizaci G(D), kde D = {1,¢t,t+1} st > 3,
nebo D = {1,...,m,t} s 2 < m < t z hlediska 2-distan¢niho barveni jako otevieny
problém. Jak bylo jiz feCeno, tato problematika je jesté relativné nova a vysledku
tedy zatim neni mnoho. Pro budouci ¢lanky je tedy vhodnou motivaci zkoumani
2-distan¢nfho barveni distan¢nich grafii uréenych distanéni mnozinou jiného vzhledu.

6.2 Pakovaci barveni

V této podkapitole budeme definovat novy typ barveni zavedeny v [15], které se na-
zyva pakovaci barveni. Je definovano jako zobrazeni f : V(G) — {1,...,k}, kde
Yu,v € V(G) : f(u) = f(v) = f(u) < d(u,v). Znamena to, ze kazda dvojice obar-
vena barvou k musi od sebe byt ve vzdalenosti vétsi nez k. Zavedeni pakovaciho
barveni bylo motivovano problémem piifazovani frekvenci radiovym stanicim tak,
aby byly stanice se stejnou vysilaci frekvenci v dostatecné velké vzdalenosti kvili
piipadnému prekryvani signali. Odtud také pochézi jeho puvodni nazev, kterym
bylo prenosové barveni (v angli¢ting broadcast colouring).

Existuje-li pakovaci obarveni grafu G pouzivajici barvy 1 az k, potom je graf
k-pakové obarvitelny. Nejmensi hodnota k, pro kterou je graf G' k-pakové obar-
vitelny, se nazyva pakovaci chromatické ¢islo grafu G a znadi se x,(G). Zakladni
poznatky a hodnoty x,(G) pro elementérni tf¥idy grafa byly sepsany v [15], kde byl
tento pojem zaveden.

Pro vybrané elementarni t¥idy grafii je urceni pakovaciho chromatického ¢isla
trividlni. V nasledujicich vétach je jeho hodnota urcena pro cesty, kruznice a hvézdy.

Véta 6.10 [15]. Necht n > 2 je prirozené cislo a P, je cesta na n vrcholech.
Potom pron = 2,3 je x,(P,) =2 apron >4 je x,(P,) = 3.

Véta 6.11 [15].  Necht n > 3 je prirozené ¢islo a C,, je kruznice na n vrcholech.
Pokud n = 3 nebo je ndsobkem 4, potom x,(C,,) = 3. Jinak x,(C,) = 4.
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Vé&ta 6.12 [15]. Necht G je souvisly graf. Potom x,(G) = 2 pravé tehdy, kdyz je
G hvézda.

Zminime zde dalsi t¥idy graft, pro které lze uréit pakovaci chromatické ¢islo re-
lativné jednodusSe. Nejprve se podivame na stromy, u kterych jeho hodnota zavisi na
prumeéru celého grafu, tedy maximélni mozné vzdalenosti dvojice vrcholu. Pokud je
graf T’ stromem s prumérem 2, potom je zaroven hvézdou a x,(7") = 2. Pro stromy
s priumérem 3 je pakovaci chromatické ¢islo vzdy 3. U stromi s priumérem 4 zavisi
hodnota x,(7") na okoli takzvaného stiedového vrcholu, coz je vrchol, ktery se na-
chazi uprostied nejdelsi cesty v tomto stromé.

Véta 6.13 [15]. Necht T je strom s primérem 4 a stiredovym vrcholem v. Déle
necht n; proi = 1,2,3 je pocet sousedii vrcholu v se stupném i a L je pocet sousedt
vrcholu v se stupném alespon 4. Pokud L = 0, potom

4 pokudns>2an;+ns+n3 >3
3 jinak,

D) < {

a pokud L > 0, potom

L+3 pokudng>1an;+ny+ng=>?2
Xp(T) < ¢ L+1 pokudng =ng=n3=0
L+ 2 jinak.

Déale byla stanovena hodnota horni hranice pakovaciho chromatického ¢isla
pro stromy, kterd zavisi na jejich radu.

Véta 6.14 [15].  Necht'T je strom radu n. Potom x,(T) < ™ s vyjimkou pripadi
n =4, kdy x,(T) < 3 nebon =8, kdy x,(T) < 4.

Hojné zkoumanou tfidou z hlediska pakovaciho barveni jsou také sitové grafy.
Sitovy graf G, . ma r - ¢ vrcholi, které jsou usporddané do r fad a c sloupcii. Kazdy
jehovrcholv; ;prol <@ <ral < j<c, ktery se nachazi v i-té fadé a j-tém sloupci,
je spojeny hranami s vrcholy v;_1 j, vit1j, vij—1 a v; ;41 (pokud existuji). U téchto
grafu byly nalezeny pfesné hodnoty pakovaciho chromatického ¢isla v piipadé, ze
maji nejvyse 5 fad.
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Vé&ta 6.15 [15].  Necht G, je sitovy graf s r fadami a c sloupci, kde r < ¢. Potom

e xp(Ga.) =5 proc =6,

o xp(Gs.) =T proc=>12,
e \p(Gac) =8 proc > 10,
e xp(G5.) =9 pro c > 10.

Pro sitové grafy s mensim mnozstvim sloupci jsou hodnoty x,(G,.) nasledujici:

|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 13 4 4 4 5 ...
3 |- 45 5 6 6 6 6 6 6 7
4 |- - 5 17 7 7T 7 7 8
S5 |- - - 7T 7T 7 8 8 9

Tabulka 4: [15] Hodnoty pakovaciho chromatického ¢isla sifovych grafi G, . pro mala
r a c. Pipad, kdy ¢ < r, lze prevést na pripad opacny.

V ¢lanku [15] byla také urcend obecnéd horni hranice pro sitové grafy libovolného
poc¢tu fad a sloupcii, podle které plati x,(G,.) < 23. Zkoumany byl také nekoneény
sitovy graf Z*, pro ktery byly v priibéhu let postupné vylepSovany dolni i horni
hranice v mnoha vydanych ¢lancich. V dobé psani této prace plati omezeni 13 <
Xp(Z?) < 15 stanovené v [26].

Nez se presuneme k vysledkim pro distan¢ni grafy, zminime v rychlosti vztah
X(G) a x,(G). Pro libovolny graf G bude jeho pakovaci chromatické ¢islo vétsi nebo
rovno chromatickému ¢islu, jehoz hodnota zavisi na klikovosti daného grafu, tedy
radu nejvétsiho tiplného grafu, ktery je podgrafem grafu G.

Véta 6.16 [15]. Necht G je graf a w(G) je jeho klikovost. Potom
w(G) < X(G) < xp(G).

6.2.1 Pakovaci barveni distan¢nich grafi G(1,t)

Pakovaci barveni distan¢nich grafi bylo podrobnéji zkouméano v ¢lanku [33] od To-
gniho, kde byly sepsany nalezené horni a dolni odhady pro pakovaci chromatické
¢islo distanc¢nich grafu, jejichz distan¢ni mnozina je ve tvaru D = {1,t}, kde ¢t > 2.
Nejprve uvedme dulezity poznatek o kone¢nosti pakovaciho chromatického ¢isla.

Véta 6.17 [33]. Necht D C N je konecné distan¢ni mnozina. Potom je pakovaci
chromatické cislo grafu G(D) konecné.
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S pomoci nasledujiciho lemmatu muzeme jednodu$e urcit vzdalenost dvojice li-
bovolnych vrcholi. Toto lemma vyuzijeme i pti vlastnich vyzkumech v pozdéjsich
kapitolach.

Lemma 6.18 [33]. Necht G(1,t) je distancni graf a u,v jsou dva jeho rizné
vrcholy. Potom je jejich vzdalenost d(u,v) = min(q+r,q+ 1+t —r), kde |[v —u| =
qt + r, pricemz 0 < r < t.

Nyni uvedme jiz zminéné horni a dolni hranice, které Togni nalezl. Pro hodnoty
t < 10 a jiné vybrané distan¢ni mnoziny malé velikosti jsou hranice uvedeny v levé
¢asti tabulky 5. Pro velké hodnoty ¢ jsou dolni hranice uvedeny v nésledujici véteé.

Véta 6.19 [33]. Necht't,q € N, kde t > 2. Potom

(89 t=2¢+1, q> 35,

<

Xp(G(lat)) X 81 t=2q, g =224,

59 t=96g+1+1,¢> 1.

Dalsi, kdo se zabyval hodnotami pakovaciho chromatického c¢isla distancnich
grafi G(1,t), byli Ekstein a spol., ktefi v [12] vylepsili dolni a horni hranice
pro t < 10. Porovnani novych hranic miizete vidét v pravé ¢asti tabulky 5.

D Xp = | Xp < | perioda D 1 xpZ2 | Xp <
w2 | 8 | 8 54 @2 8 | 8
(1,3) | 9 | 9 32 13| 9 | 9
(1,4 | 11 | 16 | 320 (1,4)| 14 | 15
(1,5) | 10 | 12 | 1028 (1,5) | 12 | 12
(1,6) | 12 | 23 | 2016 (1,6)| 15 | 23
(1L7) | 10 | 15 | 640 1,7 ] 14 | 15
(1,8) | 11 | 25 | 5184 (1,8) | 15 | 25
(1,9) | 10 | 18 | 576 (1,9) | 13 | 18

(1,2,3) | 17 | 23 | 768
2.3) | 11 | 13 | 240
(2.5) | 14 | 23 | 336

Tabulka 5: Horni a dolni odhady pakovaciho chromatického ¢éisla pro vybrané
distan¢ni grafy. V levé tabulce jsou vypséany hodnoty vyzkoumané v [33] spole¢né
s periodou barveni, které udava horni hranici. V pravé tabulce jsou uvedeny vylep-
Sené odhady nalezeny v [12|. Upravené hodnoty jsou oznaceny tuéné.
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Dale byly urc¢eny dolni hranice pakovaciho chromatického ¢isla pro £ > 9 a horni
hranice pro velka ¢.

Véta 6.20 [12]. Necht D = {1,t}, kde t > 9. Potom x,(G(D)) > 12.

Véta 6.21 [12]. Necht D = {1,t}. Potom pro libovolné liché t > 575 je
Xp(G(D)) < 35 a pro libovolné sudé t > 648 je x,(G(D)) < 56.

Pti urcovani pripustnosti pakovacich barveni se ¢asto vyuziva metody hustot
barev. Necht Hj je koneény podgraf G(1,t) indukovany vrcholy —k, —k + 1,..., k.
Pro mnozinu vrcholi X C V(G(1,t)) definujeme hustotu p(X) jako

. | X NV (Hy)|
X) =limsup ——————=*.

Dale budeme definovat pro libovolnou barvu ¢ hustotu p(c) jako
ple) = max p(Xe),

kde f je pakovaci obarveni grafu G(1,t) a X. je mnozina vrcholi G(1,t), které
jsou pfii obarveni f obarvené barvou c. Podobné lze definovat i hustotu vice barev

p(ch s 7Cl) jako
pler, ... q) = m?xp(Xcl U---UX,).

Pomoci hustoty barev lze urcit, jestli pro dané barvy existuje pakovaci obarveni da-
ného grafu. Tato metoda je pouzitelna i pro barveni obecnych grafi GG, coz dokazuje
nésledujici lemma, které bylo uvedeno v [14].

Lemma 6.22 [14]. Necht G je libovolny neorientovany graf. Pokud existuje pii-
pustné k-obarveni grafu G, potom pro kazdé 1 < | < k plati, Ze

k k
o)z p(l,. )+ Y p() =1
=1 i=l+1

6.2.2 Pakovaci barveni distanénich grafi G(k,t)

V névaznosti na ¢lanky zminéné v minulé podkapitole se Ekstein, Holub a Togni
spole¢né podileli na studii pakovaciho barveni u distan¢nich grafi G(k,t) pro k <
t, ve které byly zobecnény vysledky studie grafi G(1,t). Nejprve byly nalezeny
horni a dolni odhady pakovaciho chromatického ¢isla pro distanéni grafy G(k, t), kde
2 < k <t <10, které zde uvadime v tabulce 6.
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3 4 5 7 8 9 10
13 D(1,2) 1422 D(1,3) 1527 D(1,4) 1231 D(1,5)
- 1419 13 D(1,2) 1317 1428 D(1,3) 13-29
D(2,3) 16-32 D(1,2) 1532 D(2,5)
- - - 1529 1320 14-32 1323 D(1,2)
- - - - 1529 D(3,4) D(2,3) D(3,5)
- - - - - 1434 1223 1240
- - - - - - 12-37  D(4,5)
- - - - - - - 12-42

Sy
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~
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Tabulka 6: [13] Horni a dolni odhady pakovaciho chromatického ¢isla grafu G(k,t)
pro 2 < k < t < 10. Pfesné hodnoty jsou vyznaceny tu¢né. V piipadech, kdy
distan¢ni graf nebude souvisly kvili soudélnosti k£ a ¢, je uveden distan¢ni graf,
se kterym budou vzniklé komponenty izomorfni a jehoz hranice pro pakovaci chro-
matické ¢islo jsou zde stejné.

Pted rekapitulaci ostatnich vysledkt pfipomeneme dilezity poznatek z lemmatu
4.1. Budeme-li mit distan¢ni graf G(k,t) takovy, Ze existuje ¢&islo n # 1, které je
nejvétsim spole¢nym délitelem k a ¢, potom bude tento graf slozen z n komponent
izomorfnich s G(%, %) Predpokladéame tedy, ze k a t jsou nesoudélné, diky ¢emuz
bude graf G(k,t) souvisly.

Nésledujici véty udavaji horni hranice pakovaciho chromatického ¢isla v zavislosti
na vzajemné parité ¢isel k a t. Nejprve je zkoumén piipad, kdy jsou obé ¢isla licha.

Véta 6.23 [13]. Necht k,t jsou lichd nesoudélnd prirozend ¢isla, kde t > 825 a
D = {k,t}. Potom x,(G(D)) < 30.

Tuto mez aplikovat i v p¥ipadé k = 1, a proto dostaviame u vybranych piipadi
vylep$eni vysledkii z véty 6.19. Maji-li k£ a ¢ opac¢nou paritu, potom roste hodnota
horni meze i hrani¢ni hodnota t, pro které lze tuto mez na graf G(k,t) aplikovat.

Véta 6.24 [13].  Necht k,t jsou nesoudélné prirozend ¢isla takové, Ze k je liché a
t > 898 je sudé. Dédle necht D = {k,t}. Potom x,(G(D)) < 56.

Stejna horni mez byla urcena i pro pripad, kdy k je sudé a t je liché. Zde je vSak
narok na hodnotu ¢, od které je tato mez aplikovatelna, jesté o néco vyssi.

Véta 6.25 [13]. Necht k,t jsou nesoudélna prirozena ¢isla takovd, ze k je sudé a
t > 923 je liché. Dale necht D = {k,t}. Potom x,(G(D)) < 56.

Nakonec zminime rozsiteni poznatku z véty 6.20, diky kterému lze dolni mez pa-
kovaciho chromatického ¢isla grafa G(1,¢) pro vétsinu ¢ pouzit i pro obecné distan¢ni
grafy G(k,t).

Véta 6.26 [13]. Necht D = {k,t}, kde t > 9. Potom x,(G(D)) > 12.
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6.3 S-pakovaci barveni

U pakovaciho barveni platilo, Ze hodnota barvy udévala, v jaké minimalni vzda-
lenosti od sebe musi byt stejné obarvené vrcholy. Nyni definujme typ obarveni
zavedeny v [17], kde je pro kazdou barvu ¢ minimalni vzdalenost urcena ¢islem
a;. Necht S = (ay,aq,...) je neklesajici posloupnost pfirozenych ¢isel. Zobrazeni
f:V(G) = {1,2,...,k} takové, ze Vu,v € V(G) : f(u) =i = f(v) = d(u,v) > a;
pro i = 1,... k, nazveme S-pakovacim k-obarvenim grafu G. Nejmensi hodnotu
k, pro kterou existuje S-pakovaci k-obarveni grafu GG, nazveme S-pakovacim chro-
matickym ¢&islem grafu G a budeme ji znacdit ys(G). Tento typ obarveni zobec-
nuje napiiklad ptipustné, k-distan¢ni a pakovaci obarveni, nebot tato obarveni lze
po fadé vyjadfit jako S-pakovaci obarveni, kde S = (1,1,1,...), S = (k,k,k,...) a
S=1(1,2,3,...).

Pojem S-pakovaciho barveni byl zaveden v ¢lanku [17], kde byly také popsany
jeho zakladni vlastnosti a nalezeny hodnoty ys(G) pro nizké hodnoty prvka a;.
Prvnim dulezitym poznatkem ohledné S-pakovaciho barveni je, ze pokud pro urcité
S, je graf S,-pakové obarvitelny, pak je i Sp-pakové obarvitelny, pokud 5, vznikne
zmensenim libovolného poc¢tu prvkua v S,.

Pozorovani 6.27 [17]. Necht' S, = (a1, as,...) a Sy = (b1, bs,...). Potom pro Ii-
bovolny neorientovany graf G plati, Ze pokud je xs,(G) = k a b; < a; pro vSechna
i=1,2,...,k, potom xs,(G) < k.

Diky tomuto pozorovani lze dokézat poznatek z véty 6.16, kde je uvedeno,
ze X(G) < xp(G). Jak jsme uvadeéli, tak pfipustné obarveni lze vyjadiit sekvenci
Sy =(1,1,1,...) a pakovaci obarveni sekvenci S, = (1,2, 3,...), a proto tato nerov-
nost plati. Stejné jako u predchozich typu obarveni plati i pro S-pakovaci obarvent,
ze kazdy podgrat H grafu G nebude mit hodnotu xg(H) vétsi nez xs(G).

Pozorovani 6.28 [17]. Necht G je graf a H je jeho podgrafem. Potom
xs(H) < xs(G) pro libovolnou sekvenci S.

V nésledujicim pozorovani jsou sepsany nékteré zakladni poznatky o S-pakovacim
chromatickém ¢isle, které vyplyvaji z elementarnich vlastnosti grafi.

Pozorovani 6.29 [17]. Necht S = (a1, aq,...) a G je graf fadu n. Potom
1. 1< xs(G) <,
2. xs(G) =1 pravé tehdy, kdyz G je diskrétni graf,
3. xs(G) = n pravé tehdy, kdyz G je souvisly a a; > diam(G).

V dalsi vété jsou sepsany vSechny grafy, pro které je xs(G) = 2 a vzhled sekvence
S v pripadé, kdy tak nastéava.
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Véta 6.30 [17]. Necht S = (ay,as,...) a G je souvisly graf. Potom
1. Pokud a; = ay = 1, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G je bipartitni.
2. Pokud a; =1 a ay > 1, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G je hvézda.

3. Pokud a; > 1, potom xs(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G = K.

Nasledujici véty se tykaji grafii, ve kterych vzdalenosti dvou vrcholi nejsou prilis
velké. Konkrétné se zaméruji na grafy, ve kterych tato vzdalenost neptesahuje hod-
notu 2. S touto vlastnosti souvisi pojem nezdvislost grafu G, ktery se znadi o(G).
Jedna se o ¢islo, jehoz hodnota je rovna velikosti nejvétsi nezavislé mnoziny grafu
G, tedy mnoziny vrcholi, které nejsou po dvojicich sousedni. Horni hranice xs(G)
bude v tomto pripadé zaviset pravé na nezavislosti grafu.

Véta 6.31 [17]. Necht S = (1,as,a3,...) a G je graf bez izolovanych vrcholi
s nezavislosti o(G). Potom xs(G) < o(G) + 1, pfi¢emz rovnost nastava v pripadé,
kdy as > diam(G).

Klasickym piipadem grafti s priimérem 2 jsou tplné bipartitni grafy. U této t¥idy
grafti 1ze urc¢it hodnotu xs(G) pro libovolnou sekvenci S.

Véta 6.32 [17]. Necht S = (a1, as,...) a Kpy, kde m < n je tplny bipartitni
graf. Potom

2 pokud a; = ay =1,
Xs(Kmn) =< m+1 pokuda; =1aay>1,
m+n pokud a; > 1.

Podrobné zkoumanym grafem z hlediska S-pakovaciho barveni je oboustranné
nekonecnéa cesta, ktera se znac¢i P.,. Urceni xs(Px) je pro vétsinu sekvenci S slozité,
a proto jsou v mnoha piipadech znamé pouze urcité hranice. Nasledujici véta nam
dava nutnou podminku konec¢nosti S-pakovaciho chromatického ¢&isla, a tedy i exis-
tence horni hranice. Je zde vyuzita metoda hustot barev, kterou jsme zminili na konci
podkapitoly 6.1 o pakovacim barveni grafi G(1,t). Jak vime, tak tuto metodu lze
pouzit i pro obecné&j$i barveni a diky specialni struktute grafu P, 1ze hodnoty hustot
jednoduse vypocditat.

Véta 6.33 [17]. Necht S = (aj,as,...) a Py je nekonecnd cesta. Pokud

k
1
Py) < k, potom Y >1
Xs(Foo) poomizlaiﬂ
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Disledek 6.34 [17]. Necht S = (ay,as,...). Pokud E m
a;
—

< 1, potom
Xs(Pso) = 00.

Pro malé hodnoty xg(Px) lze relativné jednoduse uréit, jak musi byt S defino-
vano, aby xgs(Ps) dosdhlo této hodnoty. V nésledujici vété jsou zminény tvary S,
pro které ma xs(Ps) hodnotu 2, 3 nebo 6.

Vé&ta 6.35 [17]. Necht S = (ay,as,...). Potom

2 pokud a; =ay =1,
Xs(Px) =< 3 pokud (ay,as,as3) je (1,2,3), (1,3,3), nebo (2,2,2),
6 pokud S = (2,3,4,...).

Zaméime se nyni na sekvence S, které jsou tvofené aritmetickou posloupnosti.
Pro aritmetické posloupnosti s diferenci 1 zndme dolni i horni odhad S-pakovaciho
chromatického ¢isla nekonecné cesty, ktery platiipro S = (1,2,3)a S =(2,3,4,...)
z minulé véty.

Véta 6.36 [15]. Necht' S = (a,a+1,a+2,...). Potom (e—1)-a < xs(Px) < 2a+3.

Disledek 6.37 [15]. Necht'S = (a,a+1,...,3a+2), kde a € N. Potom existuje
S-pakovaci obarveni nekonecné cesty P.,.

U aritmetickych posloupnosti s piirozenou diferenci riznou od nuly je znamo,
ze hodnota ys(Px) je konecnd, ale presny horni odhad zatim nebyl uréen. Dolni
odhad xg(Ps) zavisi na velikosti diference viaéi prvnimu prvku posloupnosti.

Véta 6.38 [17].  Necht je S tvorena aritmetickou posloupnosti. Potom je xs(Pso)
konecné.
Véta 6.39 [17]. Necht S = (a,a+d,a+ 2d,...). Potom

(e —1) . a=dtl pokud a > d,

XS(POO)>{ ((a+1)-eﬁ—(a—d+1)> -1 jinak.

Nyni ukdzeme, jaka je hodnota ys(Ps) pro S obsahujici geometrickou posloup-
nost ve tvaru (1,2,4,8,...). Pokud je S tvofeno pfimo touto nekone¢nou posloup-
nosti, tak i hodnota yg(Px) bude neomezena.

Véta 6.40 [17]. Necht S = (1,2,4,8,...). Potom xs(Py) = 0.
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Diky vété 6.16 Ize ¥ici, Ze bude xg(Px) = 00 pro viechna S tvofena geometrickou
posloupnosti s pfirozenym kvocientem vétsim nez 1. Naopak pokud prvnich k prvki
S je rovno prvnim k ¢lent geometrické posloupnosti (1,2,4,8,...) a dalsim prvkem
v poradi je znovu k-ty prvek této posloupnosti, potom bude S-pakovaci chromatické
¢islo konecné.

Véta 6.41 [17].  Necht S = (aj,as,...), kde a; = 2" — 1 proi = 1,2,...,k a
ape1 = 2% — 1. Potom xs(Ps) = k + 1.

Zaméime se nyni na S-pakovaci 3-obarveni, tedy piipad, kdy S = (a1, as, as3).
Nalezeni p¥ipustného 3-obarveni (neboli pro S = (1,1,1)) je takzvany NP-tézky
problém, tedy takovy problém, na ktery lze pfevést libovolny problém fesitelny ne-
deterministickym algoritmem v polynomidlnim case. Je-li vSak a3 dostateéné velké,
potom se jeho feSeni zjednodusuje. Podivejme se tedy na nékteré vybrané pripady
S-pakovacich 3-obarveni. Pro a; = 2 lze S-pakovaci chromatické ¢islo urcit jedno-
duse.

Véta 6.42 [17]. Necht G je souvisly graf. Potom G ma (2,2, 2)-pakovaci obarveni
pravé tehdy, kdyz je G bud cesta libovolné délky, nebo kruznice délky, ktera je
délitelna 3.

Disledek 6.43 [17].  Necht G je souvisly graf. Pokud G ma (a1, as, as)-pakovaci
obarveni, kde a; > 2 a az > 2, potom ma G nejvyse 5 vrcholii.

Podivejme se nyni na ptipad, kdy a; = 1. Pokud maji zbylé dva prvky v sek-
venci hodnotu alespon 4, potom bude existence S-pakovactho obarveni grafu zaviset
na hodnoté ¢isla vrcholového pokryti 5(G). Tato hodnota je rovna velikosti nejmensi
mnoziny vrcholu v grafu takové, ze alespon jeden koncovy vrchol kazdé hrany je v ni
obsazen.

Véta 6.44 [17]. Necht G je souvisly graf a 4 < as < az. Potom G mé (1, ag, as3)-
pakovaci obarveni pravé tehdy, kdyz je ¢islo vrcholového pokryti f(G) < 2.

Existence ostatnich (1, ay, as)-pakovacich obarveni je shrnuta v nasledujici vété.
I pied ni v8ak vysvétlime nékteré pouzité pojmy. Multigraf je typ grafu, u kterého
je povolena existence nasobnych hran. Podrozdéleni grafu G je graf, ktery vznikne,
pokud v GG nahradime kazdou jeho hranu cestou délky 2. Pokud tento proces prove-
deme pro v8echny hrany G s vyjimkou jedné, dostaneme skoro podrozdéleni grafu
G. Nakonec zminime pojem dominujici vrchol, coz je takovy vrchol v grafu, ktery
sousedi se vSemi ostatnimi vrcholy.
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Véta 6.45 [17].  Necht G je souvisly graf. Potom:

1. G ma (1,3, 3)-obarveni pravé tehdy, kdyz cislo vrcholového pokryti 5(G) < 2,
nebo pokud G je podgrafem podrozdéleni néjakého bipartitniho multigrafu,

2. pro az > 4 ma G (1,2, az)-pakovaci obarveni pravé tehdy, kdyz je G podgra-
fem podrozdéleni nebo skoro podrozdéleni néjakého bipartitniho multigrafu
s dominujicim vrcholem,

3. pro az > 4 ma G (1,3, ag)-pakovaci obarveni pravé tehdy, kdyz ¢islo vrcho-
lového pokryti B(G) < 2, nebo pokud G je podgraf podrozdéleni néjakého
bipartitniho multigrafu s dominujicim vrcholem.

Pro ostatni 3-prvkové mnoziny je tloha urceni existence S-pakovaciho barveni
z hlediska vypocetni slozitosti NP-tézka, stejné jako v piipadé S = (1,1,1).

Na zavér této kapitoly se zminime o jedné z metod hledani piipustného
S-pakovaciho obarveni nekone¢né cesty s malym mnozstvim pouzitych barev.
Principem této metody je postupné "$tépeni" existujicich barev platného obarveni.
Reknéme, Ze vybereme vSechny vrcholy obarvené barvou i, o kterych vime, Ze jsou
od sebe ve vzdalenosti alespon a; + 1. Pokud vSechny tyto vrcholy pravidelné pte-
barvime r novymi barvy, tak bude vzdalenost vrcholi obarvenych jednou z novych
barev alespoin r - (a; + 1) — 1. Timto procesem lze upravovat sekvenci S. Stépenim
barvy hodnoty a; na r ¢asti timto zpusobem odpovida v S procesu, ve kterém na-
hradime hodnotu a; pomoci r kopii hodnoty r - (a; + 1) — 1 a novym sefazenim celé
sekvence. Napfiklad, mame-li sekvenci (1,1), ktera predstavuje platné S-pakovaci
obarveni P, a jednu z téchto barev rozstépime na tii ¢asti, dostaneme sekvenci
(1,5,5,5), ktera také predstavuje platné obarveni. Takto ziskanou sekvenci nazy-
vame splinterovand sekvence.

V ¢lanku [16], kde je tento pojem zaveden, je splinterované sekvence definovana
jako libovolna sekvence, ktera vznikne metodou §tépeni ze sekvence (0). Ta je vSak
pouze brana jako zacatek pro Stépeni a nepiedstavuje zadné vrcholové obarveni.
Jako dalsi priklady zde uvadime vSechny splinterované sekvence délky nejvyse 5:

(1,1), (1,3,3), (1,5,5,5), (1,7,7,7,7), (1,3,7,7), (1,3,11,11,11), (1, 3,7, 15,15),
(1,5,5,11,11), (2,2,2), (2,2,5,5), (2,5,5,5,5), (2,2,8,8,8), (2,2,5,11,11),
(3,3,3,3), (3,3,3,7,7), (3,3,5,5,5), (4,4,4,4,4).

V souvislosti se stépenim sekvenci se zminime jesté o jednom dilezitém pojmu
z S-pakovaciho barveni. Sekvenci S = (aq, .. ., a;) nazveme minimalni pakovaci chro-
matickou sekvenci (MPCS) grafu G, pokud plati, Ze existuje S-pakovaci obarveni
grafu G, ale pokud zvétsime hodnotu libovolného ¢lenu S, tak takové obarveni exis-
tovat nebude. Muze se stat, ze pro urcity graf bude existovat vice MPCS stejné
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délky. Pro nékteré grafy vsak nemusi existovat zddné. Napiiklad pro hvézdy zadna
MPCS neexistuje, nebot jsou (1, as)-pakové obarvitelné pro v8echna pfirozena as.

Vztah splinterovanych sekvenci a MPCS je ocividny pii pouziti metody hus-
tot barev. Sec¢teme-li hustoty vSech k barev v kazdé splinterované sekvenci podle
vzorce z véty 6.33, tak dostaneme hodnotu 1, coz je mezni hodnota pro existenci
S-pakovaciho k-obarveni grafu P,,. To znamend, ze zvétSenim hodnoty libovolné
barvy dostaneme sekvenci, pro kterou jiz nejsme schopni najit obarveni, a proto je
kazda splinterovana sekvence i MPCS.

Véta 6.46 [16]. Necht P, je nekonecéna cesta a S = (aq,...,ax) je splinterovana
sekvence predstavujici pripustné S-pakovaci k-obarveni P,,. Potom S je MPCS grafu
P..

V tomto pripadé opac¢na implikace nemusi nutné platit. Najdou se MPCS, které
nelze ziskat procesem Stépeni, a které tedy nejsou zaroven splinterované. Pokud
vezmeme vSechny MPCS maximalni délky 5, tak zjistime, Ze ¢ty¥i z nich nejsou
splinterované.

Véta 6.47 [16]. Necht P, je nekonecné cesta a k < 5. Potom vSechny MPCS
délky k jsou splinterované sekvence s vyjimkou (2,4, 4,4,6), (2,3,4,4,9), (2, 3,3,8,8)
a(2,3,3,4,12).
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7 Vlastni vysledky

Ve svém vyzkumu jsem se zamé¥il na S-pakovaci barveni distan¢nich grafa G(1,1),
t > 2 pomoci barev danych sekvenci S = (1,...,1,2,...). Mym cilem bylo zjistit,
jakymi S tohoto tvaru lze dany distan¢ni graf obarvit, dale jakou bude mit S v tomto
pripadé kardinalitu a pripadné jak bude vypadat vzor pouzitého obarveni. Nejprve
bylo nutné urcit, které sekvence ptipadaji v avahu.

Z véty 6.3 vime, ze pro grafy G(1,t) existuje S-pakovaci obarveni pro S =
(2,2,...) vyuzivajici 5 barev, pokud t = £2 (mod 5), a 6 barev ve vSech ostatnich
piipadech. Kazdé takové obarveni je dle pozorovani 6.271 (1,...,1,2,...)-pakovacim
obarvenim, a proto se stac¢i zamérit na sekvence S s maximalni velikosti 6. Déle
je dle lemmatu 4.6 jisté, 7ze pro kazdy distancni graf G(1,t) existuje S-pakovaci
obarveni pro S = (1,1,1). Zaméfime se tedy na sekvence S = (1,1,2,2,...) a
S =(1,2,2,...). V pripadé, ze bude t liché ¢islo, tak existuje dle bodu (a) v Tvr-
zeni 4.7 S-pakovaci obarveni G(1,t) pro S = (1, 1). Cilem tedy bude najit S-pakovaci
obarveni grafi G(1,t) s minimalni po¢tem barev, kde S = (1,1,2,2,...) pro suda ¢
asS=(1,2,2,...) pro viechna t.

V piipadé S = (1,1,2,2,...) lze jednoduse uré¢it, ze k obarveni G = G(1,1),
kde ¢ je sudé, je potieba alesponi ¢ty barev, a proto xs(G) > 4. Navic jsem nalezl
predpis vzoru obarveni, jehoz délka je zavisla na hodnoté ¢t a pomoci kterého lze
vytvofit vzor pouzitelného obarveni pro vSechny zminéné grafy G. Diky tomu lze
dokazat, ze xs(G) = 4.

Véta 7.1. Nechi't > 2 je sudé pFirozené ¢islo a G(1,t) je distancni graf. Ddle necht
S=1(1,1,2,2,...). Potom xs(G(1,t)) = 4 a existuje periodické S-pakovaci obarveni
G(1,t) dané vzorem

(1,2)2,3,(1,2)7,4]

délky 2t + 2. Pro sudd t # 2 tato sekvence definuje i pFipustné (1,1,3,3)-pakovact
obarveni daného G(1,t).

Diikaz. Necht G = G(1,t) je distancéni graf a ¢ je jeho S-pakovaci obarveni, kde
S =1(1,1,2,...). Nejprve dokazme, 7e xs(G) > 3. Zvolme libovolny vrchol x € Z
a zaméime se na kruznici x,z — 1,2 — 2,...,x —t + 1,z — t, x. Pii prochazeni této
kruznice budeme stiidavé pouzivat barvy 1 a 2 pocinaje c¢(x) = 1. Protoze t je
sudé, tak se jednd o kruznici liché délky, a proto na této kruznici musi existovat
vrchol y, pro ktery je ¢(y) = 3. Nutné musi platit, Zze c(y — 1) # ¢(y + 1). Bez Gjmy
na obecnosti pfedpokladejme, Ze ¢(y +1) =1 a ¢(y — 1) = 2 a zaméfme se na cestu
y—1l,y+t—1y+t,y+t+1,y+1. Nutné plati, ze c(y+t—1) =l acly+t+1) = 2.
Vrchol y + t nelze obarvit zadnou ze 3 dosud pouzitych barev, a proto xs(G) > 4.

Nyni dokdzeme, 7e pro kazdy distan¢ni graf G(1,t), kde ¢ je sudé, existuje peri-
odické S-pakovaci obarveni ¢ vyuzivajici 4 barvy, které je dané vzorem

N+

(1,2)2,3, (1,2)7, 4].
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Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢(0) = 1 a ¢(—1) = 4. Déle necht C; je
mnozina vSech vrchola x € V(G) takovych, ze ¢(z) = i. Ve vy¢tu prvki jednotlivych
mnozin pouzijeme svislé ¢ary k oddéleni vrcholi z riznych kopii vzoru, nebude-li
jasné, ze dané vrcholy jsou z riiznych kopii. Mnoziny C; budou vypadat nasledovné:

Cr={..,0,2.  t—2t+1t+3,...,2t—32t—1]
U +2,2t+4,... 3,3t +3,3t+5,..., 4t — 1,4t + 1|4t +4,...}
Co={..., 1,3, . t—1,t+2t+4,...,2t—2,2t]
2+3,20+5,...,3t+1,3t+4,3t+6,... 4,4t +2 |4t +5,...}
Cy={... t,3t+2,5t+4...}
Cy={..,2t+1,4t+3,6t+5...}

Zaméiime se nyni na mnozinu C;. Pro mnozinu Cs bude diikaz analogicky, nebot
plati, ze c¢(x) =1 < ¢(xr + 1) = 2. Vidime, 7e Cy = {x € Z : © = 2i (mod 2t + 2) V
r =2+t+1 (mod2t+2),i=01,...,5—1} a pro kazdou dvojici vrcholi
a,b e Cy jerozdil [a —b| € £ (mod 2t +2), kde £ = {0,2,4,...,t—2} U{3,5,7,...,
t—1,t+1,...,2t — 1}. Oc¢ividné |a — b| & {1,t}, a proto zadna dvojice vrcholi a,b
neni sousedni.

Pfesuiime se k mnoziné C3. Pro mnozinu C4 bude dukaz analogicky, nebot plati,
zeclx) =3 e clr+t+1) =4 Oc¢vidne C3 = {xr € Z :z =1t (mod 2t + 2)} a
pro kazdou dvojici vrchola a, b € Cs je rozdil |a —b| = 0 (mod 2t +2), tedy nasobku
2t + 2. Pokud by dg(a,b) < 2, tak |a — b € {1,2,t — 1,¢,t + 1,2t}. Protoze tato
situace nikdy nenastane, tak dochézi ke sporu a Va,b € Cs : dg(a,b) > 3. Navic
pokud by dg(a,b) = 3, tak potom |a—b| € {3,t—2,t+2,2t—1,2t+1,3t}. I v tomto
piipadé dojde ke sporu, s vyjimkou piipadu t = 2, kdy 2t 4+ 2 = 3t = 6. Proto plati
t#2=Va,be Cs: dg(a,b) > 4.

Obarveni ¢ predstavuje platné (1,1,2,2)-pakovaci obarveni pro vSechny grafy
G(1,t), kde t je sudé. S vyjimkou piipadu ¢t = 2 se jedna dokonce o (1,1,3,3)-
pakovaci obarveni. Pokud tedy S = (1,1,2,2,...), tak pro kazdy graf G(1,t), kde
t je sudé, existuje S-pakovaci obarveni vyuzivajici 4 barvy, a proto xs(G(1,t)) < 4.
Plati tedy xs(G(1,t)) = 4. O

Je tedy jisté, Ze pro vSechny grafy G(1,t), kde t je sudé, existuje (1,1,2,2)-
pakovaci obarveni. Pro velké hodnoty ¢ je vSak vzor tohoto obarveni piili§ dlouhy.
Dalsim cilem tedy bylo najit kratké vzory, které by predstavovaly pouzitelna obar-
veni pro vét§i mnozstvi grafa G(1,t). Pii pouziti néasledujicich vzora délky < 10,
z nichz byly nékteré odvozeny ze vzoru ve vété 7.1, lze obarvit v8echny grafy G(1,1),
kde ¢ je sudé a t # 0 (mod 30).
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Véta 7.2. Méjme distancni graf G(1,t), kdet > 2 a S = (1,1,2,2). Potom existuje
periodické S-pakovaci obarveni G(1,t), které je pro:

(1) t = +£2 (mod 6) ddno vzorem [1,2,3,1,2,4] délky 6,

(2) t = +4 (mod 10) ddno vzorem [1,2,1,2,3,1,2,1,2,4] délky 10,

(8) t = £2 (mod 10) ddno vzorem [1,2,3,1,4,2,1,3,2,4] délky 10,

Vzor (2) navic predstavuje i (1,1,3,3)-pakovaci obarveni prislusngch distancnich
grafi G(1,t).

Dikaz. Necht G = G(1,t) je distan¢ni graf a ¢ je jeho obarveni dané nékterym
z uvedenych vzori, piicemz ¢(0) = 1 a ¢(—1) = 4. Dale necht C; je mnoZina vSech
vrcholu z € V(G) takovych, ze c(x) = 1.

(1)

Necht t = 6n+2 nebot = 6n+4,n > 0. Prot = 2 odpovida obarveni ¢ se vzo-
rem [1,2,3,1,2,4] obarveni, jehoz pouzitelnost jiz byla dokdzéna ve véts 7.1.
Predpokladejme tedy, ze t > 4. Mnoziny C; budou vypadat nasledovné:

¢y =1{...,0,3,6,9,12,15,...}
Co=1{...,1,4,7,10,13,16,...}
Cs=1{..,2,8,14,20,...}
Cy=1{...,511,17,23,...}

Zaméfime se nyni na mnozinu C;. Pro mnozinu C5 bude dikaz analogicky,
nebot plati, ze ¢(z) = 1 < c(z+ 1) = 2. Oc¢ividne €}, ={z € Z : 2 =0
(mod 3)} a pro kazdou dvojici vrchola a,b € C) je rozdil |a — bl =0 (mod 3),
tedy nasobku 3. Jelikoz t je vzdy sudé, tak plati |a —b| & {1,t}, a proto zadna
dvojice vrcholi a, b neni sousedni.

Presuime se k mnoziné C5. Pro mnozinu C4 bude dukaz analogicky, nebot
plati, Ze c(z) =3 < c(x +3) = 4. O¢ividné C3 = {r € Z : x = 2 (mod 6)}
a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cj je rozdil |a — b] = 0 (mod 6), tedy
nasobku 6. Pokud by dg(a,b) < 2, tak |a—0b| € {1,2,t—1,t,t+1,2t}. Protoze
v8ak t = 6n+2 nebo t = 6n+4, tak dochéazi ke sporu a Va,b € Cs : dg(a,b) > 3.
Obarveni ¢ tedy predstavuje (1, 1,2, 2)-pakovaci obarveni G(1,t).

Necht t = 10n + 4 nebo t = 10n + 6, n > 0. Pro t = 4 odpovid& obarveni
¢ se vzorem [1,2,1,2,3,1,2,1,2, 4] obarveni, jehoz pouZitelnost jiz byla doka-
zana ve vété 7.1. Predpokladejme tedy, ze ¢ > 6. Mnoziny C; budou vypadat
nasledovné:
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{...,0,2,5,7,10,12,15,17,...}

{...,1,3,6,8,11,13,16,18,...}
Cy={...,4,14,24,34,.. .}

{...,9,19,29,39,...}

Zaméfime se nyni na mnozinu C. Pro mnozinu C5 bude diikaz analogicky,
nebot plati, ze c¢(z) =1 < c(r + 1) = 2. Ocividne C; = {x € Z : © = 0,2
(mod 5)} a pro kazdou dvojici vrcholu a,b € C je rozdil |[a —b| € ¢ (mod 10),
kde ¢ = {0,2,3,5,7,8}. Protoze v8ak t = 10n + 4 nebo t = 10n + 6, tak
la —b| & {1,t}, a proto zadna dvojice vrcholii a, b neni sousedni.

Pfesunme se k mnoziné C3. Pro mnozinu Cy bude ditkaz analogicky, nebot
plati, ze c¢(x) =3 < c(x +5) = 4. Ocividné C3 ={x € Z : =4 (mod 10)} a
pro kazdou dvojici vrchola a,b € C5 je rozdil |a — b| = 0 (mod 10), tedy na-
sobku 10. Pokud by dg(a,b) < 2, tak [a—b| € {1,2,t — 1,¢,t + 1,2t}. Protoze
v8ak t = 10n+4 nebo t = 10n+6, tak dochazi ke sporu a Va,b € Cs : dg(a,b) >
3. Navic pokud by dg(a,b) = 3, tak potom |a —b| € {3,¢t —2,t+2,2t — 1,2t +
1,3t}. I v tomto pFipadé dojde ke sporu, a proto Va,b € Cs : dg(a,b) > 4.
Obarveni ¢ tedy predstavuje jak (1,1,2,2)-pakovaci obarveni, tak i (1,1, 3, 3)-
pakovaci obarveni G(1,t).

Necht t = 10n + 2 nebo t = 10n + 8, n > 0. Pro obarveni ¢ dané vzorem
[1,2,3,1,4,2,1,3,2,4] budou mnoziny C; vypadat nésledovné:

¢y =1{...,0,3,6,10,13,16,...}
Cy=1{...,1,58,11,15,18,...}
Cy={...,2,7,12,17,22,27...}
Cy={...,4,9,14,19,24,29 ..}

Zaméfime se nyni na mnozinu C. Pro mnozinu Cy bude dikaz analogicky,
nebot plati, ze c(z) =1 < c¢(x +5) = 2. O¢ividnée ¢y = {r € Z : 2 =0, 3,6
(mod 10)} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cy je rozdil ja—b| € £ (mod 10),
kde ¢ = {0,3,4,6,7}. Protoze v§ak t = 10n+ 2 nebo t = 10n + 8, tak |a — b| &
{1,t}, a proto zadna dvojice vrcholu a, b neni sousedni.

Ptresuiime se k mnoziné C5. Pro mnozinu C4 bude dikaz analogicky, nebot
plati, ze c¢(x) =3 & c(x +2) = 4. O¢ividné C3 = {x € Z : x = 2 (mod 5)} a
pro kazdou dvojici vrcholt a, b € Cs je rozdil [a—b| = 0 (mod 5), tedy nasobku
5. Pokud by dg(a,b) < 2, tak |a —b|] € {1,2,t — 1,¢,t + 1,2t}. Protoze v8ak
t =10n+2 nebo t = 10n + 8, tak dochézi ke sporu a Va,b € Cs : dg(a,b) > 3.
Obarveni ¢ tedy predstavuje (1,1, 2, 2)-pakovaci obarveni G(1,1).

[
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Presuiime se k sekvenci S = (1,2,2,...). V tomto piipadé budeme hledat
S-pakovaci obarveni pro G = G(1,t), pficemz nyni bereme v tvahu i liché ¢. Lze
jednoduse ur¢it, ze xs(G) > 5. Navic lze 1 v tomto piipadé najit piedpisy vzoru
platného obarveni, jejichz délka zavisi na t a pomoci kterych lze obarvit kazdy graf
G(1,t). Proto bude platit, ze x(G) = 5.

Véta 7.3. Necht t > 2 je piirozené ¢islo a G(1,t) je distancni graf. Ddle necht
S =(1,2,2,...). Potom xs(G(1,t)) = 5 a existuje periodické S-pakovaci obarveni
G(1,t) dané vzorem

(1) [(1,2,1,3)"(1,4,1,5)"] délky 8n prot =4n+1,n > 1,

(2) [(1,2,1,3)",1,2,3,(1,4,1,5)",1,4,5] délky 8n + 6 prot =4n+2,n >0,

(3) [(1,2,1,3)"72 (1,2,3)% (1,4,1,5)" 2 (1,4,5)%] délky 8n+2 prot =4n,n > 2,
(4) [1,2,1,3,4,1,5,1,2,3,1,4,1,5,2,1,3,1,4,5] délky 20 pro t = 4.

Vzor (1) navic definuje i piipustné (1,3,3,3,3)-pakovaci obarveni dangch grafi
G(1,1).

Diikaz. Necht G = G(1,t) je distancéni graf a ¢ je jeho S-pakovaci obarveni, kde
S =1(1,2,2,...). Nejprve dokazme, ze xs(G) > 4. Necht = € Z je vrchol takovy, ze
c(x) = 1. O¢ividné tento vrchol musi existovat. Dale se zaméfme na vrcholy, které
jsou v okoli vrcholu x, tedy vrcholy x —t,x — 1,241 a z +t. Jelikoz je kazd4 dvojice
téchto ¢tyf vrcholi ve vzdalenosti nejvyse 2, tak kazdy z nich musi dostat odlisnou
barvu. Proto plati, 7e xs(G) = 5.

Nyni dokdzeme, zZe pro kazdy distan¢ni graf G(1,t) existuje periodické S-pakovaci
obarveni vyuzivajici 5 barev. V nésledujicich pripadech predpokladejme, Ze c je
obarveni G(1,t) se vzorem, jehoZ jedna kopie zacina ve vrcholu 0. Déle necht C; je
mnozina vech vrcholi x € V(G) takovych, ze c(z) = i.

Pripad 1: t je liché
Nechft ¢ je liché ¢islo ve tvaru 4n+1, n > 1. DokaZeme, zZe obarveni ¢ dané vzorem

[(1,2,1,3)",(1,4,1,5)"]

je (1,2,2,2,2)-pakovacim obarvenim G(1,¢). Mnoziny C; budou v tomto piipadé
vypadat nésledovné:

Ci=4..,0,2,....,8n—4,8n —2|8n,8n+2,...,16n —4,16n — 2| ...}
Co={...,1,5,....04n—7,4n -3 |8n+1,8n+5,...,12n —7,12n — 3| ...}
C3={...,3,7,....,4n—=54n—1|8n+3,8n+7,...,12n —5,12n— 1] ...}
Cy={...,4n+1,4n+5,...,8n—"7,8n—3|12n+1,12n+5,...,16n—7,16n—3| ...}
Cs={....,4an+3,4n+7,...,8n—5,8n—1|12n+3,12n+7,...,16n—5,16n—1| ...}
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Zaméime se na mnozinu C4. O¢ividné se v C1 nachéazeji pouze sudé vrcholy a
pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cy je rozdil |a — b = 0 (mod 2), tedy sudé ¢islo.
Jelikoz je ¢ vzdy liché ¢islo, tak |a — b] ¢ {1,t}, a proto zadna dvojice vrchola
a,b € C neni sousedni.

Pfesunime se k mnoziné C5. Pro mnoziny C3, Cy a C5 bude dikaz analogicky,
nebot Ve € Z : c¢(z) =2 e c(zv+2) =3 S c(lx+4n) =4 < c(vr +4n+2) = 5.
Vidime, 7e Cy = {x € Z : = 4i+ 1 (mod 8n),i = 0,...,n — 1} a pro kaz-
dou dvojici a,b € Cy bude rozdil |[a — b| € ¢ (mod 8n), kde ¢ = {0,4,8,...,4n —
8,4n — 4,4n + 4,4n + 8, ...,8n — 4}, tedy né&jaky nasobek 4 s vyjimkou &isel 4n
(mod 8n). Pokud by dg(a,b) < 2, potom |a —b| € {1,2,t —1,t,t + 1,2t}. Protoze
v8ak t = 4n — 1 nebo ¢t = 4n + 1, tak dochéazi ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) > 3.
Navic pokud by dg(a,b) = 3, potom |a — b| € {3,t —2,t + 2,2t — 1,2t + 1, 3t}.
[ v tomto piipadé dochazi ke sporu, a proto Va,b € Cy : dg(a,b) > 4. Obarveni
¢ tedy predstavuje nejen (1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni, ale i (1,3, 3, 3, 3)-pakovaci
obarveni grafa G(1,t) pro licha ¢.

Pripad 2: t =4n+2,n >0
Necht ¢ je ¢islo ve tvaru 4n + 2, n > 0. Dokézeme, 7e obarveni ¢ dané vzorem

[(1,2,1,3)",1,2,3,(1,4,1,5)", 1,4, 5]

je (1,2,2,2,2)-pakovacim obarvenim G(1,t). Mnoziny C; budou v tomto piipadé
vypadat nésledovné:

Cir=4..,0,2,...,4n —2,4n,4n+ 3,4n+5,...,8n+ 1,8n+ 3 |8n +6,...}
Co={...,1,5,...04n =3, 4n+1|8n+7,8n+11,...,12n+3,12n+ 7| ...}
C3={...,3,7,....4n—1,4n+2|8n+9,8n+13,...,12n +5,12n + 8| ...}
Cy={...,4n+4,4n+8,...,8n,8n+4|12n+10,12n+14,...,16n+6,16n+10| ...}
Cs={...,4n+6,4n+10,...,8n+2,8n+5|12n+12,12n+ 16,...,16n+ 8, 16n +
...}

Zaméime se na mnozinu Cj. O¢vidné C; = {z € Z : © = 2i (mod 4n + 3),
i = 0,1,...,2n} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cj je rozdil |a — b| €
¢ (mod 8n + 6), kde ¢ = {0,2,...,4n} U{3,5,...,4n+ 1,4n + 3,...,8n + 3}.
Protoze vsak t = 4n + 2, tak |a — b| &€ {1,t}, a proto zadna dvojice vrcholu a, b neni
sousedni.

Pfesufime se k mnoziné Cy. Pro mnozinu Cy4 bude dikaz analogicky, nebot plati,
ze c(x) =2 < c(x+4n+3) = 4. O¢ividné Cy = {x € Z : x = 4i+1 (mod 8n+6),i =
0,1,...,n} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cy je rozdil |a —b| € £ (mod 8n+6),
kde ¢ = {0,4,...,4n} U {4n 4+ 6,4n + 10,...,8n + 2}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak
potom |a—b| € {1,2,t—1,t,t+1,2t}. Protoze viak t = 4n+ 2, tak dochézi ke sporu
aVa,be Cy: dg(a,b) = 3.

Piesunime se k mnoziné C3. Pro mnozinu C5 bude dikaz analogicky, nebot
plati, ze ¢(z) = 3 & c(r +4n+3) = 5. O¢ividne C5 = {x € Z : © = 4i+ 3
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(mod 8n+6),i =0,1,...,n—1Vaz =4n+2 (mod 8n + 6)} a pro kazdou dvojici
vrcholi a,b € C5 je rozdil |a — b| € ¢ (mod 8n + 6), kde £ = {0,4,...,4n — 4} U
{3,7,....;4n — 1} U {4n+ 10,4n + 14,... . 8n+ 2} U {dn+ 7,4n + 11,...,8n + 3}.
Pokud by dg(a,b) < 2, tak potom |a — b| € {1,2,¢t — 1,¢,t + 1,2t}. Protoze vSak
t = 4n + 2, tak dochézi ke sporu a Va,b € C3 : dg(a,b) > 3. Obarveni ¢ proto
predstavuje (1,2, 2,2, 2)-pakovaci obarveni G(1,1).

Pripad 3: t =4n,n > 2
Necht ¢ je ¢islo ve tvaru 4n, n > 2. Dokazeme, Ze obarveni ¢ dané vzorem

[(1,2,1,3)"2,(1,2,3)%, (1,4,1,5)" 2 (1,4, 5)*]

je (1,2,2,2,2)-pakovacim obarvenim G(1,¢). Mnoziny C; budou v tomto piipadé
vypadat nésledovné:

Ci=4...,0,2,...,4n —10,4n — 8,4n — 5,4n — 2,4n+ 1,4n + 3, ...,
8 —9,8n —7,8n—4,8n—1| ...}
Co={...,1,5,....04n—11,4n — 7, 4n — 4,4n — 1|
8n+3,8n+7,...,12n —9,12n —5,12n — 2,120+ 1| ...}
Cs={...,3,7,...,4n —9,4n — 6,4n — 3,4n |
Sn+5.8n+9,...,12n—7,12n —4,12n — 1,120+ 2| ...}
Cy={...,4n+2,4n+6,...,8n —10,8n — 6,8n — 3,8n |
12n+4,12n+8,...,16n — 8,16n — 4,16n — 1,16n + 2| ...}
Cs={...,an+4,4n+8,...,8n —8,8n —5,8n —2,8n + 1 |
12n +6,12n + 10,...,16n — 6,16n — 3,16n,16n 4+ 3| ...}

Zaméime se na mnozinu Cy. O¢ividng €} = {z € Z : © = 2i (mod 4n+1),i =
0,1,....2n—4}U{z € Z:x=4n—5,4n — 2 (mod 4n + 1)} a pro kazdou dvojici
vrcholi a,b € C je rozdil |a — b| € ¢ (mod 8n + 2), kde ¢ = {0,2,...,4n — 8,
dn—2,8n—4} U{3,5,...,4n—5,4n+ 1,4n+7,4n+9,...,8n — 1}. Protoze vSak
t = 4n, tak |a — b| & {1,t}, a proto zadna dvojice vrcholil a, b neni sousedni.

Pfesufime se k mnoziné Cy. Pro mnozinu Cy4 bude dikaz analogicky, nebot plati,
zeclx)=2<clr+4n+1)=4. O¢ividné Cy, = {r € Z: x =4i+ 1 (mod 8n + 2),
i=0,1,....n=2}U{x €Z:x=4n—4,4n—1 (mod 8n+2)} a pro kazdou dvojici
vrcholi a,b € Cy je rozdil |a — b € ¢ (mod 8n + 2), kde ¢ = {0,4,...,4n — 8} U
{3,6,7,10,11,...,4n — 10,4n — 9,4n — 6,4n — 5,4n — 2} U {4n + 10,4n + 14, .. .,
8n—2}U{dn+4,4n+7,4n+8,4n+11,...,8n —8,8n —5,8n —4,8n — 1}. Pokud
by dg(a,b) < 2, tak potom |a — b| € {1,2,t — 1,¢,t + 1,2t}. Protoze v8ak ¢t = 4n,
tak dochazi ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) > 3.

Piesuiime se k mnoziné C3. Pro mnozinu C5 bude dukaz analogicky, nebot
plati, ze c(z) = 3 & c(r +4n+1) = 5. O¢ividne C3 = {x € Z : = = 4i+ 3
(mod 8n+2),i=0,1,....,n—=3}U{z € Z: 2 =4n—6,4n — 3,4n (mod 8n + 2)}
a pro kazdou dvojici vrcholu a,b € Cj je rozdil |a — b| € ¢ (mod 8n + 2), kde
0 =10,4,...,4n — 12} U {3,6,7,9,10,11,13,....4n — 7,4n — 6,4n — 5,4n — 2} U
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{dn 4+ 14,4n + 18,...,8n — 2} U {dn + 5,4n + 8,4n + 9,4n + 11,4n + 12,4n + 13,
dn 4+ 15,...,8n — 7,8n — 5,8n — 4,8n — 1}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak potom
la — bl € {1,2,t — 1,t,t + 1,2t}. Protoze vSak t = 4n, tak dochéazi ke sporu a
Va,b € C3: dg(a,b) > 3. Obarveni ¢ proto predstavuje (1,2, 2,2, 2)-pakovaci obar-
veni G(1,1).

Pripad 4: t =4
Tento piipad je uveden samostatné, nebot hodnota ¢ = 4 nevyhovuje predpisu
vzoru z pripadu 3. Dokazeme, Ze obarveni ¢ dané vzorem

[17 27 ]‘737 47 ]‘7 57 1727 37 ]"47 17 57 2’ ]‘737 174’ 5]7

je (1,2,2,2,2)-pakovacim obarvenim G(1,¢). Mnoziny C; budou v tomto piipadé
vypadat nésledovné:

¢y ={...,0,2,5,7,10,12,15,17 | 20,22, 25,27, 30,32,35,37 | ...}
Co={...,1,814]21,2834| ...}
Cy=1{...,3,9,16]23,29,36| ...}
Cy={...,4,11,18]24,31,38] ...}
Cs={...,6,13,19]26,33,39| ...}

Zaméime se na mnozinu C. Vidime, ze Cy = {x € Z: x = 0,2 (mod 5)} a pro
kazdou dvojici vrcholu a,b € Cy je rozdil |a — b] € ¢ (mod 5), kde ¢ = {0,2,3}.
Ocividné |a — b| € {1,t}, a proto zadné dvojice vrcholu a, b neni sousedni.

Pfesufime se k mnoziné C5. Pro mnoziny C3, Cy a C5 bude diikaz analogicky,
nebot Vo € Z: c¢(z) =2 < ¢(r —5) =3 & ¢(r — 10) =4 < ¢(x + 5) = 5. O¢ividné
Co={zr€Z:x=1,814 (mod 20)} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cs je rozdil
la —b| € ¢ (mod 20), kde ¢ = {0,6,7,13,14}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak potom
la — bl € {1,2,t — 1,t,t+ 1,2t} = {1,2,3,4,5,8}. Protoze v8ak t = 4, tak dochazi
ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) > 3.

Pro S =(1,2,2,...) jsme tedy u vSech grafi G(1,¢) nalezli S-pakovaci obarveni
vyuzivajici 5 barev, a proto xs(G(1,t)) < 5. Plati tedy xs(G(1,t)) = 5. O

Pro v8echny grafy G(1,1) lze tedy najit (1, 2,2, 2, 2)-pakovaci obarveni. I zde v8ak
vzory pii zvétSovani hodnoty ¢ dosahuji velkych délek, a proto bude dalsim cilem
najit obarveni s krat$imi vzory, které lze pouzit na vét$i mnozstvi grafu. 7Z véty 6.3
vime, 7Ze bude existovat 2-distan¢ni, a tedy i (2,2, 2,2, 2)-pakovaci obarveni G(1,t)
pro t = £2 (mod 5). V |2] je v dikaze této vty uvedeno, Ze se jedna o obarveni
se vzorem [1,2,3,4,5]. S vyuzitim tohoto a néasledujicich vzora lze obarvit vétsinu
grafu G(1,t).
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Véta 7.4. Nechl t > 2 je prirozené ¢islo a G(1,t) je distancni graf. Ddle necht
S = (1,2,2,2,2). Potom existuje periodické S-pakovaci obarveni G(1,t), které je

pro:

(1) t = +£2 (mod 6) ddno vzorem [1,2,3,1,4,5],

(2) t =43 (mod 8) ddno vzorem [1,2,1,3,1,4,1,5].

(4) t = £5 (mod 11) ddno vzorem [1,2,1,3,1,4,3,5,4,2, 5]

(
(
(3) t =42 (mod 11) ddno vzorem [1,2,3,1,4,5,1,2,3,4,5]
(
(

)
)

(5) t = +£5 (mod 12) ddno vzorem [1,2,3,1,2,3,1,4,5,1,4, 5]
)

(6) t =47 (mod 16) ddno vzorem [1,2,1,3,1,2,1,3,1,4,1,5,1,4,1,5]

Vzory (2) a (6) navic predstavuji i (1,3,3,3,3)-pakovaci obarveni danigch grafi
G(1,1).

Diikaz. Necht G = G(1,t) je distan¢ni graf a ¢ je obarveni G(1,t) se vzorem, jehoz
jedna kopie za¢ina ve vrcholu 0. Dale necht C; je mnozina v8ech vrchola x € V(G)
takovych, ze c(x) = i.

(1) Necht t = 6n+2nebot =6n+4, n > 0. Prot = 2 odpovida obarveni ¢ se vzo-

rem [1,2,3,1,4,5] obarveni, jehoz pouzitelnost jiz byla dokdzana ve vété 7.3
v bodé (2). Predpokladejme tedy, ze ¢t > 4. Mnoziny C; budou vypadat nasle-
dovné:

¢, =1{..,0,3,6,9,12,15,18,21,...}
Co=1{..,1,7,13,19,...}
Cy=1{...,2,8,14,20,...}
Cy=1{..,4,10,16,22,...}
Cs=1{..,511,17,23,...}

Zaméime se na mnozinu C;. O¢ividné €y = {x € Z : x = 0 (mod 3)} a pro
kazdou dvojici vrcholi a,b € C je rozdil |a — b = 0 (mod 3), tedy nasobku
3. Jelikoz t = 6n + 2 nebo t = 6n + 4, tak plati |a — b| € {1,t}, a proto zadna
dvojice vrcholt a, b neni sousedni.

Presuime se k mnoziné Cs. Pro mnoziny C5, C;y a C5 bude dikaz analogicky,
nebot Ve € Z: c(z) =2 c(v+1) =3 (v +3) =4 < ¢(r +4) = 5. Od-
vidne Cy = {x € Z : x =1 (mod 6)} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cy je
rozdil |a — b =0 (mod 6), tedy nasobku 6. Pokud by dg(a,b) < 2, tak potom
la—bl € {1,2,t—1,t,t+ 1,2t}. Protoze v8ak t = 6n + 2 nebo t = 6n + 4, tak
dochazi ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) > 3. Obarveni ¢ proto piedstavuje
(1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni G(1,1).
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(2)

Necht t =8n+3nebot=8n+5,n>0. Prot =3 at =>5 odpovida obarveni
¢ se vzorem [1,2,1,3,1,4,1,5] obarveni, jehoz pouzitelnost jiz byla dokdzéna
ve vété 7.3 v bodé (1). Pfedpokladejme tedy, ze ¢ > 11. Mnoziny C; budou
vypadat nésledovné:

Cy={...,0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26,28, 30, . .. }
Co=1{..,1,9,17,25,...}

{...,3,11,19,27,...}
Cy={...,51321,29,...}

{...,7,15,23,31,...}

Zaméime se na mnozinu C7. Oc¢ividné se v C nachdazeji pouze sudé vrcholy a
pro kazdou dvojici vrcholi a,b € C je rozdil |a — b| = 0 (mod 2), tedy sudé
Cislo. Jelikoz je t vzdy liché ¢islo, tak |a — b| € {1,t}, a proto zadna dvojice
vrcholu a, b € C} neni sousedni.

Presuiime se k mnoziné C5. Pro mnoziny Cs, C; a C5 bude dukaz analogicky,
nebot Ve € Z: c(z) =2 c(r+2) =3 c(r+4) =4 & c(z +6) = 5. Oci-
vidné Cy = {x € Z : z =1 (mod 8)} a pro kazdou dvojici vrchola a,b € Cy je
rozdil |a — b = 0 (mod 8), tedy nasobku 8. Pokud by dg(a,b) < 2, tak potom
la—0b| € {1,2,t—1,t,t+ 1,2t}. Protoze v8ak t = 8n + 3 nebo t = 8n + 5, tak
dochézi ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) > 3. Navic pokud by dg(a,b) = 3,
tak potom |a — b| € {3,t —2,t + 2,2t — 1,2t + 1,3t}. I v tomto piipadé do-
jde ke sporu, a proto Va,b € Cs : dg(a,b) > 4. Obarveni c¢ tedy pfedstavuje
jak (1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni, tak i (1, 3, 3, 3, 3)-pakovaci obarveni G(1, t).

Necht t = 11n + 2 nebo t = 11n + 9, n > 0. Pro obarveni ¢ dané vzorem
[1,2,3,1,4,5,1,2,3,4,5] budou mnoziny C; vypadat nasledovné:

¢y ={...,0,3,6,11,14,17,...}
Co={...,1,7,12,18,...}
Cy={...,2,813,19,...}
Cy=1{..,4,9,1520,...}
Cs=1{..,5,10,16,21,...}

Zaméime se na mnozinu Cy. Ocividné €} = {z € Z : x = 0,3,6 (mod 11)}
a pro kazdou dvojici vrchola a,b € C) je rozdil |a — b € ¢ (mod 11), kde
¢ =1{0,3,5,6,8}. Jelikoz t = 11n+2 nebo t = 11n+9, tak plati |a—0b| & {1,t},
a proto zadna dvojice vrcholi a, b neni sousedni.

Presunme se k mnoziné Cs. Pro mnoziny C5, Cy a C5 bude dikaz analogicky,
nebot Ve € Z: c(z) =2 c(v+1) =3 < (v +8) =4 < ¢(r +9) = 5. Odi-
vidné Cy = {z € Z : x = 1,7 (mod 11)} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cy
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je rozdil |[a—b| € ¢ (mod 11), kde ¢ = {0,5,6}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak po-
tom |[a—0b| € {1,2,t—1,¢,t+1,2t}. Protoze v8ak t = 11n+2 nebo t = 11n+9,
tak dochazi ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) > 3. Obarveni ¢ proto piedstavuje
(1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni G(1,1).

Necht t = 11n + 5 nebo t = 11n 4+ 6, n > 0. Pro obarveni ¢ dané vzorem
[1,2,1,3,1,4,3,5,4,2,5] budou mnoziny C; vypadat nasledovné:

¢y ={...,0,2,4,11,13,15,...}
Co=1{..,1,9,12,20,...}
Cs=1{..,3,614,17,...}
Cy={...,58,16,19,...}
Cs={...,7,10,18,21,...}

Zaméime se na mnozinu Cy. Ocividné Cy = {z € Z : x = 0,2,4 (mod 11)}
a pro kazdou dvojici vrchola a,b € C) je rozdil |a — b] € ¢ (mod 11), kde
¢ =1{0,2,4,7,9}. Jelikoz t = 11n+5 nebo t = 11n+6, tak plati |a—0b| & {1,t},
a proto zadna dvojice vrcholi a, b neni sousedni.

Presunime se k mnoziné Cs. Pro mnoziny C5, C; a C5 bude dikaz analogicky,
nebot Ve € Z: c(z) =2 c(v+5) =3 c(vr+7) =4 < ¢(r +9) = 5. Odi-
vidné Cy ={z € Z : . =1,9 (mod 11)} a pro kazdou dvojici vrcholii a,b € Cy
jerozdil |a—b| € £ (mod 11), kde ¢ = {0, 3,8}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak po-
tom |[a—0b| € {1,2,t—1,¢,t+1,2t}. ProtoZe v8ak t = 11n+5 nebo t = 11n+6,
tak dochéazi ke sporu a Va,b € Cy : dg(a,b) = 3. Obarveni ¢ proto pfedstavuje
(1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni G(1,1).

Necht t = 12n + 5 nebo t = 12n + 7, n > 0. Pro obarveni ¢ dané vzorem
1,2,3,1,2,3,1,4,5,1,4,5] budou mnoZiny C; vypadat nasledovné:

¢, =1{..,0,3,6,9,12,15,18,21,... }
Co=1{...,1,4,13,16,...}
Cs={...,2,5,14,17,...}
Cy={..,7,10,19,22,...}
Cs={...,811,20,23,...}

Zaméime se na mnozinu C;. O¢ividneé C; = {z € Z : 2 = 0 (mod 3)} a
pro kazdou dvojici vrcholi a,b € C) je rozdil |a — b] = 0 (mod 3)}, tedy
nasobku 3. Jelikoz ¢t = 12n + 5 nebo t = 12n + 7, tak plati |a — b| & {1,t},
a proto zadné dvojice vrcholi a, b neni sousedni.

Presuiime se k mnoziné Cs. Pro mnoziny C3, C; a C5 bude dikaz analogicky,
nebot Ve € Z: c(z) =2 c(v+1) =3 c(r+6) =4 < c¢(x +7) = 5. Od-
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vidné Cy ={z € Z : x = 1,4 (mod 12)} a pro kazdou dvojici vrcholi a,b € Cy
jerozdil |a—b| € £ (mod 12), kde ¢ = {0, 3,9}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak po-
tom |a—b| € {1,2,t—1,¢,t+1,2t}. Protoze vSak ¢t = 12n+5 nebo t = 12n+7,
tak dochéazi ke sporu a Va be Cy: dg(a,b) > 3. Obarveni ¢ proto predstavuje
(1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni G(1,1).

Necht ¢t = 16n + 7 nebo t = 16n +9, n > 0. Prot = 7 a t = 9 odpo-
vida obarveni ¢ se vzorem [1,2,1,3,1,2,1,3,1,4,1,5,1,4,1,5] obarveni, jehoz
pouzitelnost jiz byla dokézana ve vété 7.3 v bodé (1). Pfedpokladejme tedy,
7e t > 23. Mnoziny C; budou vypadat nasledovné:

={...,0,2,4,6,8,10,12,14,16,...}
Co=1{..,1,517,21,...}
{...,3,7,19,23,...}
Cy={..,9,13,2529, ...}
Cs={...,11,15,27,31,...}

Zaméfme se na mnozinu C;. O¢ividné se v (' nachézeji pouze sudé vrcholy a
pro kazdou dvojici vrcholi a,b € C je rozdil |a — b = 0 (mod 2), tedy sudé
¢islo. Jelikoz je t = 16n + 7 nebo t = 16n + 9, tak |a — b| ¢ {1,t}, a proto
zadna dvojice vrcholu a,b € C neni sousedni.

Presuime se k mnoziné Cs. Pro mnoziny C3, C; a C5 bude dikaz analogicky,
nebot Ve € Z: c¢(z) =2 < c¢(xr+2) =3 < c(x+8) =4 < ¢(r+10) = 5.
O¢ividné Cy = {x € Z: x = 1,5 (mod 16)} a pro kazdou dvojici vrcholi a, b €
Cy jerozdil |a—b| € £ (mod 16), kde ¢ = {0,4, 12}. Pokud by dg(a,b) < 2, tak
potom |a—b| € {1,2,t—1,t,t+1,2t}. Protoze vSak t = 16n+7 nebo t = 16n+9,
tak dochézi ke sporu a Va be Cy: dg(a,b) > 3. Navic pokud by dg(a,b) = 3,
tak potom |a —b| € {3,t —2,t + 2,2t — 1,2t + 1,3t}. I v tomto piipadé dojde
ke sporu, a proto Va,b € Cj : ( ,b) = 4. Obarveni ¢ tedy predstavuje jak
(1,2,2,2,2)-pakovaci obarveni, tak i (1,3, 3, 3, 3)-pakovaci obarveni G(1,1).

O
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8 Zaveér

Cilem této prace bylo zrekapitulovat jiz znamé vysledky z oblasti vrcholového bar-
veni distan¢nich grafa G(D) a s jejich pomoci nasledné zkoumat S-pakovaci barveni
grafa G(1,t) pro S = (1,...,1,2,...). Konkrétné bylo snahou zjistit, pro které
sekvence S existuje S-pakovaci obarveni G(1,t), dale pro tyto sekvence urcit hod-
notu S-pakovaciho chromatického ¢isla xs(G(1,t)) a pfipadné i najit vzory perio-
dickych S-pakovacich obarveni. V kapitole 3 jsme piednesli problém, diky kterému
byl definovan pojem distanc¢niho grafu. Dale jsme v kapitole 4 shrnuli jiz zndmé
vysledky z oblasti pfipustného vrcholového barveni distanc¢nich grafi. V kapitole 5
jsme zkoumali hamiltonovské vlastnosti pro kone¢né distan¢ni grafy a jejich podob-
nosti s tfidou cirkulanti. V kapitole 6 jsme definovali jiz znamé typy vrcholovych
barveni se specialnimi podminkami pro vzdalenosti vrchola a uvedli znamé vysledky
z této problematiky pro obecné i distanc¢ni grafy. Nakonec jsme v kapitole 7 pre-
zentovali vlastni vysledky ohledné S-pakovaciho barveni distan¢nich grafa G(1,t)
pro S=(1,...,1,2,...).

7 predem znamych vysledku bylo jisté, ze pro kazdy distan¢ni graf G(1,t),t > 2

existuje S-pakovaci obarveni sekvenci S = (1,1,1) a pro liché hodnoty ¢ i sek-
venci S = (1,1). Byla tedy snaha ur¢it sekvence minimalni kardinality ve tvaru S =
(1,2,2,...), a pro suda t i S = (1,1,2,2,...), takové, aby existovalo

S-pakovaci obarveni G(1,t). Ze zakladnich vlastnosti distan¢nich grafu lze uréit, ze
xs(G(1,t)) =5, pokud S = (1,2,2,...) a xs(G(1,t)) = 4, pokud S = (1,1,2,2,...)
a t je sudé. Dalsim tikolem bylo najit vzor periodického S-pakovaciho obarveni. Zjis-
tili jsme, Ze v obou piipadech lze najit pfedpisy vzori, jejichz délka zavisi na hodnoté
t, pomoci kterych Ize obarvit vSechny uvazované distan¢ni grafy G(1,t). Protoze v8ak
tyto vzory dosahuji se stoupajici hodnotou ¢ vysokych délek, tak jsme chtéli najit
vzory kratsi délky, které by $lo pouzit k obarveni vétstho mnozstvi distanc¢nich grafi.
Pro S = (1,1, 2,2) jsme nalezli t¥i vzory, pomoci nichz lze obarvit grafy G(1,t), kde
t je sudé a t £ 0 (mod 30). Pro S = (1,2,2,2,2) jsme urdili Sest vzorti, pomoci
nichz lze obarvit vétsinu distancnich grafa G(1,¢).

Mnoho ¢lankt jiz bylo vénovano pakovacimu barveni distan¢nich grafu, ale
S-pakovaci barveni téchto grafi jesté nebylo podrobnéji zkoumano. To mize byt
déno skutecnosti, zZe v této problematice existuje mnoho sméri, kudy vyzkum vést.
Budouci ¢lanky by se mohly zabyvat nalezenim zbylych vzoru pro S-pakovaci bar-
veni s S = (1,2,2,2,2) nebo S = (1,1,2,2) v piipadé G(1,t), kde t = 0 (mod 30).
Dalsi moznosti je zvySeni hodnot v S a pokracovani v hledani S-pakovacich obarveni
grafi G(1,t), naptiklad pro S = (2,...,2,3,...) nebo S = (2,3,4,5,...). Také se
nabizi hledani S-pakovacich barveni pro S pouzitd v tomto ¢lanku, ale pro jiné
distan¢ni grafy. Bylo by moZné se zaméfit na jiné grafy s |D| = 2, napiiklad G(k,t)
pro k > 2, nebo zkoumat distan¢ni grafy s distan¢ni mnozinou vétsi kardinality,
napiiklad G(1, k,t) pro k > 2,k < t.
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