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Abstrakt

V této práci se seznámı́me s vrcholovým barveńım graf̊u. Následně představ́ıme

Reedovu hypotézu ([15]), která dává horńı odhad na chromatické č́ıslo grafu G

jako χ(G) ≤ ⌈ω(G)+∆(G)+1
2

⌉. Následně shrneme doposud známé výsledky z oblasti

Reedovy hypotézy a zaměř́ıme se na výsledky které, uveřejnili Aravind a kol. v [2],

kde mimo jiné ukázali, že tř́ıda {Chair,House,Bull,K1 + C4}-free graf̊u a tř́ıda

{Chair,House,Bull,Dart}-free graf̊u splňuje Reedovu hypotézu. Ve snaze o osla-

beńı požadavku na počet zakázaných podgraf̊u v rámci vlastńıch výsledk̊u uvedeme

tř́ıdu graf̊u, která splňuje Reedovu hypotézu a rozšǐruje výše zmı́něné výsledky.
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stupeň; zakázané podgrafy.



Abstract

In this work, we will introduce the concept of vertex colouring of graphs. Sub-

sequently, we will present Reed’s conjecture ([15]), which provides an upper bound

on the chromatic number of a graph G, expressed as χ(G) ≤ ⌈ω(G)+∆(G)+1
2

⌉.
Following that we will then summarize the known results in the area of Reed’s

conjecture and focus on the results published by Aravind et al. in [2], where they

proved that the class of {Chair,House,Bull,K1+C4}-free graphs and the class of

{Chair,House,Bull,Dart}-free graphs satisfy Reed’s conjecture. In an attempt

to weaken the requirement on the number of forbidden subgraphs within our own

results, we will introduce a class of graphs that satisfies Reed’s conjecture and

extends the aforementioned results.
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5 Závěr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26



Kapitola 1

Úvod

Teorie graf̊u je odvětv́ım matematiky, které se zaměřuje na studium graf̊u, tedy

struktur sestávaj́ıćıch z vrchol̊u a hran. Grafy nacházej́ı široké uplatněńı v mnoha

oblastech, včetně informatiky, logistiky, biologie a sociálńıch věd, kde slouž́ı jako

modely pro analýzu komplexńıch systémů a řešeńı optimalizačńıch problémů.

V Kapitole 2 zavedeme základńı pojmy a značeńı z oblasti teorie graf̊u, které

je dále použité v této práci.

V Kapitole 3 se seznámı́me s vrcholovým a hranovým barveńım graf̊u a následně

uvedeme základńı výsledky z oblasti vrcholového barveńı graf̊u jako je Brooksova

věta ([5]) z roku 1941, která zlepšuje triviálńı horńı odhad na minimálńı počet

barev nutný k obarveńı grafu za pomoci maximálńıho stupně grafu. Dále uvedeme

dvě hypotézy, které tento horńı odhad ještě snižuj́ı. Jednou z těchto hypotéz je Ree-

dova hypotéza ([15]) z roku 1998, která dává horńı odhad chromatického č́ısla grafu

v řeči klikovosti grafu a maximálńıho stupně. Tato hypotéza je stále otevřeným

problémem. Dále v Kapitole 3.1 uvedeme dosavadńı výsledky z oblasti Reedovy

hypotézy a následně se zaměř́ıme na tř́ıdy graf̊u, které jsou dány zakázanými pod-

grafy a splňuj́ı Reedovu hypotézu. Jeden z výsledku v oblasti zakázaných podgraf̊u

uveřejnil Aravind a kol. roku 2011 v [2], kde mimo jiné ukázali dvě tř́ıdy graf̊u,

které jsou dány čtyřmi zakázanými podgrafy a splňuj́ı Reedovu hypotézu.

V Kapitole 4 navážeme na tyto tř́ıdy graf̊u a ve snaze o oslabeńı požadavk̊u na

počet zakázaných podgraf̊u uvedeme vlastńı výsledky v podobě nové tř́ıdy graf̊u,

která splňuje Reedovu hypotézu a zobecňuje výsledky z [2]. Na závěr shrneme

obsah této práce a uvedeme podněty k daľśımu zkoumáńı.
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Kapitola 2

Pojmy a značeńı

Základńı pojmy teorie graf̊u byly přejaty z knihy R. Diestela, Graph Theory [7].

Neorientovaným grafem G = (V (G), E(G)) rozumı́me dvojici množin, kde V (G)

je množinou vrchol̊u a E(G) je množinou hran. Plat́ı, že E(G) ⊆
(
V (G)
2

)
, tedy že

množina hran obsahuje neuspořádané dvouprvkové podmnožiny množiny vrchol̊u.

Pokud {x, y} ∈ E(G), pak ř́ıkáme, že x, y jsou sousedńı vrcholy, nebo, že x, y jsou

spojeny hranou a ṕı̌seme xy ∈ E(G). Vrcholy neorientovaného grafu obvykle za-

kreslujeme jako body a hrany jako čáry spojuj́ıćı dva vrcholy. Řekneme, že neori-

entovaný graf G má řád n, nebo, že G je na n vrcholech, pokud |V (G)| = n.

Orientovaným grafem G = (V (G), E(G)) je obdobně jako v neorientovaném

př́ıpadě dvojice množin, kde V (G) je množinou vrchol̊u a E(G) je množinou hran.

Na rozd́ıl od neorientovaného grafu tvoř́ı hrany grafu G uspořádané dvojice, tedy

E(G) ⊂ V (G)× V (G). V této práci se nicméně budeme zabývat pouze neoriento-

vanými grafy. Pojmem graf tedy vždy mysĺıme neorientovaný graf.

Okoĺım vrcholu x grafu G nazveme množinu N(x) = {y ∈ V (G) : xy ∈ E(G)}.
Okoĺım množiny S ⊆ V (G) je množina N(S) = {y ∈ V (G) \ S : existuje vrchol

x ∈ S tak, že xy ∈ E(G)}. Pro množiny vrchol̊u S a T je [S, T ] množina všech

hran xy takových, že x ∈ S a y ∈ T . Množina hran [S, T ] je úplná, pokud je každý

vrchol z S sousedńı s každým vrcholem z T . Pokud S ⊂ V (G), potom řekneme, že

vrchol y ∈ V (G) \ S je sousedńı s S, př́ıpadně y soused́ı s S, pokud [{y}, S] ̸= ∅.
Grafy G a H jsou vrcholově disjunktńı pokud plat́ı, že V (G) ∩ V (H) = ∅. Pokud
nav́ıc plat́ı, že [V (G), V (H)] = ∅, potom ř́ıkáme, že grafy G a H jsou disjunktńı.
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Mějme dva vrcholově disjunktńı grafy G a H. Sjednoceńı graf̊u G a H, znač́ıme

G ∪ H, je graf s množinou vrchol̊u V (G ∪ H) = V (G) ∪ V (H) a množinou hran

E(G∪H) = E(G)∪E(H). Sjednoceńım vrcholově disjunktńıch graf̊uG1, G2, ..., Gn,

znač́ıme
⋃n

i=1Gi, je graf s množinou vrchol̊u V (
⋃n

i=1Gi) =
⋃n

i=1 V (Gi) a množinou

hran E(
⋃n

i=1Gi) =
⋃n

i=1 E(Gi). Pro kladné celé č́ıslo k, kG znač́ı sjednoceńı k

disjunktńıch graf̊u, každý izomorfńı s G.

Pro vrcholově disjunktńı grafy G a H operaci G+H nazveme join a výsledkem

je graf s množinou vrchol̊u V (G+H) = V (G)∪V (H) a množinou hran E(G+H) =

E(G) ∪ E(H) ∪ {xy : x ∈ V (G), y ∈ V (H)}. V joinu graf̊u G a H je množina

[V (G), V (H)] úplná. Operace join je znázorněna na Obrázku 2.1

G1 G2 G1 +G2

Obrázek 2.1: Př́ıklad joinu graf̊u G1 a G2.

Doplněk grafu G, znač́ıme GC , je graf s množinou vrchol̊u V (GC) = V (G)

a množinou hran E(GC) =
(
V (G)
2

)
\E(G). Doplněk GC grafu G je tedy graf, který

má stejnou množinu vrchol̊u jako G a obsahuje právě ty hrany, které v E(G) chyb́ı.

Vzdálenost vrchol̊u u a v v grafu G je délka nejkratš́ı cesty mezi vrcholy u a v

v G a znač́ıme ji jako dist(u, v). Pro S ⊆ V (G) a x ∈ V (G) \ S je vzdálenost

dist(x, S) = miny∈S dist(x, y).

Stupněm vrcholu v v grafu G rozumı́me počet hran obsahuj́ıćıch vrchol v,

znač́ıme jej dG(v). Minimálńı stupeň grafu G, znač́ıme δ(G), je nejmenš́ı stupeň

vrcholu ze všech vrchol̊u grafu, tedy δ(G) = min{dG(v) : v ∈ V (G)}. Maximálńı

stupeň grafu G, znač́ıme ∆(G), je největš́ı stupeň vrcholu ze všech vrchol̊u grafu,

tedy ∆(G) = max{dG(v) : v ∈ V (G)}.
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Nezávislost grafu G, znač́ıme α(G), je celé č́ıslo, které udává velikost největš́ı

množiny S ⊆ V (G) takové, že pro všechna x, y ∈ S je xy /∈ E(G).

Klikovost grafuG, znač́ıme ω(G), je celé č́ıslo udávaj́ıćı počet vrchol̊u největš́ıho

úplného podgrafu v G.

Mějme grafy G a H. Grafy G a H jsou izomorfńı, ṕı̌seme G ∼= H, pokud

existuje bijekce f : V (G) → V (H), pro kterou plat́ı, že xy ∈ E(G) právě tehdy,

když f(x)f(y) ∈ E(H). Pokud je V (H) ⊆ V (G) a E(H) ⊆ E(G) ∩
(
V (H)

2

)
, po-

tom graf H je podgrafem grafu G a ṕı̌seme H ⊆ G. Pokud H ⊆ G a pokud

E(H) = E(G) ∩
(
V (H)

2

)
, potom ř́ıkáme, že H je indukovaným podgrafem grafu G

a ṕı̌seme H ⊑ G. Pokud S ⊆ V (G), potom [S] znač́ı indukovaný podgraf grafu

G takový, že V ([S]) = S a E([S]) = E(G) ∩
(
S
2

)
a ř́ıkáme, že [S] je podgraf in-

dukovaný množinou S. Graf indukovaný množinou vrchol̊u {v1, v2, ..., vt} označme

jako [v1, v2, ..., vt]. Pro vrchol x ∈ V (G) znač́ı G − x podgraf grafu G indukovaný

množinou V (G) \ {x}. Pokud F je množina graf̊u, potom řekneme, že graf G je

F−free pokud neobsahuje žádný indukovaný podgraf izomorfńı s jakýmkoli grafem

z F . Pokud je množina F jednoprvková, vynecháme v zápisu složené závorky.

V grafu G je sledem mezi vrcholy u a v posloupnost vrchol̊u u = x0, ..., xk = v

taková, že xixi+1 ∈ E(G), pro každé i = 0, 1, 2, .., k − 1. Sledem v grafu G tedy

rozumı́me posloupnost vrchol̊u, přičemž každé dva po sobě jdoućı vrcholy jsou

spojeny hranou. Cesta mezi vrcholy u a v v grafu G je sled u = x0, ..., xk = v,

ve kterém se každý vrchol xi vyskytuje pouze jednou. Č́ıslo k je délka této cesty.

Tah z vrcholu u do vrcholu v v grafu G je sled u = x0, ..., xk = v ve kterém jsou

pro i = 0, 1, 2, ..., k − 1 všechny hrany xixi+1 r̊uzné. Tah je tedy sled, ve kterém

se mohou opakovat vrcholy, ale ne hrany. Graf G je souvislý, pokud pro každé dva

vrcholy x a y existuje cesta mezi vrcholy x a y.

Řekneme, že graf G je úplný, pokud je počet hran roven počtu všech dvou-

prvkových podmnožin množiny vrchol̊u, tedy |E(G)| =
(|V (G)|

2

)
. To znamená, že

každý vrchol grafu G je spojen se všemi ostatńımi vrcholy hranou. Úplný graf na

n vrcholech znač́ıme jako Kn.

Cesta Pn na n vrcholech, je graf s množinou vrchol̊u V (Pn) = {v1, v2, ..., vn}
a množinou hran E(Pn) = {e1, e2, ..., en−1}, kde pro i = 1, ..., n je ei = vivi+1.

Délkou cesty Pn je velikost množiny E(G), což je n − 1. Na cestu je tedy možné

nahĺıžet bud’ jako na graf, nebo jako sled, ve kterém se neopakuj́ı vrcholy.
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Kružnićı Cn na n vrcholech je cesta na n vrcholech, kde prvńı a posledńı vrcholy

cesty jsou spojeny hranou, tj. V (Cn) = {v1, v2, ..., vn}, E(Cn) = E(Pn) ∪ vnv1.

Délkou kružnice Cn je velikost množiny E(G), což je n. Sudá kružnice je kružnice

se sudým počtem vrchol̊u. Lichá kružnice je kružnice s lichým počtem vrchol̊u.

Lichá d́ıra, někdy také odd-hole, v grafu G je lichá kružnice C2k+1, kde k ≥ 2.

Podstatnou část této práce tvoř́ı grafy, které obsahuj́ı lichou d́ıru jako induko-

vaný podgraf. Abychom později lépe porozuměli struktuře těchto graf̊u, definujme

v grafu G množinu B následovně.

Definice 1. Necht’ G je graf obsahuj́ıćı lichou d́ıru C jako indukovaný podgraf.

Potom množina B grafu G je množina vrchol̊u x ∈ V (G) které soused́ı s každým

vrcholem liché d́ıry C, tj. [N(x) ∩ V (C)] ∼= C. Pokud graf G neobsahuje lichou

d́ıru jako indukovaný podgraf, potom množina B grafu G je prázdná.

Poznamenejme, že i v grafech které obsahuj́ı lichou d́ıru jako indukovaný pod-

graf, může být množina B prázdná.

Na Obrázku 2.2 definujme grafy Claw, Paw, Diamond, Dart, Gem a Cricket.

Claw Paw Diamond

Dart Gem Cricket

Obrázek 2.2: Grafy Claw, Paw,Diamond,Dart,Gem a Cricket.
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Bull House Chair

Obrázek 2.3: Grafy House, Bull a Chair

Uved’me nyńı daľśı tři speciálńı grafy, které sehraj́ı d̊uležitou roli v daľśıch

kapitolách. Bull je graf na 5 vrcholech s 5 hranami, kde tři vrcholy tvoř́ı trojúhelńık,

tj. graf K3, a zbývaj́ıćı dva vrcholy jsou nesousedńı a každý je spojen s právě

jedńım vrcholem v trojúhelńıku. House je Bull kde nav́ıc vrcholy které nejsou

součást́ı trojúhelńıku, tvoř́ı hranu. Ekvivalentně lze ř́ıci, že House je graf, který

tvoř́ı doplněk cesty na 5 vrcholech, tj.House ∼= PC
5 . Chair jeBull bez jedné z hran,

která obsahuje vrchol stupně 2. Grafy House, Bull a Chair jsou znázorněny na

Obrázku 2.3.

K[C5](2, 2, 2, 2, 2) K[C5](2, 2, 1, 1, 1)

Obrázek 2.4: Př́ıklady úplné expanze grafu.
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Necht’ G je graf na n vrcholech v1, v2, ..., vn a necht’H1, H2, ..., Hn jsou vrcholově

disjunktńı grafy. Potom expanzi G(H1, H2, ..., Hn) grafu G źıskáme nahrazeńım

vrcholu vi v G grafem Hi, kde i = 1, ..., n a vrcholy x ∈ Hi a y ∈ Hj tvoř́ı hranu,

právě tehdy, když jsou vrcholy vi a vj sousedńı v G. Pokud jsou grafy Hi úplné,

hovoř́ıme o úplné expanzi grafu G a ṕı̌seme K[G], př́ıpadně K[G](m1,m2, ...,mn),

pokud Hi
∼= Kmi

. Př́ıklady úplné expanze grafu jsou znázorněny na Obrázku 2.4.
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Kapitola 3

Barveńı graf̊u

Mějme graf G. Vrcholové barveńı grafu G je zobrazeńı c : V (G) → {1, 2, ..., k},
kde k je přirozené č́ıslo. Č́ısl̊um z množiny {1, 2, ..., k} ř́ıkáme barvy. Př́ıpustné

vrcholové barveńı, př́ıpadně pouze barveńı či obarveńı, je vrcholové barveńı c ta-

kové, že pro každou hranu xy ∈ E(G) je c(x) ̸= c(y), neboli pokud jsou x a y

sousedńı vrcholy, pak každému z nich bude přǐrazeno jiné č́ıslo. Pokud př́ıpustné

vrcholové barveńı c existuje pro dané k, pak ř́ıkáme, že graf G je k-obarvitelný.

Chromatické č́ıslo χ(G) je minimálńı č́ıslo k, pro které je graf G k-obarvitelný.

Poznamenejme, že barveńı řeš́ıme pro souvislé grafy. Pokud graf neńı souvislý,

potom řeš́ıme barveńı pro jednotlivé komponenty.

Obdobně lze definovat př́ıpustné hranové barveńı, př́ıpadně pouze hranové bar-

veńı grafu G jako zobrazeńı c̄ : E(G) → {1, 2, ..., k} takové, že pro všechny hrany

x, y ∈ E(G) takové, že x a y obsahuj́ı stejný vrchol, plat́ı c̄(x) ̸= c̄(y), neboli dvěma

hranám, které obsahuj́ı stejný vrchol, je přǐrazena jiná barva. Chromatický index

χ′(G) grafu G je potom minimálńı počet barev k nutný na hranové obarveńı grafu

G. V této práci se nicméně dále budeme zabývat pouze vrcholovým barveńım.

Triviálńım odhadem dolńı meze chromatického č́ısla χ(G) grafu G je klikovost

ω(G), tj. ω(G) ≤ χ(G). Triviálńım odhadem horńı meze chromatického č́ısla χ(G)

je potom ∆(G) + 1, tj. χ(G) ≤ ∆(G) + 1. Jeden z klasických odhad̊u horńı meze,

za pomoci maximálńıho stupně ∆(G), dává Brooksova věta ([5]) z roku 1941,

která poskytuje horńı odhad χ(G) ≤ ∆(G) pro grafy, které nejsou úplné, ani liché

kružnice.
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Věta (Brooks, [5]). Necht’ G je graf. Pokud G neńı úplný graf ani lichá kružnice,

potom plat́ı χ(G) ≤ ∆(G).

Borodin a Kostochka ([4]) roku 1977 uvedli jednu z prvńıch hypotéz, která

udává lepš́ı horńı odhad chromatického č́ısla. Hypotéza udává, že chromatické č́ıslo

χ(G) lze shora odhadnout hodnotou max{ω(G),∆(G) − 1}, pokud je ∆(G) ≥ 9.

Požadavek na ∆(G) ≥ 9 je nutný, jelikož pro ∆(G) = 8 lze nalézt protipř́ıklad

v podobě grafu G ∼= K[C5](3, 3, 3, 3, 3) pro který plat́ı, že ∆(G) = 8, ω(G) = 6

a χ(G) = 9.

Hypotéza (Borodin-Kostochka, [4]). Pro každý graf G s maximálńım stupněm

∆(G) ≥ 9 plat́ı, že χ(G) ≤ max{ω(G),∆(G)− 1}.

Daľśı hypotézu na horńı odhad chromatického č́ısla uvedl Reed ([15]) roku 1998.

Tento odhad lze chápat jako horńı celou část z aritmetického pr̊uměru triviálńı

dolńı meze ω(G) a triviálńı horńı meze ∆(G) + 1 v grafu G.

Hypotéza 1 (Reed, [15]). Pro každý graf G je χ(G) ≤
⌈
ω(G)+∆(G)+1

2

⌉
.

V této práci se budeme zabývat horńım odhadem z Hypotézy 1. Označme proto

v grafu G tento horńı odhad jako γ(G) :=
⌈
ω(G)+∆(G)+1

2

⌉
. Graf G potom splňuje

Hypotézu 1, pokud pro něj plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

3.1 Výsledky z oblasti Reedovy hypotézy

Hypotéza 1 je stále otevřený problém. Podařilo se již dokázat, že Hypotéza 1

plat́ı pro speciálńı tř́ıdy graf̊u. Reed ([15]) dokázal, že Hypotéza 1 plat́ı pro grafy

s ∆(G) = |V (G)| − 1. Kohl a Schiermeyer ([13]) tento odhad následně zlepšili na

∆(G) ≥ |V (G)| − 7, př́ıpadně ∆(G) ≥ |V (G)| − α(G)− 4. Gernert a Rabern ([8])

ukázali, že Hypotéza 1 plat́ı, pokud ω(G) = ∆(G), ω(G) = ∆(G) + 1 nebo pokud

χ(G) ≤ ω(G) + 2.

Ukažme nyńı, že Hypotéza 1 plat́ı pro rovinné grafy, tedy grafy, které lze za-

kreslit do roviny tak, že se hrany grafu neprot́ınaj́ı.
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Věta 1. Necht’ G je rovinný graf. Potom plat́ı χ(G) ≤ γ(G).

D̊ukaz: Pokud G je úplný a rovinný graf, potom ω(G) = ∆(G) + 1 a po dosazeńı

do nerovnosti χ(G) ≤ γ(G) źıskáme χ(G) ≤ ⌈ω(G)⌉, což plat́ı, jelikož

v úplném grafu plat́ı, že χ(G) = ω(G). Dále tedy uvažujme, že graf G neńı

úplný.

Př́ıpad 1 ω(G) = 2.

Potom ∆(G) ≥ 2, jelikož G neńı úplný. Po dosazeńı ∆(G) = 2 do

nerovnosti χ(G) ≤ γ(G) źıskáme

χ(G) ≤
⌈
2 + 2 + 1

2

⌉
= 3,

což plat́ı na základě Grötzschovy věty ([10]) (každý rovinný, K3-free

graf je 3-obarvitelný).

Př́ıpad 2 ω(G) ≥ 3.

Potom plat́ı, že ∆(G) ≥ 3, jelikož G neńı úplný. Po dosazeńı ω(G) =

3 a ∆(G) = 3 do nerovnosti χ(G) ≤ γ(G) źıskáme

χ(G) ≤
⌈
3 + 3 + 1

2

⌉
= 4,

což plat́ı na základě věty o čtyřech barvách ([1]) (každý rovinný graf

je 4-obarvitelný). ■

Gernert a Rabern ([9]) dokázali, že Hypotéza 1 plat́ı jak pro rovinné grafy, tak

pro toroidńı grafy, tedy grafy, které lze zakreslit na torus tak, že se neprot́ınaj́ı

hrany.

King a kol. ([12]) dokázali, že Hypotéza 1 plat́ı pro hranové grafy. G je hranový

graf, pokud existuje graf H takový, že graf G vznikne z H tak, že vrcholy v G

odpov́ıdaj́ı hranám v H a vrcholy x, y z G tvoř́ı hranu právě tehdy, když maj́ı

k nim odpov́ıdaj́ıćı hrany v H společný vrchol.

King a kol. ([12]) dále dokázali platnost Hypotézy 1 pro hranové grafy mul-

tigraf̊u, tedy neorientovaných graf̊u, kde nav́ıc vrcholy mohou být spojeny v́ıce než

jednou hranou a mohou existovat smyčky, tedy hrany, které spojuj́ı vrchol se sebou

samým.
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Věta 2 ([12]). Necht’ G je hranovým grafem multigrafu. Potom χ(G) ≤ γ(G).

King a Reed ([11]) později ukázali, že Hypotéza 1 plat́ı pro kvazi-hranové grafy,

jež tvoř́ı nadtř́ıdu hranových graf̊u a pro tuto práci nejsou d̊uležité.

Rabern ([14]) ukázal, že Hypotéza 1 plat́ı pro join dvou neprázdných graf̊u.

Věta A ([14]). Mějme libovolné vrcholově disjunktńı grafy G1 a G2. Pokud plat́ı,

že G ∼= G1 +G2, potom χ(G) ≤ γ(G).

King ([12]) dále ukázal platnost Hypotézy 1 pro tř́ıdu Claw-free graf̊u, jež

tvoř́ı nadtř́ıdu hranových graf̊u podle Beinekeho věty ([3]) (tř́ıda hranových graf̊u

je dána dev́ıti zakázanými podgrafy, z nichž jeden je Claw).

Věta 3 ([12]). Necht’ G je Claw-free graf. Potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Aravind a kol. ([2]) ukázali, že úplná expanze liché d́ıry je podtř́ıdou Claw-free

graf̊u a tud́ıž splňuje Hypotézu 1.

Věta B ([2]). Je-li G úplnou expanźı liché d́ıry, potom χ(G) ≤ γ(G).

Graf G je perfektńı, pokud pro každý indukovaný podgraf H ⊑ G plat́ı χ(H) =

ω(H). Ukažme nyńı, že Hypotéza 1 plat́ı pro tř́ıdu perfektńıch graf̊u.

Věta 4. Necht’ G je perfektńı graf. Potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

D̊ukaz: Pro každý indukovaný podgraf H grafu G plat́ı, že χ(H) = ω(H). Plat́ı

tedy χ(G) = ω(G). Po dosazeńı do nerovnosti χ(G) ≤ γ(G) źıskáme

ω(G) ≤ ω(G) + ∆(G) + 1

2
≤

⌈
ω(G) + ∆(G) + 1

2

⌉
2ω(G) ≤ ω(G) + ∆(G) + 1

ω(G) ≤ ∆(G) + 1

což triviálně plat́ı. ■

Aravind a kol. ([2]) dále ukázali, že perfektńı grafy tvoř́ı podtř́ıdu odd-hole-

free graf̊u (neobsahuj́ıćı lichou d́ıru jako indukovaný podgraf) podle silné věty

o perfektńıch grafech ([6]) (graf G je perfektńı právě tehdy, když neobsahuje lichou

d́ıru, ani doplněk liché d́ıry jako indukovaný podgraf). Sami pak ukázali platnost

Hypotézy 1 pro odd-hole-free grafy.
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Věta C ([2]). Necht’ G je odd-hole free graf. Potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Hypotéza 1 byla dále studována pro tř́ıdy graf̊u, které jsou dány množinou

zakázaných podgraf̊u. Gernert a Rabern ([8]) ukázali, že {C4, 2K2}-free grafy

splňuj́ı Hypotézu 1.

Věta 5 ([8]). Necht’ G je {C4, 2K2}-free graf. Potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Seinsche ([17]) ukázal, že pokud graf G neobsahuje P4 jako indukovaný podgraf,

potom χ(G) = ω(G). Po dosazeńı do χ(G) ≤ γ(G) źıskáme ω(G) ≤ ∆(G) + 1, což

triviálně plat́ı a tř́ıda P4-free graf̊u tedy splňuje Hypotézu 1.

Věta 6 ([17]). Necht’ G je P4-free graf. Potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Pro tř́ıdu P5-free graf̊u z̊ustává Hypotéza 1 otevřeným problémem. Uved’me

proto nyńı několik výsledk̊u z oblasti P5-free graf̊u.

Uvažujme množinu F = {Claw, Paw,Diamond,Dart,Gem,Cricket}. Grafy

množiny F jsou znázorněny na Obrázku 2.2. Schiermeyer ([16]) ukázal, že pokud G

je souvislý, {P5, H}-free graf, kde H ∈ F , a klikovost ω(G) splňuje určitá omezeńı,

potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G) a graf G tedy splňuje Hypotézu 1.

Věta 7 ([16]). Mějme množinu F = {Claw, Paw,Diamond,Dart,Gem,Cricket}.
Necht’ G je souvislý {P5, H}-free graf na n vrcholech, kde H ∈ F . Pokud nav́ıc

2 ≤ ω(G) ≤
(n
2

) 1
3
,

potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Schiermeyer ([16]) dále ukázal, že tř́ıda {K1 + (K1 ∪C6), K1 + (K1 ∪PC
6 )}-free

graf̊u splňuje Hypotézu 1.

Věta 8. Necht’ G je {K1 + (K1 ∪C6), K1 + (K1 ∪ PC
6 )}-free graf. Potom plat́ı, že

χ(G) ≤ γ(G).
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Aravind a kol. ([2]) ukázali platnost Hypotézy 1 pro daľśı tři tř́ıdy graf̊u, které

jsou uvedeny v následuj́ıćı větě.

Věta 9. Necht’ G je graf, který nálež́ı jedné z následuj́ıćıch tř́ıd graf̊u.

� {P5, (P2 ∪ P3)
C , House,Dart}-free

� {P5, Kite, Bull, (K3 ∪K1) +K1}-free

� {P5, C4}-free

Potom plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Aravind a kol. [2] dále ukázali, že tř́ıda {Chair,House,Bull,K1+C4}-free graf̊u
a tř́ıda {Chair,House,Bull,Dart}-free graf̊u splňuj́ı Hypotézu 1. V Kapitole 4 na

tyto výsledky navážeme. Uved’me proto d̊ukaz pro tyto tř́ıdy graf̊u.

Věta 10 ([2]). Necht’ G je {Chair,House,Bull,K1 + C4}-free graf, obsahuj́ıćı

lichou d́ıru C jako indukovaný podgraf. Potom G je bud’ izomorfńı s úplnou expanźı

liché d́ıry, nebo je izomorfńı s G1 +G2, kde G1 a G2 jsou neprázdné grafy.

D̊ukaz: Vrcholy liché d́ıry označme jako C = [v1, v2, v3, ..., v2k+1] ∼= C2k+1, kde

k ≥ 2. Necht’ Ni = {y ∈ V (G) \ V (C) : dist(y, V (C)) = i}, pro i ≥ 1.

Nejprve dokážeme několik pomocných tvrzeńı.

Tvrzeńı 10.1. Pokud x ∈ N1, potom bud’ x soused́ı s právě třemi po

sobě jdoućımi vrcholy z C, nebo x soused́ı s každým vrcholem z C, tedy

[N(X) ∩ V (C)] ∼= P3, nebo C2k+1.

D̊ukaz: Nejprve předpokládejme, že k = 2. Sporem předpokládejme, že

vrchol x ∈ N1 soused́ı s právě jedńım vrcholem z C, nebo s právě

dvěma vrcholy z C, které nejsou po sobě jdoućı, např́ıklad v1, nebo

{v1, v3}. Potom [v1, v2, v4, v5, x] ∼= Chair ⊑ G, což je spor. Dále

sporem předpokládejme, že x ∈ N1 soused́ı s právě dvěma po sobě

jdoućımi vrcholy z C, např́ıklad {v1, v2}. Potom [v1, v2, v3, v5, x] ∼=
Bull ⊑ G, což je spor. Dále sporem předpokládejme, že vrchol

x ∈ N1 soused́ı s právě třemi vrcholy z C, které nejsou po sobě

jdoućı, nebo s právě čtyřmi vrcholy z C, např́ıklad {v1, v3, v4},
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nebo {v1, v2, v3, v4}, potom [v1, v2, v4, v5, x] ∼= House ⊑ G, což je

spor. Tyto spory se zakázanými podgrafy ukazuj́ı, že Tvrzeńı 10.1

plat́ı, pro k = 2.

Nyńı předpokládejme, že k ≥ 3. Nejprve dokážeme, že x ∈ N1 je

sousedńı se dvěma vrcholy z C, které jsou po sobě jdoućı. Sporem

předpokládejme, že vrchol x ∈ N1 nesoused́ı se dvěma po sobě

jdoućımi vrcholy z C a bez újmy na obecnosti předpokládejme, že

xv1 ∈ E(G) a tedy xv2, xv2k+1 /∈ E(G). Potom xv3, xv2k ∈ E(G),

jelikož pro xv3 /∈ E(G) plat́ı, že [v1, v2, v3, v2k+1, x] ∼= Chair ⊑ G,

což je spor a pro xv2k /∈ E(G) plat́ı, že [v1, v2, v2k, v2k+1, x] ∼=
Chair ⊑ G, což je spor. Z předpokladu potom xv4, xv2k−1 /∈ E(G).

Potom ale [v1, v3, v4, v2k, x] ∼= Chair ⊑ G, což je spor. Vrchol x je

tedy sousedńı se dvěma po sobě jdoućımi vrcholy z C.

Bez újmy na obecnosti tedy předpokládejme, že xv1, xv2 ∈ E(G).

Zřejmě plat́ı, že vrchol x muśı sousedit bud’ s vrcholem v3, nebo

v2k+1, protože jinak [v1, v2, v3, v2k+1] ∼= Bull ⊑ G. Důkaz dále

rozděĺıme na tři př́ıpady.

Př́ıpad 1 xv2k+1 /∈ E(G) a xv3 ∈ E(G).

Potom plat́ı, že xv2k /∈ E(G), protože v opačném př́ıpadě

[v1, v2, v2k, v2k+1, x] ∼= House ⊑ G. Dále plat́ı, že xvj /∈ E(G),

pro všechna j ∈ {4, 5, ..., 2k−1}, protože v opačném př́ıpadě

[v1, v2, vj, v2k+1, x] ∼= Bull ⊑ G. Plat́ı tedy, že N(x)∩V (C) =

{v1, v2, v3}.

Př́ıpad 2 xv2k+1 ∈ E(G) a xv3 /∈ E(G).

Potom plat́ı, že xv4 /∈ E(G), protože jinak [v1, v2, v3, v4, x] ∼=
House ⊑ G. Dále xvj /∈ E(G), pro všechna j ∈ {5, 6, ..., 2k},
protože jinak [v1, v2, v3, vj, x] ∼= Bull ⊑ G. Plat́ı tedy, že

N(x) ∩ V (C) = {v2k+1, v1, v2}.

Př́ıpad 3 xv2k+1 ∈ E(G) a xv3 ∈ E(G).

Potom plat́ı, že xv4 ∈ E(G), protože v opačném př́ıpadě

[v2, v3, v4, v2k+1, x] ∼= Bull ⊑ G. Dále plat́ı xvj ∈ E(G), pro

všechna j ∈ {5, 6, ..., 2k}, protože jinak [v1, vj−2, vj−1, vj, x] ∼=
Bull ⊑ G. Plat́ı tedy, že N(x) ∩ V (C) = V (C). □
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S využit́ım Tvrzeńı 10.1 rozložme množinu N1 ∪ V (C) následovně. Mějme

1 ≤ i ≤ 2k+1, kde kv̊uli korektńımu indexováńı uvažujeme i mod 2k+1.

Množina Ai obsahuje vrchol vi a takové vrcholy x ∈ N1, jejichž sousedé

na C jsou právě vrcholy vi−1, vi a vi+1, tedy Ai = {vi} ∪ {x ∈ N1 :

N(x)∩V (C) = {vi−1, vi, vi+1}}. Pro jednoduchost označme A =
⋃2k+1

i=1 Ai.

Množina B je potom v souladu s Definićı 1 množina všech vrchol̊u x ∈ N1,

které soused́ı s každým vrcholem liché d́ıry C, tj. [N(x) ∩ V (C)] ∼= C.

Potom zřejmě V (C) ∪N1 = A ∪B.

Tvrzeńı 10.2. [A] je izomorfńı s úplnou expanźı C2k+1, tedy [A] ∼= K[C].

D̊ukaz: Důkaz provedeme v několika kroćıch.

Nejprve sporem předpokládejme, že graf [Ai] neńı úplný. Potom

existuj́ı vrcholy x, y ∈ Ai takové, že xy /∈ E(G). Zřejmě vrcholy

x, y /∈ V (C). Potom [vi+1, vi+2, vi+3, x, y] ∼= Chair ⊑ G, což je

spor. Graf [Ai] je tedy úplný.

Dále sporem předpokládejme, že množina [Ai, Ai+1] neńı úplná.

Potom existuj́ı vrcholy x ∈ Ai a y ∈ Ai+1 takové, že xy /∈ E(G).

Zřejmě x, y /∈ V (C). Potom [vi−2, vi−1, vi, x, y] ∼= Bull ⊑ G, což je

spor. Množina [Ai, Ai+1] je tedy úplná.

Dále sporem předpokládejme, že pro všechna j ̸= i, i−1, i+1 plat́ı,

že [Ai, Aj] ̸= ∅. Potom existuj́ı vrcholy x ∈ Ai a y ∈ Aj takové, že

xy ∈ E(G). Potom ale [vi−2, vi−1, vi, y, x] ∼= Bull ⊑ G, což je spor.

Pro všechna j ̸= i, i− 1, i+ 1 tedy plat́ı, že [Ai, Aj] = ∅.
Plat́ı tedy, že [A] je izomorfńı s úplnou expanźı C2k+1.

□

Tvrzeńı 10.3. Graf [B] je úplný.

D̊ukaz: Sporem předpokládejme, že existuj́ı vrcholy x, y ∈ B takové, že

xy /∈ E(G). Potom [v1, v2, v3, x, y] ∼= K1 + C4 ⊑ G, což je spor.

□
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Tvrzeńı 10.4. Množina [A,B] je úplná.

D̊ukaz: Stač́ı dokázat, že množina [Ai, B] je úplná. Sporem předpokládejme,

že existuj́ı vrcholy x ∈ Ai a y ∈ B takové, že xy /∈ E(G). Potom

[vi−1, vi+1, vi+2, x, y] ∼= House ⊑ G, což je spor. □

Tvrzeńı 10.5. Pokud x ∈ Ai, potom x nesoused́ı s žádným vrcholem

z množiny N2, tedy N(x) ∩N2 = ∅.

D̊ukaz: Předpokládejme, že vrchol x ∈ Ai a sporem předpokládejme, že

y ∈ N(x)∩N2 ̸= ∅. Potom [vi−1, vi+1, vi+2, x, y] ∼= Chair ⊑ G, což

je spor. □

Z Tvrzeńı 10.5 plyne, že pokud B = ∅, potom N2 = ∅. Podle Tvrzeńı 10.2
potom plat́ı, že G je izomorfńı s úplnou expanźı C, tj. G ∼= K[C].

Dále tedy uvažujme, že B ̸= ∅.

Tvrzeńı 10.6. Nj = ∅, pro všechna j ≥ 3.

D̊ukaz: Stač́ı dokázat, že N3 = ∅. Sporem předpokládejme, že existuje

vrchol y ∈ N3. Potom existuj́ı vrcholy x ∈ N2 a b ∈ B takové, že

xy, bx ∈ E(G). Potom [v1, v3, b, x, y] ∼= Chair ⊑ G, což je spor.

□

Z Tvrzeńı 10.6 plyne, že pokud N2 = ∅, potom G ∼= [A]+[B], jelikož každý

vrchol z množiny B soused́ı s každým vrcholem z množiny A.

Dále tedy uvažujme, že N2 ̸= ∅.

Tvrzeńı 10.7. Existuje vrchol x∗ ∈ B takový, že N2 ⊂ N(x∗).

D̊ukaz: Sporem předpokládejme, že takový vrchol x∗ neexistuje. Potom

existuj́ı vrcholy x, x′ ∈ B a y, y′ ∈ N2 takové, že xy, x′y′ ∈ E(G)

a x′y, xy′ /∈ E(G). Podle Tvrzeńı 10.3 plat́ı, že xx′ ∈ E(G). Jestliže

yy′ ∈ E(G), potom [v1, x, x
′, y, y′] ∼= House ⊑ G, což je spor.

Jestliže yy′ /∈ E(G), potom [v1, x, x
′, y, y′] ∼= Bull ⊑ G, což je

spor. □
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Obrázek 3.1: Znázorněńı struktury grafu G.

Struktura grafu G je znázorněna na Obrázku 3.1, kde je ilustračně zvoleno

[A] ∼= K[C5](2, 1, 1, 1, 1), [B] ∼= K1 a [N2] ∼= K2 ∪ 2K1. Množiny A, B a N2

jsou vyznačeny světle šedě, zat́ımco množiny Ai jsou pouze naznačeny

tmavě šedou barvou.

Podle Tvrzeńı 10.4 vrchol x∗ soused́ı s každým vrcholem množiny A. Podle

Tvrzeńı 10.3 vrchol x∗ soused́ı s každým vrcholem množiny B a podle

Tvrzeńı 10.7 vrchol x∗ soused́ı s každým vrcholem množiny N2. Plat́ı tedy,

že vrchol x∗ soused́ı s každým vrcholem grafu G a lze tedy psát, že graf

G ∼= G1 +G2, kde G1
∼= [{x∗}] a G2

∼= G− x∗.

■

Věta 11 ([2]). Pokud G je {Chair,House,Bull,K1 +C4}-free graf. Potom plat́ı,

že χ(G) ≤ γ(G).

D̊ukaz: Pokud G neobsahuje lichou d́ıru jako indukovaný podgraf, potom podle

Věty C plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G). Předpokládejme tedy, že G obsahuje li-

chou d́ıru, jako indukovaný podgraf. Podle Věty 10 potom nastává jeden

z následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

Jestliže G je izomorfńı s úplnou expanźı liché d́ıry, potom podle Věty B

plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).
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Jestliže G ∼= G1 + G2, kde G1 a G2 jsou neprázdné grafy, potom podle

Věty A plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G). ■

Poznamenejme, že zakázaný podgraf K1 + C4 se v d̊ukazu Věty 10 vyskytuje

pouze ve Tvrzeńı 10.3, kde jej využ́ıváme k dokázáńı toho, že množina B grafu G

indukuje úplný graf. Toto pozorováńı nás vedlo ke snaze o odstraněńı požadavku na

zakázaný podgrafK1+C4. Naše vlastńı výsledky jsou potom uvedeny v Kapitole 4.

Věta 12 ([2]). Necht’ G je {Chair,House,Bull,Dart}-free graf, obsahuj́ıćı li-

chou d́ıru C jako indukovaný podgraf. Potom G je bud’ izomorfńı s úplnou expanźı

liché d́ıry, nebo je izomorfńı s joinem expanze liché d́ıry a grafem indukovaným

množinou B grafu G, tj G ∼= K[C] + [B].

D̊ukaz: Důkaz je podobný jako v př́ıpadě d̊ukazu Věty 10, kde nav́ıc plat́ı, že

N2 = ∅, jinak pro x ∈ B a y ∈ N2 plat́ı, že [v1, v2, v3, x, y] ∼= Dart ⊑ G,

což je spor. ■

Věta 13 ([2]). Pokud G je {Chair,House,Bull,Dart}-free graf. Potom plat́ı, že

χ(G) ≤ γ(G).

D̊ukaz: Pokud G neobsahuje lichou d́ıru jako indukovaný podgraf, potom podle

Věty C plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G). Předpokládejme tedy, že G obsahuje li-

chou d́ıru, jako indukovaný podgraf. Podle Věty 12 potom nastává jeden

z následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

Jestliže G je izomorfńı s úplnou expanźı liché d́ıry, potom podle Věty B

plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Jestliže G ∼= K[C] + [B], potom podle Věty A plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G). ■

Poznamenejme, že zakázaný podgraf Dart v d̊ukazu Věty 12 zaručuje, že

vzdálenost vrchol̊u od liché d́ıry je maximálně 1. Struktura těchto graf̊u se tak

v porovnáńı s grafy splňuj́ıćı Větu 10 zjednodušuje.

Dále poznamenejme, že d̊ukaz Věty 12 nezaručuje, že u graf̊u které tuto větu

splňuj́ı množina B indukuje úplný podgraf. V Kapitole 4 nicméně ukážeme, že

pokud tyto grafy obsahuj́ı dostatečně velkou lichou d́ıru jako indukovaný podgraf,

potom je množina B těchto graf̊u prázdná.
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Kapitola 4

Vlastńı výsledky

V této kapitole navážeme na výsledky z [2]. Konkrétně navážeme na platnost Hy-

potézy 1 pro tř́ıdu {Chair,House,Bull,K1 + C4}-free graf̊u a využijeme faktu, že

v d̊ukazu Věty 10 se zakázaný podgraf K1 + C4 nepouž́ıvá pro dokázáńı většiny

tvrzeńı. Odstrańıme tedy požadavek na zakázaný podgraf K1 + C4 a nahrad́ıme

ho slabš́ım požadavkem. Konkrétně požadujeme, aby v {Chair,House,Bull}-free
grafu G byla množina B bud’ prázdná, nebo aby graf [B] byl izomorfńı se sjed-

noceńım úplných graf̊u stejného řádu. Následně ukážeme, že takto definovaná

tř́ıda graf̊u tvoř́ı nadtř́ıdu {Chair,House,Bull,K1 + C4}-free graf̊u a nadtř́ıdu

{Chair,House,Bull,Dart}-free graf̊u s výjimkou př́ıpadu kdy grafy, které jsou

{Chair,House,Bull,Dart}-free, obsahuj́ı pouze lichou d́ıru délky 5. Výsledky uve-

dené v této kapitole jsou tak zobecněńım výsledk̊u z [2].

Věta 14. Necht’ G je {Chair,House,Bull}− free graf. Pokud množina B grafu G

je bud’ prázdná nebo [B] je sjednoceńım úplných graf̊u stejného řádu, potom plat́ı,

že χ(G) ≤ γ(G).

D̊ukaz: Pokud graf G neobsahuje lichou d́ıru jako indukovaný podgraf, potom

množina B grafu G je prázdná a podle Věty C plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Dále tedy uvažujme, že graf G obsahuje lichou d́ıru C jako indukovaný

podgraf. Stejně jako v d̊ukazu Věty 10 označme C = [v1, v2, v3, ..., v2k+1] ∼=
C2k+1, kde k ≥ 2 a definujme množiny Ni jako Ni = {y ∈ V (G) :

dist(y, V (C)) = i}, pro i ≥ 1. Nyńı lze využ́ıt všechna tvrzeńı z d̊ukazu

Věty 10, kromě Tvrzeńı 10.3 a Tvrzeńı 10.7, k jejichž dokázáńı je zapotřeb́ı
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zakázaného podgrafu K1 + C4. K dokázáńı ostatńıch tvrzeńı je zapotřeb́ı

pouze zakázaných podgraf̊u Chair, House a Bull.

S využit́ım Tvrzeńı 10.1 tedy lze, stejně jako v d̊ukazu Věty 10, rozložit

množinu N1 ∪ V (C) na množiny A a B, kde A =
⋃2k+1

i=1 Ai a množiny Ai

jsou definované jako Ai = {vi}∪{x ∈ N1 : N(x)∩V (C) = {vi−1, vi, vi+1}}.

Z Tvrzeńı 10.5 plyne, že pokud B = ∅, potom N2 = ∅. Pokud tedy B = ∅,
potom podle Tvrzeńı 10.2 plat́ı, že G ∼= K[C] a podle Věty B plat́ı, že

χ(G) ≤ γ(G).

Dále tedy uvažujme, že množina B neńı prázdná. Potom graf [B] je sjed-

noceńım úplných graf̊u stejného řádu. Plat́ı tedy, že graf [B] =
⋃n

i=1[Hi],

kde [Hi] ∼= Km a m,n ≥ 1. Zřejmě množiny Hi tvoř́ı rozklad množiny B.

Z Tvrzeńı 10.6 plyne, že pokud N2 = ∅, potom G ∼= K[C] + [B] a podle

Věty A plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Dále tedy uvažujme N2 ̸= ∅ a rozdělme d̊ukaz do dvou př́ıpad̊u.

Př́ıpad 1 n = 1, tedy [B] ∼= Km.

Nyńı lze využ́ıt Tvrzeńı 10.7 v jehož d̊ukazu namı́sto Tvrzeńı 10.3

využijeme skutečnost, že graf [B] již je úplný. Potom existuje vrchol

x∗ ∈ B takový, že N2 ⊂ N(x∗). Nav́ıc podle Tvrzeńı 10.2 vrchol x∗

soused́ı s každým vrcholem množiny A a jelikož graf [B] je úplný,

vrchol x∗ soused́ı s každým vrcholem množiny B.

Plat́ı tedy, že G ∼= G1 +G2, kde G1
∼= [{x∗}] a G2

∼= G− x∗ a podle

Věty A plat́ı, že χ(G) ≤ γ(G).

Př́ıpad 2 n ≥ 2 a plat́ı [B] ∼=
⋃n

i=1[Hi].

Pokud y ∈ N2 soused́ı s množinou Hk, k ∈ {1, ..., n}, potom soused́ı

s každým vrcholem této množiny. Bez újmy na obecnosti uvažujme

k = 1. Sporem předpokládejme, že existuj́ı vrcholy x, x′ ∈ H1 takové,

že xy ∈ E(G) a x′y /∈ E(G). Graf [H1] je úplný a tedy xx′ ∈ E(G).

Plat́ı, že n ≥ 2, existuje tedy vrchol x′′ ∈ H2. Pokud x′′y ∈ E(G),

potom [v1, x, x
′, x′′, y] ∼= House ⊑ G, což je spor. Pokud x′′y /∈ E(G),

potom [v1, x, x
′, x′′, y] ∼= Bull ⊑ G, což je spor.

Vrchol y ∈ N2 bud’ y soused́ı s Hi, i = 1, ..., n, nebo existuje právě

jedna množina Hk, k ∈ {1, ..., n} se kterou vrchol y nesoused́ı. Bez
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újmy na obecnosti sporem předpokládejme, že vrchol y ∈ N2 nesou-

sed́ı s množinami H1 a H2. Potom existuje vrchol x ∈ B \ (H1 ∪H2)

takový, že xy ∈ E(G). MnožinyH1 aH2 jsou neprázdné, existuj́ı tedy

vrcholy x′ ∈ H1 a x′′ ∈ H2. Potom [v1, x, x
′, x′′, y] ∼= Chair ⊑ G, což

je spor.

Vrchol y ∈ N2 tedy bud’ soused́ı s každým vrcholem množiny B, tj.

N(y)∩B = B, nebo existuje právě jedna množina Hk, k ∈ {1, ..., n},
taková, že vrchol y soused́ı s každým vrcholem množiny B, kromě

vrchol̊u množiny Hk, tj. N(y) ∩B = B \Hk.

Množinu N2 tedy lze rozložit do následuj́ıćıch podmnožin. Množina

M0 obsahuje všechny vrcholy y ∈ N2, které soused́ı s každým vrcho-

lem z množiny B, tj. N(y) ∩ B = B a pro i = 1, ..., n definujme Mi

jako množinu všech vrchol̊u y ∈ N2 takových, že y nesoused́ı právě

s množinou Hi, tj. (N(y) ∩Hi) = B \Hi. Zřejmě N2 =
⋃n

i=0Mi.

Nyńı ukážeme, že [Mi],i = 1, ..., n, jsou úplné grafy. Bez újmy na

obecnosti sporem předpokládejme, že graf [M1] neńı úplný. Potom

existuj́ı vrcholy y, y′ ∈ M1 takové, že yy′ /∈ E(G). Zvolme nyńı li-

bovolný vrchol x′ ∈ H1. Z definice M1 plyne, že x′y, x′y′ /∈ E(G).

Jelikož n ≥ 2, existuje vrchol x ∈ H2 takový, že xy, xy′ ∈ E(G).

Potom [v1, x, x
′, y, y′] ∼= Chair ⊑ G, což je spor. Poznamenejme, že

graf [M0] nemuśı být úplný.

Dále ukážeme, že pro všechna i, j = 0, ..., n, i ̸= j, jsou grafy [Mi]

a [Mj] disjunktńı.

Nejprve ukážeme, že pro i = 1, ..., n jsou grafy [M0] a [Mi] disjunktńı.

Bez újmy na obecnosti sporem předpokládejme, že grafy [M0] a [M1]

nejsou disjunktńı. Potom existuj́ı vrcholy y ∈ M1 a y′ ∈ M0 takové,

že yy′ ∈ E(G). Zvolme nyńı libovolný vrchol x ∈ H1. Z definice

množiny M1 plyne, že xy /∈ E(G). Z definice množiny M0 plyne, že

xy′ ∈ E(G). Potom [v1, v3, x, y, y
′] ∼= Chair ⊑ G, což je spor.

Zbývá ukázat, že pro všechna i, j = 1, ..., n, i ̸= j, jsou grafy [Mi]

a [Mj] disjunktńı. Bez újmy na obecnosti sporem předpokládejme, že

grafy [M1] a [M2] nejsou disjunktńı. Potom existuj́ı vrcholy y ∈ M1
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a y′ ∈ M2 takové, že yy′ ∈ E(G). Zvolme libovolný vrchol x ∈ H1.

Z definice množiny M1 plyne, že xy /∈ E(G). Z definice M2 plyne, že

xy′ ∈ E(G). Potom [v1, v3, x, y, y
′] ∼= Chair ⊑ G, což je spor.

H1

B

H2

Hn

A

G:

N2

M0

M1

M2

Mn

Obrázek 4.1: Znázorněńı struktury grafu G.

Plat́ı tedy, že [N2] =
⋃n

i=0[Mi], kde [Mi], i = 1, ..., n jsou úplné grafy,

které obecně mohou mı́t r̊uzný počet vrchol̊u. Struktura grafu G je

znázorněna na Obrázku 4.1, kde plné čáry spojuj́ıćı množiny znač́ı,

že každý vrchol z jedné množiny soused́ı s každým vrcholem z druhé

množiny a čárkované čáry slouž́ı ke zd̊urazněńı toho, že vrcholy množin

spolu nesoused́ı.

Necht’ M je taková množina Mi, pro kterou plat́ı, že graf indukovaný

touto množinou má největš́ı chromatické č́ıslo ze všech graf̊u [Mi], tj.

χ([M ]) ≥ χ([Mi]), i = 0, ..., n.

Dále zvolme množinu H následovně. Pokud M = M0, potom H lze

zvolit jako libovolnou množinu Hi, i = 1, ..., n. Pokud M = Mk,

kde k ∈ {1, ..., n}, potom zvolme H = Hl, kde l ∈ {1, ..., n}, l ̸= k.

Připomeňme, že pro takto zvolené množiny M a H potom plat́ı,

že množina [H,M ] je úplná. Dále definujme indukovaný podgraf Q

grafu G jako Q ∼= [A ∪H ∪M ].
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H1

B

Hn

N2

M0

M1

Mn

Q G:

HA M

Obrázek 4.2: Znázorněńı struktury podgrafu Q grafu G.

Struktura grafu Q je znázorněna na Obrázku 4.2, kde plné čáry

spojuj́ıćı množiny znač́ı, že každý vrchol z jedné množiny soused́ı

s každým vrcholem z druhé množiny.

Nyńı ukážeme, že χ(Q) = χ(G). Označme t := max{χ([A]), χ([M ])}
a obarvěme grafQ následovně. Minimálńı počet barev nutný na obar-

veńı [A∪M ] je t, jelikož [A,M ] = ∅. Na obarveńı [A] a [M ] tedy lze

použ́ıt stejné barvy. Minimálńı počet barev nutný na obarveńı [H] je

m, jelikož [H] ∼= Km. Barvy použité na obarveńı [H] jsou r̊uzné od

barev použitých na [A∪M ], jelikož každý vrchol zH soused́ı s každým

vrcholem z A aM . Plat́ı tedy χ(Q) = t+m. Rozšǐrme nyńı toto obar-

veńı na celé G. Na obarveńı celého [B] lze použ́ıt stejné barvy jako

na obarveńı [H], jelikož [B] je sjednoceńım úplných graf̊u [Hi], i =

1, ..., n a na každý ze zbývaj́ıćıch graf̊u [Hi] tak lze použ́ıt stejné barvy

jako na [H]. Na obarveńı [N2] lze použ́ıt stejné barvy jako na obar-

veńı [M ], jelikož [N2] =
⋃n

i=0[Mi] a χ([Mi]) ≤ χ([M ]), i = 0, ..., n.

Plat́ı tedy χ(G) = χ(Q).

Množina [H,A∪M ] je úplná, plat́ı tedy, že Q ∼= [A∪M ]+[H] a podle

Věty A, χ(Q) ≤ γ(Q).
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Jelikož Q ⊑ G tak plat́ı, že ∆(Q) ≤ ∆(G) a ω(Q) ≤ ω(G). Potom⌈
(ω(Q) + ∆(Q) + 1)

2

⌉
≤

⌈
(ω(G) + ∆(G) + 1)

2

⌉
a tedy γ(Q) ≤ γ(G). Celkem tedy plat́ı, že

χ(G) = χ(Q) ≤ γ(Q) ≤ γ(G)

a tedy χ(G) ≤ γ(G).

■

V d̊ukazu Věty 15 ukážeme, že tř́ıda graf̊u splňuj́ıćı Větu 14 je nadtř́ıdou

graf̊u které splňuj́ı Větu 11. Dále v d̊ukazu Věty 16 ukážeme, že až na př́ıpad

kdy {Chair,House,Bull,Dart}-free grafy obsahuj́ı pouze lichou d́ıru C5 jako in-

dukovaný podgraf, je tř́ıda graf̊u splňuj́ıćı Větu 14 rovněž nadtř́ıdou graf̊u které

splňuj́ı Větu 11 a výsledky uvedené v této kapitole tak zobecňuj́ı výsledky uvedené

v [2].

Věta 15. Každý {Chair,House,Bull,K1+C4}-free graf je {Chair,House,Bull}-
free graf, jehož množina B je bud’ prázdná nebo [B] je sjednoceńım úplných graf̊u

stejného řádu.

D̊ukaz: Necht’ G je {Chair,House,Bull,K1 +C4}-free graf. Pokud G neobsahuje

lichou d́ıru jako indukovaný podgraf, potom množina B grafu G je prázdná

a G je {Chair,House,Bull}-free.

Dále tedy uvažujme, že G obsahuje lichou d́ıru jako indukovaný podgraf.

Pokud množina B grafu G je prázdná, potom stejně jako v předchoźım

př́ıpadě G je {Chair,House,Bull}-free. Pokud množina B grafu G neńı

prázdná, potom podle d̊ukazu Tvrzeńı 10.3 plat́ı, že [B] je úplný graf, což

je speciálńı př́ıpad toho, že [B] je sjednoceńım úplných graf̊u stejného řádu

a G je {Chair,House,Bull}-free. ■
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Věta 16. Každý {Chair,House,Bull,Dart}-free graf, který neobsahuje C5 jako

indukovaný podgraf je {Chair,House,Bull}-free graf jehož množina B je prázdná.

D̊ukaz: Necht’ G je {Chair,House,Bull,Dart}-free graf, který neobsahuje lichou

d́ıru C5 jako indukovaný podgraf. Pokud G neobsahuje lichou d́ıru jako

indukovaný podgraf, potom je množina B grafu G prázdná a graf G je

{Chair,House,Bull}-free.

Pokud G obsahuje lichou d́ıru C jako indukovaný podgraf, potom je tato

lichá d́ıra délky alespoň 7, tj. C ∼= C2k+1, kde k ≥ 3. Dále označme

C = [v1, v2, ..., v2k+1]. Nejprve předpokládejme, že množina B grafu G

neńı prázdná. Existuje tedy vrchol x ∈ B. Potom ale [v1, v2, v3, v5, x] ∼=
Dart ⊑ G, což je spor. Množina B grafu G je tedy prázdná a G je

{Chair,House,Bull}-free. ■

Poznamenejme, že u tř́ıdy {Chair,House,Bull,Dart}-free graf̊u, které obsa-

huj́ı C5 jako indukovaný podgraf obecně neplat́ı, že pokud je množina B neprázdná,

potom [B] je sjednoceńı úplných graf̊u stejného řádu. Př́ıkladem je graf C5 + P3,

který je {Chair,House,Bull,Dart}-free ale jeho množina B indukuje cestu P3.
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Kapitola 5

Závěr

V této práci jsme nejprve uvedli základńı pojmy z oblasti teorie graf̊u, které jsou

použité v této práci a přibĺıžili jsme problematiku vrcholového barveńı graf̊u. Dále

jsme uvedli základńı výsledky z oblasti barveńı graf̊u a uvedli jsme dvě hypotézy,

které dávaj́ı horńı odhad na chromatické č́ıslo grafu.

Jednou z těchto hypotéz je Reedova hypotéza ([15]), pro ńıž jsme v Kapitole 3.1

uvedli doposud známé výsledky. Zejména jsme se zaměřili na tř́ıdy graf̊u, které jsou

dány zakázanými podgrafy a splňuj́ı Reedovu hypotézu. Jeden z těchto výsledk̊u

uvedl Aravind a kol. v [2], kde ukázali platnost Reedovy hypotézy pro tř́ıdu

{Chair,House,Bull,K1 +C4}-free graf̊u a tř́ıdu {Chair,House,Bull,Dart}-free
graf̊u. Za účelem oslabeńı požadavku na počet zakázaných podgraf̊u jsme v Kapi-

tole 4 ukázali, že tř́ıda {Chair,House,Bull}-free graf̊u, jejichž množina B je bud’

prázdná nebo [B] je sjednoceńım úplných graf̊u stejného řádu splňuje Reedovu

hypotézu a nav́ıc tato tř́ıda graf̊u zobecňuje výsledky z [2].

Podnětem k daľśımu zkoumáńı by mohlo být daľśı oslabeńı požadavku na

množinu B v {Chair,House,Bull}-free grafech např́ıklad tak, že [B] je sjed-

noceńım úplných graf̊u, které mohou mı́t r̊uzný počet vrchol̊u, př́ıpadně [B] je

pouze souvislý graf. Dokázáńı těchto oslabeńı by bylo užitečné ve snaze o dokázáńı

platnosti Reedovy hypotézy pro tř́ıdu {Chair,House,Bull}-free graf̊u. Daľśım

podnětem by mohla být snaha o zobecněńı výsledk̊u uvedených v [2] z oblasti

graf̊u, kde P5 je jedńım ze zakázaných podgraf̊u. Tyto poznatky by mohly vést

k dokázáńı Reedovy hypotézy pro tř́ıdu P5-free graf̊u.
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