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Abstrakt

Necht G je graf a k > 0. Potom k-ty iterovany hranovy graf je LX(G) = L(L*'(G)),
kde L°(G) = G a LY(G) = L(G). Nejmensi pfirozené &islo k takové, Ze iterovany
hranovy graf L¥(G) m4 hamiltonovskou kruZnici, respektive cestu, se nazyva ha-
miltonovsky index, respektive hamiltonovsky cestovy index.

Tato bakaldrskd prace shrnuje doposud znamé vysledky existence hamilto-
novskych kruZnic v iterovanych hranovych grafech. Vysledky pro hamiltonovské
cesty v iterovanych hranovych grafech zatim publikované nejsou a v této praci
se podarilo ukazat, Ze hamiltonovsky cestovy index existuje pro vSechny grafy G
a podafrilo se urcit jeho pfesnou hodnotu pro stromy.

Klicova slova

Hamiltonovska cesta, hamiltonovskd kruznice, hamiltonovsky cestovy index, ha-
miltonovsky index, iterovany hranovy graf.



Abstract

Let G be a graph and k > 0. The k-iterated line graph of a graph G is LX(G) =
L(LFY(G)), where L°(G) = G and L'(G) = L(G). The minimum number k such
that iterated line graph L*(G) has hamiltonian cycle, path is called hamiltonian
index, hamiltonian path index, respectively.

This bachelor’s thesis summarizes known results of the existence of hamil-
tonian cycles in iterated line graphs. The results for hamiltonian paths in iterated
line graphs have not been published yet and in this work we also focus on hamil-
tonian path index and we show that hamiltonian path index exists for all graphs
and determine its exact value for trees.

Keywords

Hamiltonian cycle, hamiltonian index, hamiltonian path, hamiltonian path index,
iterated line graph.
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Kapitola 1

Uvod

Znamou ulohou z teorie grafu je hleddni hamiltonovské kruZnice, tedy takové,
kterd prochazi kazdym vrcholem grafu pravé jednou. Graf, ve kterém lze najit
hamiltonovskou kruZnici, se nazyva hamiltonovsky. Obecné rozhodnout o tom,
zda v daném grafu existuje hamiltonovska kruznice, je velmi obtizné. V praxi
se tato uloha uvadi napiiklad jako problém obchodniho cestujiciho, ktery ma za
ukol navstivit vSechna mésta, vratit se do vychoziho mésta a pritom nacestovat co
nejkratsi vzdalenost.

Chartrand zavedl pojem k-tého iterovaného grafu L*(G) a definoval hamilto-
novsky index h(G) jako nejmensi pfirozené Cislo k takové, Ze iterovany hranovy
graf L¥(G) je hamiltonovsky. Ukézal, ze h(G) existuje pro kazdy souvisly graf,
ktery neni cesta.

Cilem této bakalarské prace je shrnout doposud znamé vysledky, které se tyka-
Ji hamiltonovskych kruznic a hamiltonovskych cest v iterovanych hranovych gra-
fech, a pokusit se nékteré vysledky hamiltonovského indexu pouzit k ziskani po-
dobnych vysledkl pro hamiltonovské cesty v iterovanych hranovych grafech, coz
je hlavnim obsahem tfeti a ¢tvrté kapitoly.

Ve druhé kapitole uvedeme prehled zakladnich pojmu, které budou v praci
pouZity.



V Kapitole 3 predstavime charakterizaci grafi, které maji hamiltonovské ite-
rované grafy pro k > 1, a ukdZeme metodu Xionga a Liua, pomoci které 1ze
ur¢it hamiltonovsky index grafu. V dne$ni dobé existuje mnoho vysledki jak
k urceni presné hodnoty hamiltonovského indexu pro specidlni tiidy graft, tak
k ur¢eni hornich a dolnich odhadt hamiltonovského indexu pro obecné grafy. Tyto
vysledky ukazeme také v Kapitole 3.

Jako je pojem hamiltonovsky index pro hamiltonovské kruznice, 1ze pfirozené
zavést pojem hamiltonovsky cestovy index pro hamiltonovské cesty v iterovanych
hranovych grafech. Protoze Zadné podobné vysledky pro urc¢eni hamiltonovského
cestového indexu dosud publikované nejsou, pokusime se je v Kapitole 4 ziskat
pro urcity typ grafli, kterym jsou stromy.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Nechi G = (V(G), H(G)) je graf, kde V(G) je neprazdnd mnoZzina vrcholt a H(G)
je mnoZzina hran. Pokud H(G) C (V(G) X V(G)), hovotime o orientovaném grafu,
pokud H(G) <€ (V(ZG)), jde o neorientovany graf. V této prici se budeme zabyvat
pouze neorientovanymi grafy s kone¢nym poc¢tem vrchold.

Poznamenejme, Ze pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje vice nez jedna
hrana nebo graf G obsahuje hranu vedouci z vrcholu do t€hoZ vrcholu, jednd se
o multigraf.

Necht G je graf s n vrcholy takovy, Ze kazdé dva vrcholy grafu G jsou spojeny
hranou, tedy H(G) = (V(ZG)). Pak se graf G nazyva dplny a znadi se K,,.

Necht G je graf. Pokud lze mnoZinu vrcholl grafu G rozdélit na dvé mnoZiny
tak, Ze hranou jsou spojeny pouze vrcholy, které nejsou ve stejné mnoZing, nazyva
se tento graf bipartitni. Pokud kazdy vrchol z jedné mnoziny je spojen hra-
nou s kazdym vrcholem druhé mnoZziny, nazyva se tento graf dplny bipartitni
a znaci se K, ,, kde m a n je pocet vrcholli jednotlivych mnozin.

Dva grafy G| a G, jsou izomorfni, pokud existuje bijekce ¢ : V(G,) — V(G,)
takova, ze dva vrcholy v, v, € V(Gy) jsou spojeny hranou pravée tehdy, kdyZz jsou
spojeny hranou vrcholy ¢(v;) a ¢(v,). Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus.



Nechf G je graf a u,v € V(G). ﬁﬂ(éme, Ze vrcholy u a v jsou incidentni,
pokud maji spole¢nou hranu e = {u,v} € H(G). Stupen vrcholu u grafu G,
znacime jej dg(u), je poCet vrchold, se kterymi je dany vrchol incidentni. Nejmensi
stupen vrcholu v grafu G se nazyva minimalni stupen grafu G a znadi se 6(G).
Nejvetsi stupen vrcholu v grafu G se nazyva maximalni stupen grafu G a znaci se
A(G).

Necht G je graf a u,v € V(G). Rekneme, ze G’ je podgraf grafu G, znacime
G’ C G, jestlize V(G’) € V(G) a H(G') C (V<§ >) N H(G). Podgraf G’ se nazyva

indukovany, pokud V(G’) C V(G) a H(G') = (WZG’)) N H(G). Nechf H je mnoZina
grafi H. Graf G nazveme bez H, pokud neobsahuje zadny graf H € H jako
indukovany podgraf. Kazdy graf H € ‘H nazveme zakazany podgraf. Pokud
‘H = {H}, zjednodusené fekneme, Ze graf G je bez H.

Necht G je graf, S € H(G) aT C V(G). Oznatime G — S podgraf grafu G,
ktery ma mnozinu vrchold V(G-S) = V(G) amnozinu hran H(G-S) = H(G)\S .
Pokud S = {e}, piSeme zkracené G —e. Oznalime G — T podgraf grafu G, ktery ma
mnozinu vrchold V(G —T) = V(G)\ T a mnozina hran je mnoZina H(G) bez hran,
které obsahuji alesponi jeden vrchol z T. Pokud T' = {v}, piSeme zkracené¢ G—v. Pro
dva grafy G, G,, G, € Gy, definujeme G| — G, jako graf, jehoz mnoZina vrchold
je V(G — Gy) = V(Gy) \ V(G,) a mnozina hran H(G, — G,) = H(Gy) \ H(G»)
bez hran, které obsahuji alespon jeden vrchol z V(G»).

Necht G, G,,...,G; jsou grafy. Sjednocenim G; U G, U - - - U G, rozumime
graf s mnozinou vrcholt V(G; UG, U --- U Gy) = V(G) U V(Gy) U --- U V(Gy)
a mnozinou hran H(G,UG,U---UGy) = H(G1)UH(G,)U- - -UH(Gy). Sjednoceni
grafti G|, G, . . ., Gy je disjunktni, pokud plati, Ze V(G,)NV(G,) = 0, pro vSechna
i,j€{l1,2,...,k} takova, Ze i # j. Sjednoceni grafi Gy, G,,...,G; je hranové
disjunktni, pokud plati, Ze H(G;) N H(G,) = 0, pro v§echna i, j € {1,2,...,k} ta-
kova, 7e i # j. Ziejmé kazdé disjunktni sjednoceni grafti G|, G,, .. ., G je hranové
disjunktni sjednoceni, ale naopak to neplati.

Graf P, se nazyva cesta, pokud mnozina vrcholl je V(P,) = {vi,va,- -+, v}
a mnozina hran je H(P,) = {{vi,vis1},i = 1,2,--- ,n — 1},n > 1. Takovou cestu
budeme nazyvat v,v,-cesta. Graf P, nazveme trivialni cesta. Délka cesty je pocet
jejich hran. Vrcholy v; a v, se nazyvaji koncové vrcholy, ostatni vrcholy, pokud
existuji, se nazyvaji vnitini vrcholy cesty. Pokud graf G obsahuje jako podgraf
cestu P na vSech jeho vrcholech, nazyva se cesta P hamiltonovska cesta.



Graf C, je kruznice, pokud mnozina vrcholli je V(C,) = {vi,vp, -+ ,w,}
a mnozina hran je H(C,) = H(P,) U {v,,vi},n > 3. Délka kruznice je pocet
jejich hran. Graf G je hamiltonovsky, pokud obsahuje jako podgraf kruznici C
na vSech vrcholech grafu G. Kruznice C se nazyva hamiltonovska.

Sled v grafu G je posloupnost vrcholl a hran vy, ey, vy, ez, - , e, Vi takova,
7zev; € V(G) ae; = {vi_1,v;} € H(G) pro vSechnai = 1,2,--- ,k. Tah v grafu G
je sled, ve kterém se kazda hrana vyskytuje nejvyse jednou. Tah, ve kterém plati,
7e vo = W, se nazyva uzavieny tah. Tah 7 je dominantni, pokud pro kazdou
hranu {u, v} grafu G plati, Ze u nebo v je vrchol tahu 7. Poznamenejme, Ze tah,
ve kterém se kazdy vrchol vyskytuje nejvyse jednou, se nazyva cesta. To znamena,
Ze na pojem cesta se da nahliZzet dvéma zplisoby: jako na typ grafu nebo jako
na typ tahu.

Vzdalenost dvou vrchold u, v € V(G), znatime ji dg(u, v), je nejmensi pocet
hran uv-cesty v grafu G. Vzdélenost dvou podgrafii G|, G, grafu G je nejmensi
vzdalenost dvou vrcholu u, v takovych, ze u € V(Gy) av € V(G,), a znadi se
ds(G1, G,). Excentricita vrcholu u, zna¢i se ecc(u), je definovédna jako ecc(u) =
max{ds(u, v)lv € V(G)}. Pomoci excentricity miZeme definovat pramér grafu G,
znaci se diam(G), jako diam(G) = max{ecc(u)lu € V(G)} a radius grafu G,
znaci se rad(G), jako rad(G) = min{ecc(u)|u € V(G)}.

Pokud pro kazdé dva vrcholy u a v grafu G existuje uv-cesta v grafu G, je
graf G souvisly. V opa¢ném piipadé graf neni souvisly. Nechf mnozina T C V(G)
a k € N. Graf G se nazyva k-souvisly, pokud graf G — T je souvisly pro kazdou
mnozinu 7 takovou, Ze |T| < k. Poznamenejme, Ze misto 1-souvisly graf fikaime
pouze souvisly graf. Maximalni souvisly podgraf (co do poctu vrcholt i hran)
grafu G se nazyvad komponenta grafu.

Souvisly graf T, ktery neobsahuje Zadnou kruznici jako podgraf, se nazyva
strom. Vrchol stupné 1 ve stromu 7" se nazyva list. Strom 7', ktery je zaroven
bipartitnim grafem K, se nazyva hvézda pro n > 0. Pokud n = 0, T se nazyva
trivialni hvézda. Vrchol stupné n nazyvame stied hvézdy.

Nechi G je souvisly graf. Mostem nazveme hranu e grafu G takovou, Ze
graf G — e neni souvisly. Podobné vrchol v grafu G, pro ktery graf G — v neni
souvisly, se nazyva artikulace.



Blok grafu G je maximdlni souvisly podgraf (co do poctu vrcholu i hran),
ktery nemd artikulace. Pokud blok obsahuje pouze jednu hranu grafu G, nazyva se
acyklicky blok, v opaéném piipadé jde o cyklicky blok.

Necht graf G m4 alespoii jednu hranu. Potom hranovy graf L(G) grafu G je
takovy graf, jehoZ mnozina vrcholi odpovidd mnozin€ hran grafu G a dva vrcholy
grafu L(G) jsou spojeny hranou, pokud pfislusné hrany grafu G obsahuji stejny
vrchol. Ziejmé plati, Ze pokud graf G je souvisly a md alespon jednu hranu, jeho
hranovy graf L(G) je také souvisly.

Nechi G je graf a i € N. Oznaéime Vi(G) = {v € V(G) : dg(v) = i}. Pod-
graf b grafu G, ktery je cesta, jejiz koncové vrcholy nejsou ve V,(G), ale vnitini
vrcholy, pokud existuji, jsou ve V,(G), se nazyva vétev. Mnozinu vétvi b grafu G
oznac¢ime B(G) a definujeme B;(G) jako mnoZinu vétvi b € B(G), které maji ale-
sponi jeden koncovy vrchol lezici ve V(G). Mnozinu vétvi, jejichz kazda hrana
je mostem grafu G, ozna¢ime CB(G). Definujeme CB(G) = B;(G). Pocet hran
vétve je délka vétve.

Pro kazdou podmnoZinu S’ mnoziny B(G) oznacime G — S’ podgraf grafu G,
jehoZ mnozina vrcholt je V(G — §’) = V(G) \ (V(S§’) N V,(G)) a mnoZina hran je
H(G-S")=H(G)\ H(S"). MnoZina S’ se nazyva vétvovy fez, pokud G — S’ ma
vice komponent nez graf G. VE&tvovy fez grafu G, ktery ma minimélni pocet vétvi,
se nazyva svazek vétvi. Mnozinu svazki vétvi grafu G ozna¢ime BB(G). Svazek
vétvi je lichy, pokud obsahuje lichy pocet vétvi. Délka svazku vétvi S € BB(G),
oznacime ji [(S), je délka nejkratsi vétve v S'.

Nechi G je graf a p € N. Potom p-tou mocninou grafu G, znatime G,
rozumime graf s mnoZinou vrcholi V(G?) = V(G), hrana {u, v} je hrana grafu G?,
pokud v grafu G existuje uv-cesta délky nejvyse p.



Kapitola 3

Iterované hranové grafy

Pro k > 0 je k-ty iterovany hranovy graf, zna¢ime L*(G), d4n rekurzivng tak,
ze LNG) = L(LFY(G)), kde L°(G) = G a plati, Ze L'(G) = L(G). Tento pojem
definoval Chartrand v [4].

Existuji dvé tfidy grafii, které maji snadno urcitelné iterované hranové grafy,
jde o kruZznice C, a cesty P,. Iterovany hranovy graf L*(C,) kruZnice C, je izo-
morfni s grafem C, pro vSechna k > 0. Hranovy graf L(P,) cesty P,, kterd ma
délku n — 1, je opét cesta, kterd md délku n — 2. Iterovany hranovy graf L"~'(P,)
obsahuje pouze jeden vrchol a L*(P,) neexistuje pro k > n.

Vrchol w grafu L(G) je artikulaci, pokud odpovida hrané x = {u, v}, ktera je
mostem grafu G a vrcholy u a v grafu G maji stupenl vétsi nez 1.

Hrana x = {u;,u,} je mostem grafu L(G), pokud hrany y; a y, grafu G od-
povidajici vrcholim u; a u, grafu L(G) jsou mosty a maji spolecny vrchol stupné 2.
Dile plati, ze iterovany hranovy graf L*(G) obsahuje most, pokud graf G obsa-
huje cestu s k + 1 mosty, z nichz kazdé dva po sobé¢ jdouci mosty maji v grafu G
spolec¢ny vrchol stupné 2.



3.1 Hamiltonovské kruZnice v iterovanych hranovych
grafech

Harary a Nash-Williams v [3] charakterizovali grafy G, pro které je hranovy
graf L(G) hamiltonovsky.

Véta 3.1. (Harary a Nash-Williams, [3]) Necht G je souvisly graf s aspon tfemi
hranami. Potom hranovy graf L(G) je hamiltonovsky prdvé tehdy, kdyZ graf G md
dominantni uzavreny tah.

Z Véty 3.1 vyplyv4, Ze hranovy graf L(G) hamiltonovského grafu G je ha-
miltonovsky, protoZe na hamiltonovskou kruznici v grafu G lze nahliZet jako
na specidlni typ dominantniho uzavieného tahu. Z toho také plyne hamiltonov-
skost k-tého iterovaného hranového grafu pro libovolné k. To uvedl Chartrand ([4])
v nasledujici Véte 3.2.

Véta 3.2. (Chartrand, [4]) Pokud graf G je hamiltonovsky, pak také jeho hranovy
graf L(G) je hamiltonovsky, tedy i iterovany hranovy graf L*(G) je hamiltonovsky
pro vSechna k.

Nejmensi pfirozené Cislo k (pokud existuje) takové, Ze iterovany hranovy
graf L*(G) je hamiltonovsky, se nazyva hamiltonovsky index a zna¢i se i(G).
Tento pojem opét zavedl Chartrand v [4] a v nasledujici Vét€ 3.3 potvrdil exis-
tenci hamiltonovského iterovaného grafu pro kazdy souvisly graf, ktery nenf cesta.

Véta 3.3. (Chartrand, [4]) Kazdy souvisly graf G, ktery neni cesta, md hamil-
tonovsky iterovany hranovy graf L*(G) pro néjaké k > 0. Dokonce pokud G md
n vrcholii, potom L*(G) je hamiltonovsky pro vsechna k > n — 3.

3.1.1 Presné hodnoty hamiltonovského indexu

V této podkapitole uvedeme znamé presné hodnoty hamiltonovského indexu.

Nejprve v nasledujici vét€ uvedeme vysledek Nebeského z [9], ktery ukazal,
7e hranovy graf druhé mocniny grafu G uZ je hamiltonovsky. To znamend, Ze bud
h(G?) = 0, takze G? je hamiltonovsky a podle Véty 3.2 je i hranovy graf L(G?)
hamiltonovsky, nebo A(G?) = 1, takze podle Véty 3.1 ma G* uzavieny dominantni
tah.



Véta 3.4. (Nebesky, [9]) Nechi G je souvisly graf s aspori tfemi hranami. Potom
hranovy graf L(G?) je hamiltonovsky.

Zavedeme EU;(G) mnozinu podgrafi H grafu G, které spliuji nasledujici
podminky:
1. kazdy vrchol podgrafu H m4 sudy stupeii v H, izolovany vrchol také bereme

jako vrchol sudého stupné,

2. Vo(H) € UL Vi(G) € V(H),
3.d¢(H,,H — Hy) < k— 1 pro kazdy podgraf H, grafu H,
4.|E(b)| < k + 1 pro kazdou vétev b € B(G), pro kterou E(b) N E(H) = 0,
5.|E(b)| £ k pro kazdou vétev b € B((G).

Nasledujici Véta 3.5 dava charakterizaci grafii, které maji hamiltonovské k-té
iterované hranové grafy pro k > 2.

Véta 3.5. (Xiong a Liu, [18]) Nechi G je souvisly graf s asponi tfemi hranami
a k > 2. Potom iterovany hranovy graf L*(G) je hamiltonovsky prdvé tehdy, kdyZ
EULG) # 0.

Pro predchozi Vétu 3.5 musi platit, ze k > 2. Hranovy graf L(G) muze
byt hamiltonovsky, ale mnozina EU,(G) bude prazdnd. Ptiklad takového grafu
je na Obréazku 3.1. M¢jme graf Gy. Vzhledem k podminkdm 1. a 2. pfichazi
v tvahu jako podgrafy v EUi(G,) pouze H,, H,, H3, Hy, Hs a Hg (aZ na symet-
rii). Podgrafy se skladaji z kruznice nebo izolovanych vrcholl, popiipadé z je-
jich kombinaci. Aby podgraf H;,, i = 1,2,...,6, patfil do mnoziny EU,(Gy),
musi spliiovat vSech pét podminek. Pro podgrafy H;, Hs, Hs a Hg nastava problém
u 3. podminky. Pokud vezmeme libovolny izolovany vrchol jako podgraf H, pod-
grafu H;, i = 1,3,5,6, vzdélenost podgrafi Hy a H; — Hy v grafu G, je 1, ale
podle podminky by méla byt 0. To znamend, Ze pro k = 1 by mél byt podgraf
H;,i=1,3,5,6, grafu G spojity, coz neni. Proto podgrafy H;,i = 1,3, 5,6, ne-
patfi do mnoziny EU,(G,). Pro podgrafy H, a H, neplati 4. podminka, protoze
pocet hran vétve b € B(Gy), E(b) N E(H;) = 0, j = 2,4, ma byt mensi nebo
rovno 2, ale z obrazku je vidét, Ze pocet hran je 3. Kvtli nesplnéni této podminky
ani podgrafy H;, j = 2,4, nepatii do mnoZiny EU,(Gy). Mnozina EU,(Gy) je tedy
prazdna. Hranovy graf L(G,) je presto hamiltonovsky, protoZe z obrazku je vidét,
ze graf G obsahuje kruznici (podgraf H; bez vrcholu w), ktera je uzavienym do-
minantnim tahem.
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Obrazek 3.1: Graf Gy a jeho podgrafy H,, H,, H3, Hy, Hs a H,.

Pro uvedeni dalSich vysledkt definujeme:
— k(G) = 0, pokud graf G je 2-souvisly,
— k(G) = 1, pokud graf G neni 2-souvisly a CB(G) = 0,

— k(G) = max{max{|E(b)|+1 : b € CB(G)\CB(G)},max{|E(b)| : b € CB{(G)}}
v ostatnich ptipadech.
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Chartrand a Wall v [5] stanovili hamiltonovsky index pro strom.

Véta 3.6. (Chartrand a Wall, [5]) Nechtf T je strom. Potom

WT) = k(T).

Strom T neni 2-souvisly a nemlZe byt hamiltonovsky, protoze neobsahuje
kruZnici jako podgraf, tedy urcité k(7") # 0. JelikoZ mnoZina vétvi CB(T') stromu
neni prazdnd, protoZe kazd4 hrana stromu je mostem, ur¢i se hodnota k(7) z délek
vétvi stromu 7.

Chartrand a Wall v [5] vysledek Véty 3.6 zobecnili na nasledujici.

Véta 3.7. (Chartrand a Wall, [5]) Pokud kaZdy cyklicky blok grafu G je hamilto-
novsky, potom

hG) = max{max{|E(b)| + 1 : b € B(G) \ B1(G)}, max{|E(b)| : b € B,(G)}}.

Lai v [6] ale nasledujicim protiptfikladem dokézal, Ze vysledek Véty 3.7 neni
spravny. Méjme kruznici C, a vytvorme graf G, tak, ze V(G,) = V(C,) U {wy, w,}
a H(G,) = H(C,) U {{vi, w1}, {va, w,}}. Graf G, m4 dva acyklické bloky K, a je-
den hamiltonovsky blok C,. Maximdlni délka vétve b € B{(G,) je 1 a maximalni
délka vétve b € B(G,) \ B1(G,) je n — 1. Pouzitim Véty 3.7 dostdvame: h(G,) =
max{n, 1} = n,n > 3. Graf G,, m4 ale kruznici C,, kterd je dominantnim uzavienym
tahem, a proto podle Véty 3.1 plati, ze h(G,) = 1.

SaraZin v [13] ukdzal, Ze staci Vétu 3.7 preformulovat na nasledujici.

Véta 3.8. (SaraZin, [13]) Pokud kaZdy cyklicky blok grafu G je hamiltonovsky,
potom

hG) = k(G).

Rozdil mezi Vétou 3.7 a Vétou 3.8 je, Zze ve Vété 3.7 se pocitd s vétvemi
z B(G), ale ve Vété 3.8 se maximum pocitad ze vSech vétvi z CB(G).

Xiong a Liu v [18] ukézali metodu pouZzivajici split bloky ziskané z cyk-
lickych blokti grafu G, pomoci které Ize urCit hamiltonovsky index grafu. V kaz-
dém cyklickém bloku B grafu G vybereme takové vrcholy x, které maji v bloku B
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stupenl 2 a zdroven v grafu G maji stupen alesponl 3. Kazdy vrchol x nahradime
kruznici C3 s mnozinou vrcholl {x, x;, x»}. Ozna¢ime u a v dva vrcholy inci-
dentni s vrcholem x v B. Hranu {u, x} nahradime hranou {u«, x;} a hranu {v, x} na-
hradime hranou {v, x,}. Takto upraveny cyklicky blok nazveme split blok grafu G
a oznacime jej S B. Konstrukce ukazana na ptikladu je na Obrazku 3.2.

Véta 3.9. (Xiong a Liu, [18]) Nechi G je souvisly graf a S B,S B-, ...,S B, jsou
v§echny split bloky grafu G. Potom

hG) = max{h(S By), (S Bz), ..., h(S B,), k(G)}.

P

l
)
=
-
2t

(8] T2 T 2 Toz Ty

SB SB, SBy

split bloky grafu G

Obrazek 3.2: Konstrukce split bloki grafu G.
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3.1.2 Odhady hamiltonovského indexu

Dile uvedeme zndmé odhady hamiltonovského indexu v zdvislosti na paramet-
rech grafu.

Véta 3.10. (Chartrand a Wall, [5]) JestliZe G je souvisly graf a md jako podgraf
kruZnici délky [, potom h(G) < |[V(G)| - L.

Oznacime /(G) maximalni délku vétve grafu G, kromé vétve, jejiZ vrcholy
indukuji graf Kj.

Lai v [6] odhadl hamiltonovsky index pomoci nejdelsi vétve grafu.
Véta 3.11. (Lai, [6]) Nechi G je graf. ktery neni cesta. Potom
hG) <I(G) + 1.
Pro kazdy souvisly graf G s maximalnim stupném alespon 3 definujeme By(G)
jako mnoZinu vétvi b € B(G), jejichz vrcholy indukuji podgraf grafu G, ktery je
kruZnice; to znamend, Ze koncové vrcholy u a v vétve b jsou spojeny hranou.

Na Obréazku 3.3 ukazeme priklad grafu G, ktery ma vétev b € By(G) a kruZnici,
ktera vznikne pfiddnim hrany {u, v} k vétvi b.

u
RN
/N
v
G
Obrazek 3.3: Graf G s vétvi b € By(G).

Nyni mtizeme uvést vétu od Xionga a Liu ([18]).

Véta 3.12. (Xiong a Liu, [18]) Necht G je souvisly graf, ktery neni cesta. Potom
h(G) < max{|E(b)| : b € B(G) \ By(G)} + 1.

Tento vysledek je silnéjSi nez vysledek Véty 3.11, protoze do odhadu ve
Vété 3.12 se nezahrnuji vétve z By(G), které mohou mit velkou délku a mo-
hou odhad ve Vét€ 3.11 zvysit, ale podle Véty 3.12 nemaji na h(G) vliv. (Viz
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Obrazek 3.4 pozdéji, kde napriklad délka kruznice Cy, a tedy vétve z By(G), muze
byt libovolnd, ale h(G) = 2.)

Na piikladu ukdZeme, Ze horni mez Véty 3.12 jiZ nelze zlepsit. Necht Py, je
uv-cesta délky k a Cy, C, jsou dvé libovolné kruznice. Sestrojime graf G tak, Ze
pro dva koncové vrcholy u a v cesty Py, bude platit, Ze u € V(Cy) av € V(C,).
Ukazeme, Ze h(G) = k + 1 tim, Ze mnozina EU;(Gy) je prazdna podle Véty 3.5.
V grafu Gy je jedina vétev b € B(G) \ By(G) a je izomorfni s cestou Py, a tedy
podle Véty 3.12 je h(G) < k+1. Aby byly splnény podminky 1. a 2., podgrafem H
miZe byt pouze sjednoceni podgrafi H; a H,, kde H; je bud C; nebo H; = {u},
respektive H; = {v}, proi = 1, 2. Ve vSech piipadech ale neni splnéna podminka 3.,
protoze vzdélenost vrcholi u# a v by méla byt mensi nebo rovno nez k — 1, ale
cesta mezi vrcholy ma délku k. Proto podgraf H nepatfi do mnoziny EU(Gy), ale
zfejmé patii do mnoziny EUy.1(Gy). Pro ilustraci ukdZeme na Obrazku 3.4 priklad
grafu Gy pro k = 1. Je vidét, Ze hranovy graf L(G,) neni hamiltonovsky, protoze
obsahuje artikulaci. V iterovaném hranovém grafu L*(G,) ale uZ urité najdeme
hamiltonovskou kruZnici.

c, e —» e (O

srafl L*(G)

Obrazek 3.4: Piiklad grafu G a iterované grafy L(Gy), L*(Gy).
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Disledkem Véty 3.12 je nasledujici véta od Chartranda a Walla z [5], ktefi
odhadli hamiltonovsky index grafu pomoci minimdlniho stupné grafu.

Véta 3.13. (Chartrand a Wall, [5]) Necht G je souvisly graf a §(G) > 3. Potom
hG) <2

JelikoZ minimdlni stupen grafu G je alespon 3, tak zZadna vétev v grafu G
nemd vnitini vrcholy, a proto délka vétvi je nejvySe 1. Dosazenim do vztahu
ve Vété 3.12 dostavame: h(G) < 2.

Catlin a kol. v [2] odhadli hamiltonovsky index pomoci priméru grafu.

Véta 3.14. (Catlin a kol., [2]) Necht G je souvisly graf, ktery neni cesta. Potom
hG) < diam(G).

Ziejmé maximdlni délka vétve z B(G) \ By(G) je mensi neZ pramér grafu G
az na pripad, kdy G je cesta, protoze pramér grafu zavisi i na délce vétvi z By(G),
které mohou mit velkou délku. Véta 3.12 pravé predpoklada, Ze G neni cesta,
a tedy Véta 3.12 zlepSuje odhad predchozi Véty 3.14.

Xiong v [16] vysledek Véty 3.14 zlepsil o jedna a diky odhadu Xua v [21]
diam(G) — 1 < |V(G)| — A(G) zlepsil i vysledek nésledujici Véty 3.17.

Véta 3.15. (Xiong, [16]) Nechi G je souvisly graf, ktery neni cesta. Potom
hG) < diam(G) — 1
a horni mez je ostrd.

Ukdzeme, Ze mez diam(G) — 1 jiz nelze zlepsit. Pro k > 3 sestrojime graf Gy
ndsledujicim zptsobem. Necht K, s > 3 a K, > 3, jsou dva dplné grafy a P; je
uv-cesta délky k — 2 takova, Ze pro jeji koncové vrcholy u a v plati, Zze u € V(Kj)
av e V(K,). Lze ukazat, ze h(G;) < diam(Gy) — 1 = k — 1. Pramér grafu G,
se rovna k, protoze grafy K, a K, jsou uplné grafy, a proto vzdalenost kazdého
vrcholu grafu K kromé u, respektive K, kromé v, a koncového vrcholu u, respek-
tive v, cesty Py je 1. Lze ukazat podle Véty 3.5, Ze podgraf H grafu G, s mnoZinou
vrcholt V(H) = V(K,) U V(K,) a praizdnou mnoZinou hran patii do mnoziny
EU;_(Gy), a tedy iterovany hranovy graf L*"!(G;) je hamiltonovsky; a Ze nao-
pak mnoZina EU,_»(Gy) je prazdn, a tedy iterovany hranovy graf L*-2(G;) neni

16



hamiltonovsky. Tedy h(Gy) = diam(Gy) — 1. Pro lepsi predstavu uvedeme priklad
na Obrazku 3.5. Sestrojime graf G, ktery bude mit jako podgraf dva iplné grafy K3
a cestu P3. Primér grafu G; je 3, tedy h(G3) = 2. Je vidét, Ze hranovy graf L(G3)
nenf hamiltonovsky, protoZe obsahuje artikulaci, ale iterovany hranovy graf L?(G3)
uz obsahuje hamiltonovskou kruZnici.

eraf L*(G)

Obrazek 3.5: Graf G5 a jeho iterovany hranovy graf L(G3).
Diive Veldman v [15] ziskal vysledek, ktery je nyni jiz disledkem Véty 3.15.

Véta 3.16. (Veldman, [15]) Necht G je souvisly graf s minimdlné tfemi hranami
a diam(G) < 2. Potom L(G) je hamiltonovsky, tj. h(G) < 1.

Z Véty 3.15 plati vztah h(G) < diam(G) — 1. Ve Véte 3.16 mame predpoklad,
ze diam(G) < 2, tedy i(G) <2 — 1 =1 atedy L(G) je hamiltonovsky.

Catlin v [1] vyvinul redukéni metodu, pomoci které se da urcit, zda graf G ma
uzavieny tah na vSech vrcholech. Tato metoda vyuziva kontrakci G/H grafu G.
Kontrakce G/H vznikne z grafu G nahrazenim podgrafu H grafu G vrcholem vy
a pridanim vSech hran {vy, v}, pokud néjaky vrchol z V(H) je spojen hranou s vr-
cholem v € V(G) \ V(H) v grafu G. Detaily této metody nejsou predmétem nasi
prace, proto je nebudeme uvadet. PouZitim této metody ziskal SaraZin v [12] horni
odhad hamiltonovského indexu.
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Véta 3.17. (Sarazin, [12]) Necht G je souvisly graf, ktery neni cesta, a A(G) > 3.
Potom
h(G) < |V(G)| - AG).

Xiong a Liu v [18] ukazali jiny, ale jednoduchy dikaz predchozi Véty 3.17.
Nechf w je vrchol grafu G s maximalnim stupném. Definujeme podgraf H’ grafu G,
jehoz mnozina vrcholi je V(H') = UiA:(g ) V(G) a mnoZina hran je préazdnd. Dile
definujeme podgraf H” grafu G, ktery je maximalni podgraf co do poc¢tu vrcholt
takovy, Ze jeho vrcholy maji sudy stupenn v H” a obsahuji vrchol w. Definujeme
podgraf H, jehoz mnozina vrchold je V(H) = V(H’) U V(H”) a mnoZina hran
je H(H) = H(H"). Lze ukazat, ze podgraf H patfi do mnoziny EU\yG)-ac)(G)
a podle Véty 3.5 plati, Ze h(G) < |V(G)| — A(G).

Pro tfidu 2-souvislych grafti Xiong a Wu v [19] nasli lepsi odhad hamilto-
novského indexu neZ v predchozi Vété 3.17.

Véta 3.18. (Xiong a Wu, [19]) Nechf G je 2-souvisly graf. Pokud A(G) < |[V(G)|- 3,
potom

V(G)| - A(G
G < VOI-4G)
pokud graf G neni izomorfni s grafem, ktery vznikne hranovym sjednocenim tii
riiznych uv-cest délky | = % > 3.

Pro dalsi vysledek potfebujeme zavést pojem vétvového grafu, ktery oznacime
B(G), a specialni typ vzdalenosti dvou vrcholt H, H" € V(B(G)). Tato definice je
pomérné komplikovana a neni pro praci déle vice potieba, proto odkdZeme Ctenére
na ¢lanek od Sarazina ([12]). Poznamenejme, ze H, H' souvisi v grafu G s pod-
grafy, a proto vrcholy grafu B(G) zna¢ime takto. Oznaéme navic VB(G) mnoZinu
vrcholt lichého stupné v grafu B(G). Pak definujeme

©) max{d(H,H') : H,H' € V(B(G))}, pokud V(8B(G)) neni prazdna,

w =
0 jindy.

Véta 3.19. (SaraZin, [12]) Pro kaZdy graf G plati, Ze h(G) < w(G) + 1.

Pomoci vétvi grafu G a hodnoty w(G) Sarazin v [14] charakterizoval vSechny
grafy G, pro které h(G) > rad(G). Pro vSechny ostatni grafy G tedy plati, ze
h(G) < rad(G).
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Véta 3.20. (SaraZin, [14]) Necht G je graf takovy, Ze h(G) > rad(G). Potom plati
pravé jedno z téchto tvrzeni:

1. graf G obsahuje vétev b € CB(G) délky w(G) a h(G) = w(G),
2. graf G obsahuje vétev b € CB(G) \ CB(G) délky w(G) a h(G) = w(G) + 1.

Xiong akol. v [17] uvedli dolni i horni odhad hamiltonovského indexu z vlast-
nosti svazki vétvi.

Definujeme BB;(G) = Bi(G), BB>(G) ={S € BB(G) : |S|=1ab € CB(G) \
CBi(G)} a BB3(G) = {S € BB(G) : |S| = 3 a|S|je lichy}. Poznamenejme, Ze
mnoZina BB;(G) je mnoZina vSech vétvi, které maji alespon jeden koncovy vrchol
stupné 1; do mnoZiny BB,(G) rovnéZ patii pouze vSechny vétve, jejichz hrany jsou
mosty v grafu G a koncové vrcholy nemaji stupen 1; a do mnoZiny BB;(G) patii
svazky vétvi, které maji vice nez jednu vétev a pocet vétvi v tomto svazku je vzdy
lichy.

Diéle definujeme

max{l(S) : S € BB{(G)} proie{l,2,3}, pokud BB;(G)
hi(G) = neni prazdna,

0 jindy.

Pomoci délek svazki vétvi Xiong a kol. v [17] ur¢ili horni i dolni odhad ha-
miltonovského indexu.

Véta 3.21. (Xiong a kol., [17]) Necht G je souvisly graf a h(G) > 1. Potom
hG) = max {h(G), hy(G) + 1, h3(G) — 1}.
Ukdazeme, ze pro h(G) = 0 odhad predchozi véty neplati. Pokud i(G) = 0, tak
graf G je hamiltonovsky, tedy neobsahuje mosty, a tedy ani Zadné vétve z BB;(G)

pro vSechna i € {1, 2, 3}. Proto h;(G) = 0 a po dosazeni do vztahu pfedchozi véty
je h(G) > max{0,1,-1} = 1.

Véta 3.22. (Xiong a kol., [17]) Necht G je souvisly graf, ktery neni cesta. Potom

hG) < max {h(G), hy(G) + 1, h3(G) + 1}.
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Xiong a kol. v [17] porovnali vysledek pfedchozi véty s vysledkem Véty 3.11,
Véty 3.15 a Véty 3.17.

Ziejmé dusledkem predchozi Véty 3.22 je Véta 3.11, protoze h;(G) pro i €
{1,2,3} je maximum z délek pouze nckterych vétvi a odhad Véty 3.11 pouziva
maximum z délek vSech vétvi.

Srovname vysledek Véty 3.22 s odhadem Véty 3.15. Ziejmé h;(G) < diam(G)
pro i € {1,2,3}. Existuje graf, ktery ma velky primér, ale malé h3(G), napiiklad
graf, ktery vznikne nahrazenim kazdé hrany cesty lichym svazkem vétvi, ktery ma
nejméné tii vétve. Pak vysledek Véty 3.15 mize byt horsi nez vysledek Véty 3.22.
To ale neznamena, ze odhad Véty 3.22 je vzdy lepsi. Uvazujme graf G, ziskany
z grafu K, tak, Ze kazdou hranu K;,,; nahradime vétvi délky S. Zrejmé
h3(G,) = 2s = diam(G,), a tedy vysledek Véty 3.22 muze byt i horsi nez vysledek
Véty 3.15.

Da se ukézat, ze hi(G) < |[V(G)| — A(G) pro i € {1,2,3}. Obecné tedy neni
Véta 3.17 disledkem Véty 3.22.

Necht G je graf, k € N a P C G je cesta (uvaZujeme i trividlni cestu).
Definujeme stupen cesty P, oznatime jej dg(P), jako soucet stupiiti vSech vr-
cholti cesty P, tedy dg(P) = dg(vi) + dg(v2) + -+ + dg(vi). Déle definujeme
0(G) = min{dg(P) : |V(P)| = k} a zfejmé 6(G) = 01(G).

Liu a Xiong v [8] ur¢ili horni mez pro hamiltonovsky index souvislého grafu G
pouzitim parametru o (G) nasledovné.

Véta 3.23. (Liu a Xiong, [8]) Necht k > 3 a G je graf s poctem vrcholiin > k + 2
a o(G) > n + k — 3, potom L*"Y(G) je hamiltonovsky, tj. h(G) < k — 1.

Operaci v grafu G nazveme podrozdéleni hrany {u, v}, pokud hranu {u, v}
z grafu G odebereme a pfidame misto ni novy vrchol x a dvé hrany {u, x} a {x, v}.
Pror>3ai; >--->1i, > 0definujeme graf 7, , , ktery vznikne z grafu K, , po-
stupnym podrozdélenim vSech r hran i1 -1, . .., i,—1 krat. Ddle definujeme graf Z;,
ktery se skldda z grafu Kj a cesty P;, jejiz jeden koncovy vrchol je ve V(K3).
Na Obrazku 3.6 jsou piiklady struktury zakdzanych podgraft 7}, ; a Z;.

.....

Nechi H; a H, jsou dv€ mnoziny souvislych graft. Vztah H, < H, znamen4,
7e ke kazdému grafu H, € H, existuje graf H, € H, takovy, ze H, je indukovany
podgraf grafu H,.
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Obrazek 3.6: Zakazané podgrafy 7;, ; a Z;.

Zavérem této kapitoly uvedeme vysledek pro hamiltonovsky index pro obecné
grafy pomoci zakdzanych podgraft.

Liu a Xiong ([7]) v nasledujici Vété 3.24 charakterizovali zakdzané podgrafy
z mnoziny ‘H, |H| = 1,2 tak, ze pokud graf G je bez H, potom h(G) < k pro
kazdé k > 0.

Véta 3.24. (Liu a Xiong, [7]) Nechi G, H jsou grafy a |H| = 2. Potom pro kaZdé
k > 0 plati:

1. pokud graf G je bez H, potom h(G) < k pravé tehdy, kdyZ H je indukovany
podgraf Py,

2. pokud graf G, ktery neni cesta, je bez H, potom h(G) < k, pro k > 1, prdvé
tehdy, kdyZ H < {Zj.1, Prsa) nebo H < {Zy.1, Tis111}-

Poznamenejme, Ze existuji i dalsi vysledky tykajici se zakdzanych podgraft
pro rizné formy souvislosti grafi. Ty zde ale jiz uvadét nebudeme.

Z ¢lanku Ryjacka a kol. ([11]) jsme zjistili, Ze obecné problém rozhodnout,
zda je hamiltonovsky index daného grafu mensi nebo roven dané konstanté, je
NP-uplny, coz znamen4, Ze je to vypocetne€ velmi obtizné. Ryjacek a kol. rovnéz
v [11] ukazali, ze nékteré znamé horni a dolni meze hamiltonovského indexu lze
vypocitat v polynomidlnim Case.
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Kapitola 4

Hamiltonovské cesty v iterovanych
hranovych grafech

Ptirozenou otdzkou jako pro hamiltonovské kruznice je existence hamiltonovskych
cest v iterovanych hranovych grafech. V této oblasti se prozatim nepodafilo najit
74dné vysledky kromé stale nepublikovaného ¢lanku Nia a kol. ([10]) z roku 2020.
Tento ¢lanek se zabyva analogii Véty 3.5. Zavadéji mnozinu EU P (G) podgrafi H
grafu G, které spliiuji podminky 2.-4. jako pro mnozinu EU,;(G), ale podminky 1.
a 5. jsou pozménéné. Uvadeji dikaz véty, ktera fikd, Ze pokud graf G je sou-
visly graf s minimdln& tfemi hranami a k > 2, potom L*(G) m4 hamiltonovskou
cestu pravé tehdy, kdyz EU P (G) # 0. V tomto Clanku také zavedli oznaceni £,(G)
pro nejmensi pfirozené &islo k takové, Ze iterovany hranovy graf L¥(G) ma hamil-
tonovskou cestu.

Podobné jako Véta 3.1 popisuje souvislost mezi uzavienym dominantnim
tahem v grafu G a hamiltonovskou kruznici v hranovém grafu L(G), ukazuje
nésledujici Véta 4.1 vztah mezi dominantnim tahem v grafu G a hamiltonovskou
cestou v hranovém grafu L(G).

Vétad.1. (Xiong a Zong, [20]) Necht G je graf s minimdlné jednou hranou. Potom

hranovy graf L(G) obsahuje hamiltonovskou cestu prdvé tehdy, kdyz graf G md
dominantni tah.
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Z Véty 4.1 vyplyva, Ze pokud gratf G ma hamiltonovskou cestu, pak také
hranovy graf L(G) ma hamiltonovskou cestu, protoZze na hamiltonovskou cestu
v grafu G lze nahliZet jako na specidlni typ dominantniho tahu. Z toho plyne, Ze
i k-ty iterovany hranovy graf ma hamiltonovskou cestu pro libovolné k. Pokud je
graf G pouze cesta P,, pak graf L*(G) ma hamiltonovskou cestu pro k < n — 1,
trividlni cestu bereme jako hamiltonovskou cestu.

Pouzijeme stejné oznaceni jako v ¢lanku Nia a kol. ([10]) a definujeme pojem
hamiltonovsky cestovy index.

Definice 4.1. Hamiltonovsky cestovy index grafu G, oznacime h,(G), je nejmensi
prirozené &islo k takové, Ze iterovany hranovy graf LX(G) md hamiltonovskou
cestu.

Odpovéd na otdzku, pro které grafy hamiltonovsky cestovy index existuje,
je v nasledujicim tvrzeni. Oproti Vét€ 3.3, o existenci hamiltonovského indexu,
hamiltonovsky cestovy index existuje 1 pro grafy, které jsou cesty.

Tvrzeni 4.1. Hamiltonovsky cestovy index existuje pro kazZdy souvisly graf G.
Navic, pokud graf G je cesta, potom h,(G) = 0, pokud graf G neni cesta, potom
hy(G) £ WG).

Diikaz. Pokud graf G je cesta, potom ziejmé /,(G) = 0. Pokud graf G nenf cesta,
podle Véty 3.3 je hamiltonovsky index A(G) konecny. Pokud graf G je hamil-
tonovsky, potom obsahuje i hamiltonovskou cestu, kterd vznike odebrdnim libo-
volné hrany z libovolné hamiltonovské kruznice grafu G. Proto hamiltonovsky
cestovy index existuje a /1,(G) < h(G). O

Pokusime se ur¢it hamiltonovsky cestovy index zdkladnich typt grafu. Pro
cesty jiz vime, Ze h,(G) = 0. Pokud je graf kruZnice, ma jako podgraf hamiltonov-
skou cestu, a proto také £,(G) = 0. Dal§Sim zékladnim typem grafu je strom, pro
ktery jiz h,(G) neni ziejmy. PouZijeme proto vysledek Chartranda a Walla ([5])
z Véty 3.6, ktery udava hamiltonovsky index stromu, a pokusime se ur¢it hamil-
tonovsky cestovy index tohoto zdkladniho typu grafu.
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Chartrand ([5]) definoval parametr k(G), my definujeme podobny parametr,
ale pro kazdou vétev stromu 7.

k) = |E(b)| + 1, pokud b e CB(T)\ CB(T),
~ IE®)), pokud b € CBy(T).

Poznamenejme, Ze pro stromy je mnoZina B(T) stejnd jako mnoZina CB(T).

Nechf T je strom a vrcholy u, v jsou listy stromu 7. Jednoznacnou uv-cestu ve
stromu 7 ozna¢ime jako koncovou cestu. Nechf b, a b, jsou dvé vétve stromu 7,
pro které k(b,) + k(b,) je maximdlni. Mnozinu vSech koncovych cest P, které
obsahuji vétve by, b, jako podgraf, oznacime P a zfejmé |P| = 1 pravé tehdy, kdyz
by i b, jsou z CBy(T). Kazda cesta P € £ mize obsahovat dalsi vétve stromu T
jako podgraf kromé vétvi by, b,, proto ozna¢ime Bp(T) mnoZinu vSech vétvi, které
jsou obsazeny v P jako podgraf. Zitejmé by, b, € Bp(T).

Nyni mizeme uvést nas hlavni vysledek a jeho dikaz.

Tvrzeni 4.2. Nechf T je strom, potom

h,(T) = I;lei?r)l{max{k(b), kde b € CB(T) \ Bp(T)}}.

Diikaz. Nejprve popiseme koncové cesty obsahujici co nejdelsi vétve stromu T
pomoci parametru k(b).

Necht vétev b; je u;v,-cesta ve stromu T a vétev b, je upv,-cesta ve stromu T
tak, ze k(b)) + k(b,) je maximalni a jednoznacnd uu,-cesta Py v T neobsahuje
zadny vnitini vrchol vétve by ani b,. Potom kazda koncova cesta P obsahujici
vétve by, b, jako podgraf je hranové disjunktnim sjednocenim by, b,, Py a néjaké
vili-cesty Py a v,1h-cesty P,, kde [y, [, jsou listy stromu 7. Poznamenejme, Ze P,
nebo P, nemusi existovat, pokud v; nebo v, jsou jiz listy 7. Piiklad jedné takové
koncové cesty P dané vétvemi by, b, je na Obrazku 4.1.

Nyni vybereme koncovou cestu P’ € P takovou, Ze maximalni hodnota k(b)
pro vSechny vétve, které nejsou podgrafem P’, je minimdlni, a ozna¢ime m =
minpep{max{k(b), kde b € CB(T) \ Bp(T)}}. Oznaéime T;,i = 1,2,...,n, kom-
ponenty grafu T — H(P’), které nejsou hvézdy se stredem leZicim ve ve vrcholu
cesty P’. Ztejmé T; jsou opét stromy, kde pro kazdou vétevb C T;,i € {1,2,...,n},
je k(b) < m.
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Obrazek 4.1: Koncova cesta P v grafu G, vyznacCena tucné.

Nejprve ukdzeme, ze h,(T) < m. Podle Véty 3.6 je h(T;) = k(T;) < m,
a tedy iterovany hranovy graf L™(T;) je hamiltonovsky. (V tomto ptipadé k(T;) =
max{max{|E(b)|+ 1 : b € CB(T;) \ CB((T))}, max{|E(b)| : b € CB(T;)}}.) Tudiz
podle Véty 3.5 graf L™~ !(T;) mé uzavieny dominantni tah, ktery oznac¢ime D;. Po-
znamenejme, Ze hrany komponent grafu 7—H(P’), které jsou netrividlni hvézdy se
sttedem lezicim ve vrcholu cesty P’, jsou dominovany vrcholy cesty P’. OznaCme
D = P' UL, D;. Potom D je dominantni tah v L™ (T), a tedy podle Véty 4.1
graf L"(T) ma hamiltonovskou cestu a h,(T) < m.

Nyni ukdzeme, Ze h,(T) > m. Ozna¢me b’ vétev z mnoziny CB(T) \ Bp(T),
pro kterou k(b’) = m. Poznamenejme, Ze z definice b, a b, je k(b;) > m pro
i = 1,2. Tedy graf L"™~!(T) ma alespoti 3 artikulace, které vzniknou postupnym ite-
rovanim b’, 0" a b”’, kde pro i € {1,2} vétev b” je b; a vétev b’ je bs_; nebo b, kde
b € Bp(T)\ {by,b,} ak(b) > m. Potom struktura grafu L™ !(T) je na Obrdzku 4.2,
kde H,, H,, Hs, H; jsou souvislé grafy, a ziejm& L"™~!(T) nemiZe obsahovat ha-
miltonovskou cestu, kterd by prochazela vSemi vrcholy grafi H;, H,, H;. Proto
hy(T) > m.

\\ p

- —

/.-— — f:/_.»—' —. \\ ‘{/’_/ - \..\
.

F
| H H, Hy |

\_ /’f\\\‘___//“\ 4

e

Obrézek 4.2: Struktura grafu L™'(T) s grafy H,, H,, H3, H; a vyznatenymi arti-
kulacemi.
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Ukazali jsme tedy, ze h,(T) < m a zdroveii h,(T) > m, a z toho vyplyva, Ze
h,(T) = m = minpep{max{k(b), kde b € CB(T) \ Bp(T)}}.

O

Poznamenejme, Ze zavér druhé Casti dikazu je proveden pouze ilustrativné
pomoci Obrazku 4.2. Pro pozdéjsi mozné publikovani tohoto vysledku je treba
zavér dikazu formulovat vice matematicky.
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Kapitola 5
Zavér

Cilem této prace bylo shrnout dosud zndmé presné vysledky a rovnéz dolni a horni
odhady hamiltonovského indexu grafu a pokusit se ziskat nékteré podobné vysled-
ky pro hamiltonovské cesty v iterovanych hranovych grafech, o kterych dosud nic
publikovéno neni.

V Kapitole 3 jsme uvedli Vétu 3.1 davajici charakterizaci grafi, které maji
hamiltonovské k-t€ iterované hranové grafy pro k = 1, pro k > 2 mame charak-
terizaci grafti podle Véty 3.5. Ddle jsme uvedli zndmé vysledky hamiltonovského
indexu specidlnich tfid graft: stromt a grafl, které maji vSechny cyklické bloky
hamiltonovské. Ukazali jsme metodu pouZzivajici split bloky, pomoci které Ize ha-
miltonovsky index grafu urcit. Uvedli jsme také odhady hamiltonovského indexu,
které zaviseji na riznych parametrech daného grafu, jako je minimalni a ma-
ximalni stupeni grafu, primér grafu, nebo které vyuzivaji vétve ¢i svazky vétvi
v grafu nebo zakdzané podgrafy, zde pouze pro obecné grafy. (Dalsi vysledky je
mozné do budoucna najit i pro riizné formy souvislosti grafu.)

V Kapitole 4 jsme zavedli pojem hamiltonovsky cestovy index 4,(G). Ukazali
jsme, Ze h,(G) existuje i pro grafy, které jsou cesty a v porovnani s hamilto-
novskym indexem plati, Ze h,(G) < h(G). Pomoci vysledku Véty 3.6 a znalosti
zpusobu uréovani hamiltonovského indexu se nam v Kapitole 4 podafilo urcit
hodnotu hamiltonovského cestového indexu pro stromy. Tento vysledek je uve-
den v Tvrzeni 4.2. Jedna se o podobny vysledek, jako publikoval Chartrand pro
hamiltonovsky index.
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Prostor pro budouci praci je pokusit se ur¢it hamiltonovsky cestovy index i pro
dalsi tfidy grafi. Vzhledem k tomu, jak bylo v praci uvedeno, Ze nejsou publiko-
vané zadné vysledky, prakticky je mozné uvazovat vS§echny podobné tiidy graft
jako jsou uvazovany v Kapitole 3 pro hamiltonovsky index, naptiklad grafy, které
maji hamiltonovské cyklické bloky nebo zdvisi na rtiznych parametrech grafu.
Tato prace muiize také vyzyvat k prozkoumani hamiltonovské souvislosti, tedy zda
v iterovaném hranovém grafu existuje pro kazdé dva vrcholy uv-cesta, kterd je

hamiltonovska, coz lze oCekavat, ze bude daleko t€Z$i dokonce nez hledani hamil-
tonovskych kruZnic v iterovanych hranovych grafech.
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