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Prohlášenı́
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Abstrakt
Necht’ G je graf a k ≥ 0. Potom k-tý iterovaný hranový graf je Lk(G) = L(Lk−1(G)),
kde L0(G) = G a L1(G) = L(G). Nejmenšı́ přirozené čı́slo k takové, že iterovaný
hranový graf Lk(G) má hamiltonovskou kružnici, respektive cestu, se nazývá ha-
miltonovský index, respektive hamiltonovský cestový index.

Tato bakalářská práce shrnuje doposud známé výsledky existence hamilto-
novských kružnic v iterovaných hranových grafech. Výsledky pro hamiltonovské
cesty v iterovaných hranových grafech zatı́m publikované nejsou a v této práci
se podařilo ukázat, že hamiltonovský cestový index existuje pro všechny grafy G
a podařilo se určit jeho přesnou hodnotu pro stromy.

Klı́čová slova
Hamiltonovská cesta, hamiltonovská kružnice, hamiltonovský cestový index, ha-
miltonovský index, iterovaný hranový graf.



Abstract
Let G be a graph and k ≥ 0. The k-iterated line graph of a graph G is Lk(G) =
L(Lk−1(G)), where L0(G) = G and L1(G) = L(G). The minimum number k such
that iterated line graph Lk(G) has hamiltonian cycle, path is called hamiltonian
index, hamiltonian path index, respectively.

This bachelor’s thesis summarizes known results of the existence of hamil-
tonian cycles in iterated line graphs. The results for hamiltonian paths in iterated
line graphs have not been published yet and in this work we also focus on hamil-
tonian path index and we show that hamiltonian path index exists for all graphs
and determine its exact value for trees.

Keywords
Hamiltonian cycle, hamiltonian index, hamiltonian path, hamiltonian path index,
iterated line graph.
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2 Základnı́ pojmy 4
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3.1.2 Odhady hamiltonovského indexu . . . . . . . . . . . . . . 14
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Kapitola 1

Úvod

Známou úlohou z teorie grafu je hledánı́ hamiltonovské kružnice, tedy takové,
která procházı́ každým vrcholem grafu právě jednou. Graf, ve kterém lze najı́t
hamiltonovskou kružnici, se nazývá hamiltonovský. Obecně rozhodnout o tom,
zda v daném grafu existuje hamiltonovská kružnice, je velmi obtı́žné. V praxi
se tato úloha uvádı́ napřı́klad jako problém obchodnı́ho cestujı́cı́ho, který má za
úkol navštı́vit všechna města, vrátit se do výchozı́ho města a přitom nacestovat co
nejkratšı́ vzdálenost.

Chartrand zavedl pojem k-tého iterovaného grafu Lk(G) a definoval hamilto-
novský index h(G) jako nejmenšı́ přirozené čı́slo k takové, že iterovaný hranový
graf Lk(G) je hamiltonovský. Ukázal, že h(G) existuje pro každý souvislý graf,
který nenı́ cesta.

Cı́lem této bakalářské práce je shrnout doposud známé výsledky, které se týka-
jı́ hamiltonovských kružnic a hamiltonovských cest v iterovaných hranových gra-
fech, a pokusit se některé výsledky hamiltonovského indexu použı́t k zı́skánı́ po-
dobných výsledků pro hamiltonovské cesty v iterovaných hranových grafech, což
je hlavnı́m obsahem třetı́ a čtvrté kapitoly.

Ve druhé kapitole uvedeme přehled základnı́ch pojmů, které budou v práci
použity.
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V Kapitole 3 představı́me charakterizaci grafů, které majı́ hamiltonovské ite-
rované grafy pro k ≥ 1, a ukážeme metodu Xionga a Liua, pomocı́ které lze
určit hamiltonovský index grafu. V dnešnı́ době existuje mnoho výsledků jak
k určenı́ přesné hodnoty hamiltonovského indexu pro speciálnı́ třı́dy grafů, tak
k určenı́ hornı́ch a dolnı́ch odhadů hamiltonovského indexu pro obecné grafy. Tyto
výsledky ukážeme také v Kapitole 3.

Jako je pojem hamiltonovský index pro hamiltonovské kružnice, lze přirozeně
zavést pojem hamiltonovský cestový index pro hamiltonovské cesty v iterovaných
hranových grafech. Protože žádné podobné výsledky pro určenı́ hamiltonovského
cestového indexu dosud publikované nejsou, pokusı́me se je v Kapitole 4 zı́skat
pro určitý typ grafů, kterým jsou stromy.
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Kapitola 2

Základnı́ pojmy

Necht’ G = (V(G),H(G)) je graf, kde V(G) je neprázdná množina vrcholů a H(G)
je množina hran. Pokud H(G) ⊆ (V(G) × V(G)), hovořı́me o orientovaném grafu,
pokud H(G) ⊆

(
V(G)

2

)
, jde o neorientovaný graf. V této práci se budeme zabývat

pouze neorientovanými grafy s konečným počtem vrcholů.

Poznamenejme, že pokud mezi dvěma vrcholy grafu G existuje vı́ce než jedna
hrana nebo graf G obsahuje hranu vedoucı́ z vrcholu do téhož vrcholu, jedná se
o multigraf.

Necht’ G je graf s n vrcholy takový, že každé dva vrcholy grafu G jsou spojeny
hranou, tedy H(G) =

(
V(G)

2

)
. Pak se graf G nazývá úplný a značı́ se Kn.

Necht’ G je graf. Pokud lze množinu vrcholů grafu G rozdělit na dvě množiny
tak, že hranou jsou spojeny pouze vrcholy, které nejsou ve stejné množině, nazývá
se tento graf bipartitnı́. Pokud každý vrchol z jedné množiny je spojen hra-
nou s každým vrcholem druhé množiny, nazývá se tento graf úplný bipartitnı́
a značı́ se Km,n, kde m a n je počet vrcholů jednotlivých množin.

Dva grafy G1 a G2 jsou izomorfnı́, pokud existuje bijekce ϕ : V(G1)→ V(G2)
taková, že dva vrcholy v1, v2 ∈ V(G1) jsou spojeny hranou právě tehdy, když jsou
spojeny hranou vrcholy ϕ(v1) a ϕ(v2). Zobrazenı́ ϕ se nazývá izomorfismus.
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Necht’ G je graf a u, v ∈ V(G). Řı́káme, že vrcholy u a v jsou incidentnı́,
pokud majı́ společnou hranu e = {u, v} ∈ H(G). Stupeň vrcholu u grafu G,
značı́me jej dG(u), je počet vrcholů, se kterými je daný vrchol incidentnı́. Nejmenšı́
stupeň vrcholu v grafu G se nazývá minimálnı́ stupeň grafu G a značı́ se δ(G).
Největšı́ stupeň vrcholu v grafu G se nazývá maximálnı́ stupeň grafu G a značı́ se
∆(G).

Necht’ G je graf a u, v ∈ V(G). Řekneme, že G′ je podgraf grafu G, značı́me
G′ ⊆ G, jestliže V(G′) ⊆ V(G) a H(G′) ⊆

(
V(G′)

2

)
∩ H(G). Podgraf G′ se nazývá

indukovaný, pokud V(G′) ⊆ V(G) a H(G′) =
(

V(G′)
2

)
∩H(G). Necht’H je množina

grafů H. Graf G nazveme bez H , pokud neobsahuje žádný graf H ∈ H jako
indukovaný podgraf. Každý graf H ∈ H nazveme zakázaný podgraf. Pokud
H = {H}, zjednodušeně řekneme, že graf G je bez H.

Necht’ G je graf, S ⊆ H(G) a T ⊆ V(G). Označı́me G − S podgraf grafu G,
který má množinu vrcholů V(G−S ) = V(G) a množinu hran H(G−S ) = H(G)\S .
Pokud S = {e}, pı́šeme zkráceně G−e. Označı́me G−T podgraf grafu G, který má
množinu vrcholů V(G−T ) = V(G)\T a množina hran je množina H(G) bez hran,
které obsahujı́ alespoň jeden vrchol z T . Pokud T = {v}, pı́šeme zkráceně G−v. Pro
dva grafy G1,G2, G2 ⊆ G1, definujeme G1 −G2 jako graf, jehož množina vrcholů
je V(G1 − G2) = V(G1) \ V(G2) a množina hran H(G1 − G2) = H(G1) \ H(G2)
bez hran, které obsahujı́ alespoň jeden vrchol z V(G2).

Necht’ G1,G2, . . . ,Gk jsou grafy. Sjednocenı́m G1 ∪G2 ∪ · · · ∪Gk rozumı́me
graf s množinou vrcholů V(G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ Gk) = V(G1) ∪ V(G2) ∪ · · · ∪ V(Gk)
a množinou hran H(G1∪G2∪· · ·∪Gk) = H(G1)∪H(G2)∪· · ·∪H(Gk). Sjednocenı́
grafů G1,G2, . . . ,Gk je disjunktnı́, pokud platı́, že V(Gi)∩V(G j) = ∅, pro všechna
i, j ∈ {1, 2, . . . , k} taková, že i , j. Sjednocenı́ grafů G1,G2, . . . ,Gk je hranově
disjunktnı́, pokud platı́, že H(Gi) ∩ H(G j) = ∅, pro všechna i, j ∈ {1, 2, . . . , k} ta-
ková, že i , j. Zřejmě každé disjunktnı́ sjednocenı́ grafů G1,G2, . . . ,Gk je hranově
disjunktnı́ sjednocenı́, ale naopak to neplatı́.

Graf Pn se nazývá cesta, pokud množina vrcholů je V(Pn) = {v1, v2, · · · , vn}

a množina hran je H(Pn) = {{vi, vi+1}, i = 1, 2, · · · , n − 1}, n ≥ 1. Takovou cestu
budeme nazývat v1vn-cesta. Graf P1 nazveme triviálnı́ cesta. Délka cesty je počet
jejı́ch hran. Vrcholy v1 a vn se nazývajı́ koncové vrcholy, ostatnı́ vrcholy, pokud
existujı́, se nazývajı́ vnitřnı́ vrcholy cesty. Pokud graf G obsahuje jako podgraf
cestu P na všech jeho vrcholech, nazývá se cesta P hamiltonovská cesta.
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Graf Cn je kružnice, pokud množina vrcholů je V(Cn) = {v1, v2, · · · , vn}

a množina hran je H(Cn) = H(Pn) ∪ {vn, v1}, n ≥ 3. Délka kružnice je počet
jejı́ch hran. Graf G je hamiltonovský, pokud obsahuje jako podgraf kružnici C
na všech vrcholech grafu G. Kružnice C se nazývá hamiltonovská.

Sled v grafu G je posloupnost vrcholů a hran v0, e1, v1, e2, · · · , ek, vk taková,
že vi ∈ V(G) a ei = {vi−1, vi} ∈ H(G) pro všechna i = 1, 2, · · · , k. Tah v grafu G
je sled, ve kterém se každá hrana vyskytuje nejvýše jednou. Tah, ve kterém platı́,
že v0 = vk, se nazývá uzavřený tah. Tah T je dominantnı́, pokud pro každou
hranu {u, v} grafu G platı́, že u nebo v je vrchol tahu T . Poznamenejme, že tah,
ve kterém se každý vrchol vyskytuje nejvýše jednou, se nazývá cesta. To znamená,
že na pojem cesta se dá nahlı́žet dvěma způsoby: jako na typ grafu nebo jako
na typ tahu.

Vzdálenost dvou vrcholů u, v ∈ V(G), značı́me ji dG(u, v), je nejmenšı́ počet
hran uv-cesty v grafu G. Vzdálenost dvou podgrafů G1,G2 grafu G je nejmenšı́
vzdálenost dvou vrcholů u, v takových, že u ∈ V(G1) a v ∈ V(G2), a značı́ se
dG(G1,G2). Excentricita vrcholu u, značı́ se ecc(u), je definována jako ecc(u) =
max{dG(u, v)|v ∈ V(G)}. Pomocı́ excentricity můžeme definovat průměr grafu G,
značı́ se diam(G), jako diam(G) = max{ecc(u)|u ∈ V(G)} a radius grafu G,
značı́ se rad(G), jako rad(G) = min{ecc(u)|u ∈ V(G)}.

Pokud pro každé dva vrcholy u a v grafu G existuje uv-cesta v grafu G, je
graf G souvislý. V opačném přı́padě graf nenı́ souvislý. Necht’ množina T ⊆ V(G)
a k ∈ N. Graf G se nazývá k-souvislý, pokud graf G − T je souvislý pro každou
množinu T takovou, že |T | < k. Poznamenejme, že mı́sto 1-souvislý graf řı́káme
pouze souvislý graf. Maximálnı́ souvislý podgraf (co do počtu vrcholů i hran)
grafu G se nazývá komponenta grafu.

Souvislý graf T , který neobsahuje žádnou kružnici jako podgraf, se nazývá
strom. Vrchol stupně 1 ve stromu T se nazývá list. Strom T , který je zároveň
bipartitnı́m grafem K1,n se nazývá hvězda pro n ≥ 0. Pokud n = 0, T se nazývá
triviálnı́ hvězda. Vrchol stupně n nazýváme střed hvězdy.

Necht’ G je souvislý graf. Mostem nazveme hranu e grafu G takovou, že
graf G − e nenı́ souvislý. Podobně vrchol v grafu G, pro který graf G − v nenı́
souvislý, se nazývá artikulace.
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Blok grafu G je maximálnı́ souvislý podgraf (co do počtu vrcholů i hran),
který nemá artikulace. Pokud blok obsahuje pouze jednu hranu grafu G, nazývá se
acyklický blok, v opačném přı́padě jde o cyklický blok.

Necht’ graf G má alespoň jednu hranu. Potom hranový graf L(G) grafu G je
takový graf, jehož množina vrcholů odpovı́dá množině hran grafu G a dva vrcholy
grafu L(G) jsou spojeny hranou, pokud přı́slušné hrany grafu G obsahujı́ stejný
vrchol. Zřejmě platı́, že pokud graf G je souvislý a má alespoň jednu hranu, jeho
hranový graf L(G) je také souvislý.

Necht’ G je graf a i ∈ N. Označı́me Vi(G) = {v ∈ V(G) : dG(v) = i}. Pod-
graf b grafu G, který je cesta, jejı́ž koncové vrcholy nejsou ve V2(G), ale vnitřnı́
vrcholy, pokud existujı́, jsou ve V2(G), se nazývá větev. Množinu větvı́ b grafu G
označı́me B(G) a definujeme B1(G) jako množinu větvı́ b ∈ B(G), které majı́ ale-
spoň jeden koncový vrchol ležı́cı́ ve V1(G). Množinu větvı́, jejichž každá hrana
je mostem grafu G, označı́me CB(G). Definujeme CB1(G) = B1(G). Počet hran
větve je délka větve.

Pro každou podmnožinu S ′ množiny B(G) označı́me G − S ′ podgraf grafu G,
jehož množina vrcholů je V(G − S ′) = V(G) \ (V(S ′) ∩ V2(G)) a množina hran je
H(G − S ′) = H(G) \H(S ′). Množina S ′ se nazývá větvový řez, pokud G − S ′ má
vı́ce komponent než graf G. Větvový řez grafu G, který má minimálnı́ počet větvı́,
se nazývá svazek větvı́. Množinu svazků větvı́ grafu G označı́me BB(G). Svazek
větvı́ je lichý, pokud obsahuje lichý počet větvı́. Délka svazku větvı́ S ∈ BB(G),
označı́me ji l(S ), je délka nejkratšı́ větve v S .

Necht’ G je graf a p ∈ N. Potom p-tou mocninou grafu G, značı́me Gp,
rozumı́me graf s množinou vrcholů V(Gp) = V(G), hrana {u, v} je hrana grafu Gp,
pokud v grafu G existuje uv-cesta délky nejvýše p.
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Kapitola 3

Iterované hranové grafy

Pro k ≥ 0 je k-tý iterovaný hranový graf, značı́me Lk(G), dán rekurzivně tak,
že Lk(G) = L(Lk−1(G)), kde L0(G) = G a platı́, že L1(G) = L(G). Tento pojem
definoval Chartrand v [4].

Existujı́ dvě třı́dy grafů, které majı́ snadno určitelné iterované hranové grafy,
jde o kružnice Cn a cesty Pn. Iterovaný hranový graf Lk(Cn) kružnice Cn je izo-
morfnı́ s grafem Cn pro všechna k ≥ 0. Hranový graf L(Pn) cesty Pn, která má
délku n − 1, je opět cesta, která má délku n − 2. Iterovaný hranový graf Ln−1(Pn)
obsahuje pouze jeden vrchol a Lk(Pn) neexistuje pro k ≥ n.

Vrchol w grafu L(G) je artikulacı́, pokud odpovı́dá hraně x = {u, v}, která je
mostem grafu G a vrcholy u a v grafu G majı́ stupeň většı́ než 1.

Hrana x = {u1, u2} je mostem grafu L(G), pokud hrany y1 a y2 grafu G od-
povı́dajı́cı́ vrcholům u1 a u2 grafu L(G) jsou mosty a majı́ společný vrchol stupně 2.
Dále platı́, že iterovaný hranový graf Lk(G) obsahuje most, pokud graf G obsa-
huje cestu s k + 1 mosty, z nichž každé dva po sobě jdoucı́ mosty majı́ v grafu G
společný vrchol stupně 2.
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3.1 Hamiltonovské kružnice v iterovaných hranových
grafech

Harary a Nash-Williams v [3] charakterizovali grafy G, pro které je hranový
graf L(G) hamiltonovský.

Věta 3.1. (Harary a Nash-Williams, [3]) Necht’ G je souvislý graf s aspoň třemi
hranami. Potom hranový graf L(G) je hamiltonovský právě tehdy, když graf G má
dominantnı́ uzavřený tah.

Z Věty 3.1 vyplývá, že hranový graf L(G) hamiltonovského grafu G je ha-
miltonovský, protože na hamiltonovskou kružnici v grafu G lze nahlı́žet jako
na speciálnı́ typ dominantnı́ho uzavřeného tahu. Z toho také plyne hamiltonov-
skost k-tého iterovaného hranového grafu pro libovolné k. To uvedl Chartrand ([4])
v následujı́cı́ Větě 3.2.

Věta 3.2. (Chartrand, [4]) Pokud graf G je hamiltonovský, pak také jeho hranový
graf L(G) je hamiltonovský, tedy i iterovaný hranový graf Lk(G) je hamiltonovský
pro všechna k.

Nejmenšı́ přirozené čı́slo k (pokud existuje) takové, že iterovaný hranový
graf Lk(G) je hamiltonovský, se nazývá hamiltonovský index a značı́ se h(G).
Tento pojem opět zavedl Chartrand v [4] a v následujı́cı́ Větě 3.3 potvrdil exis-
tenci hamiltonovského iterovaného grafu pro každý souvislý graf, který nenı́ cesta.

Věta 3.3. (Chartrand, [4]) Každý souvislý graf G, který nenı́ cesta, má hamil-
tonovský iterovaný hranový graf Lk(G) pro nějaké k ≥ 0. Dokonce pokud G má
n vrcholů, potom Lk(G) je hamiltonovský pro všechna k ≥ n − 3.

3.1.1 Přesné hodnoty hamiltonovského indexu
V této podkapitole uvedeme známé přesné hodnoty hamiltonovského indexu.

Nejprve v následujı́cı́ větě uvedeme výsledek Nebeského z [9], který ukázal,
že hranový graf druhé mocniny grafu G už je hamiltonovský. To znamená, že bud’
h(G2) = 0, takže G2 je hamiltonovský a podle Věty 3.2 je i hranový graf L(G2)
hamiltonovský, nebo h(G2) = 1, takže podle Věty 3.1 má G2 uzavřený dominantnı́
tah.
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Věta 3.4. (Nebeský, [9]) Necht’ G je souvislý graf s aspoň třemi hranami. Potom
hranový graf L(G2) je hamiltonovský.

Zavedeme EUk(G) množinu podgrafů H grafu G, které splňujı́ následujı́cı́
podmı́nky:
1. každý vrchol podgrafu H má sudý stupeň v H, izolovaný vrchol také bereme

jako vrchol sudého stupně,
2. V0(H) ⊆

⋃∆(G)
i=3 Vi(G) ⊆ V(H),

3. dG(H1,H − H1) ≤ k − 1 pro každý podgraf H1 grafu H,
4. |E(b)| ≤ k + 1 pro každou větev b ∈ B(G), pro kterou E(b) ∩ E(H) = ∅,
5. |E(b)| ≤ k pro každou větev b ∈ B1(G).

Následujı́cı́ Věta 3.5 dává charakterizaci grafů, které majı́ hamiltonovské k-té
iterované hranové grafy pro k ≥ 2.

Věta 3.5. (Xiong a Liu, [18]) Necht’ G je souvislý graf s aspoň třemi hranami
a k ≥ 2. Potom iterovaný hranový graf Lk(G) je hamiltonovský právě tehdy, když
EUk(G) , ∅.

Pro předchozı́ Větu 3.5 musı́ platit, že k ≥ 2. Hranový graf L(G) může
být hamiltonovský, ale množina EU1(G) bude prázdná. Přı́klad takového grafu
je na Obrázku 3.1. Mějme graf G0. Vzhledem k podmı́nkám 1. a 2. přicházı́
v úvahu jako podgrafy v EUk(G0) pouze H1,H2,H3,H4,H5 a H6 (až na symet-
rii). Podgrafy se skládajı́ z kružnice nebo izolovaných vrcholů, popřı́padě z je-
jich kombinacı́. Aby podgraf Hi, i = 1, 2, . . . , 6, patřil do množiny EU1(G0),
musı́ splňovat všech pět podmı́nek. Pro podgrafy H1,H3,H5 a H6 nastává problém
u 3. podmı́nky. Pokud vezmeme libovolný izolovaný vrchol jako podgraf H0 pod-
grafu Hi, i = 1, 3, 5, 6, vzdálenost podgrafů H0 a Hi − H0 v grafu G0 je 1, ale
podle podmı́nky by měla být 0. To znamená, že pro k = 1 by měl být podgraf
Hi, i = 1, 3, 5, 6, grafu G0 spojitý, což nenı́. Proto podgrafy Hi, i = 1, 3, 5, 6, ne-
patřı́ do množiny EU1(G0). Pro podgrafy H2 a H4 neplatı́ 4. podmı́nka, protože
počet hran větve b ∈ B(G0), E(b) ∩ E(H j) = ∅, j = 2, 4, má být menšı́ nebo
rovno 2, ale z obrázku je vidět, že počet hran je 3. Kvůli nesplněnı́ této podmı́nky
ani podgrafy H j, j = 2, 4, nepatřı́ do množiny EU1(G0). Množina EU1(G0) je tedy
prázdná. Hranový graf L(G0) je přesto hamiltonovský, protože z obrázku je vidět,
že graf G0 obsahuje kružnici (podgraf H1 bez vrcholu w), která je uzavřeným do-
minantnı́m tahem.
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Obrázek 3.1: Graf G0 a jeho podgrafy H1,H2,H3,H4,H5 a H6.

Pro uvedenı́ dalšı́ch výsledků definujeme:

– k(G) = 0, pokud graf G je 2-souvislý,

– k(G) = 1, pokud graf G nenı́ 2-souvislý a CB(G) = ∅,

– k(G) = max{max{|E(b)|+1 : b ∈ CB(G)\CB1(G)},max{|E(b)| : b ∈ CB1(G)}}
v ostatnı́ch přı́padech.
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Chartrand a Wall v [5] stanovili hamiltonovský index pro strom.

Věta 3.6. (Chartrand a Wall, [5]) Necht’ T je strom. Potom

h(T ) = k(T ).

Strom T nenı́ 2-souvislý a nemůže být hamiltonovský, protože neobsahuje
kružnici jako podgraf, tedy určitě k(T ) , 0. Jelikož množina větvı́ CB(T ) stromu
nenı́ prázdná, protože každá hrana stromu je mostem, určı́ se hodnota k(T ) z délek
větvı́ stromu T .

Chartrand a Wall v [5] výsledek Věty 3.6 zobecnili na následujı́cı́.

Věta 3.7. (Chartrand a Wall, [5]) Pokud každý cyklický blok grafu G je hamilto-
novský, potom

h(G) = max{max{|E(b)| + 1 : b ∈ B(G) \ B1(G)},max{|E(b)| : b ∈ B1(G)}}.

Lai v [6] ale následujı́cı́m protipřı́kladem dokázal, že výsledek Věty 3.7 nenı́
správný. Mějme kružnici Cn a vytvořme graf Gn tak, že V(Gn) = V(Cn)∪ {w1,w2}

a H(Gn) = H(Cn) ∪ {{v1,w1}, {v2,w2}}. Graf Gn má dva acyklické bloky K2 a je-
den hamiltonovský blok Cn. Maximálnı́ délka větve b ∈ B1(Gn) je 1 a maximálnı́
délka větve b ∈ B(Gn) \ B1(Gn) je n − 1. Použitı́m Věty 3.7 dostáváme: h(Gn) =
max{n, 1} = n, n ≥ 3. Graf Gn má ale kružnici Cn, která je dominantnı́m uzavřeným
tahem, a proto podle Věty 3.1 platı́, že h(Gn) = 1.

Saražin v [13] ukázal, že stačı́ Větu 3.7 přeformulovat na následujı́cı́.

Věta 3.8. (Saražin, [13]) Pokud každý cyklický blok grafu G je hamiltonovský,
potom

h(G) = k(G).

Rozdı́l mezi Větou 3.7 a Větou 3.8 je, že ve Větě 3.7 se počı́tá s větvemi
z B(G), ale ve Větě 3.8 se maximum počı́tá ze všech větvı́ z CB(G).

Xiong a Liu v [18] ukázali metodu použı́vajı́cı́ split bloky zı́skané z cyk-
lických bloků grafu G, pomocı́ které lze určit hamiltonovský index grafu. V kaž-
dém cyklickém bloku B grafu G vybereme takové vrcholy x, které majı́ v bloku B
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stupeň 2 a zároveň v grafu G majı́ stupeň alespoň 3. Každý vrchol x nahradı́me
kružnicı́ C3 s množinou vrcholů {x, x1, x2}. Označı́me u a v dva vrcholy inci-
dentnı́ s vrcholem x v B. Hranu {u, x} nahradı́me hranou {u, x1} a hranu {v, x} na-
hradı́me hranou {v, x2}. Takto upravený cyklický blok nazveme split blok grafu G
a označı́me jej S B. Konstrukce ukázaná na přı́kladu je na Obrázku 3.2.

Věta 3.9. (Xiong a Liu, [18]) Necht’ G je souvislý graf a S B1, S B2, . . . , S Bt jsou
všechny split bloky grafu G. Potom

h(G) = max{h(S B1), h(S B2), . . . , h(S Bt), k(G)}.

Obrázek 3.2: Konstrukce split bloků grafu G.
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3.1.2 Odhady hamiltonovského indexu
Dále uvedeme známé odhady hamiltonovského indexu v závislosti na paramet-
rech grafu.

Věta 3.10. (Chartrand a Wall, [5]) Jestliže G je souvislý graf a má jako podgraf
kružnici délky l, potom h(G) ≤ |V(G)| − l.

Označı́me l(G) maximálnı́ délku větve grafu G, kromě větve, jejı́ž vrcholy
indukujı́ graf K3.

Lai v [6] odhadl hamiltonovský index pomocı́ nejdelšı́ větve grafu.

Věta 3.11. (Lai, [6]) Necht’ G je graf, který nenı́ cesta. Potom

h(G) ≤ l(G) + 1.

Pro každý souvislý graf G s maximálnı́m stupněm alespoň 3 definujeme B0(G)
jako množinu větvı́ b ∈ B(G), jejichž vrcholy indukujı́ podgraf grafu G, který je
kružnice; to znamená, že koncové vrcholy u a v větve b jsou spojeny hranou.
Na Obrázku 3.3 ukážeme přı́klad grafu G, který má větev b ∈ B0(G) a kružnici,
která vznikne přidánı́m hrany {u, v} k větvi b.

Obrázek 3.3: Graf G s větvı́ b ∈ B0(G).

Nynı́ můžeme uvést větu od Xionga a Liu ([18]).

Věta 3.12. (Xiong a Liu, [18]) Necht’ G je souvislý graf, který nenı́ cesta. Potom

h(G) ≤ max{|E(b)| : b ∈ B(G) \ B0(G)} + 1.

Tento výsledek je silnějšı́ než výsledek Věty 3.11, protože do odhadu ve
Větě 3.12 se nezahrnujı́ větve z B0(G), které mohou mı́t velkou délku a mo-
hou odhad ve Větě 3.11 zvýšit, ale podle Věty 3.12 nemajı́ na h(G) vliv. (Viz
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Obrázek 3.4 později, kde napřı́klad délka kružnice C1, a tedy větve z B0(G), může
být libovolná, ale h(G) = 2.)

Na přı́kladu ukážeme, že hornı́ mez Věty 3.12 již nelze zlepšit. Necht’ Pk+1 je
uv-cesta délky k a C1,C2 jsou dvě libovolné kružnice. Sestrojı́me graf G0 tak, že
pro dva koncové vrcholy u a v cesty Pk+1 bude platit, že u ∈ V(C1) a v ∈ V(C2).
Ukážeme, že h(G) = k + 1 tı́m, že množina EUk(G0) je prázdná podle Věty 3.5.
V grafu G0 je jediná větev b ∈ B(G) \ B0(G) a je izomorfnı́ s cestou Pk+1, a tedy
podle Věty 3.12 je h(G) ≤ k+1. Aby byly splněny podmı́nky 1. a 2., podgrafem H
může být pouze sjednocenı́ podgrafů H1 a H2, kde Hi je bud’ Ci nebo Hi = {u},
respektive Hi = {v}, pro i = 1, 2. Ve všech přı́padech ale nenı́ splněna podmı́nka 3.,
protože vzdálenost vrcholů u a v by měla být menšı́ nebo rovno než k − 1, ale
cesta mezi vrcholy má délku k. Proto podgraf H nepatřı́ do množiny EUk(G0), ale
zřejmě patřı́ do množiny EUk+1(G0). Pro ilustraci ukážeme na Obrázku 3.4 přı́klad
grafu G0 pro k = 1. Je vidět, že hranový graf L(G0) nenı́ hamiltonovský, protože
obsahuje artikulaci. V iterovaném hranovém grafu L2(G0) ale už určitě najdeme
hamiltonovskou kružnici.

Obrázek 3.4: Přı́klad grafu G0 a iterované grafy L(G0), L2(G0).
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Důsledkem Věty 3.12 je následujı́cı́ věta od Chartranda a Walla z [5], kteřı́
odhadli hamiltonovský index grafu pomocı́ minimálnı́ho stupně grafu.

Věta 3.13. (Chartrand a Wall, [5]) Necht’ G je souvislý graf a δ(G) ≥ 3. Potom
h(G) ≤ 2.

Jelikož minimálnı́ stupeň grafu G je alespoň 3, tak žádná větev v grafu G
nemá vnitřnı́ vrcholy, a proto délka větvı́ je nejvýše 1. Dosazenı́m do vztahu
ve Větě 3.12 dostáváme: h(G) ≤ 2.

Catlin a kol. v [2] odhadli hamiltonovský index pomocı́ průměru grafu.

Věta 3.14. (Catlin a kol., [2]) Necht’ G je souvislý graf, který nenı́ cesta. Potom

h(G) ≤ diam(G).

Zřejmě maximálnı́ délka větve z B(G) \ B0(G) je menšı́ než průměr grafu G
až na přı́pad, kdy G je cesta, protože průměr grafu závisı́ i na délce větvı́ z B0(G),
které mohou mı́t velkou délku. Věta 3.12 právě předpokládá, že G nenı́ cesta,
a tedy Věta 3.12 zlepšuje odhad předchozı́ Věty 3.14.

Xiong v [16] výsledek Věty 3.14 zlepšil o jedna a dı́ky odhadu Xua v [21]
diam(G) − 1 ≤ |V(G)| − ∆(G) zlepšil i výsledek následujı́cı́ Věty 3.17.

Věta 3.15. (Xiong, [16]) Necht’ G je souvislý graf, který nenı́ cesta. Potom

h(G) ≤ diam(G) − 1

a hornı́ mez je ostrá.

Ukážeme, že mez diam(G) − 1 již nelze zlepšit. Pro k ≥ 3 sestrojı́me graf Gk

následujı́cı́m způsobem. Necht’ Ks, s ≥ 3 a Kt, t ≥ 3, jsou dva úplné grafy a Pk je
uv-cesta délky k − 2 taková, že pro jejı́ koncové vrcholy u a v platı́, že u ∈ V(Ks)
a v ∈ V(Kt). Lze ukázat, že h(Gk) ≤ diam(Gk) − 1 = k − 1. Průměr grafu Gk

se rovná k, protože grafy Ks a Kt jsou úplné grafy, a proto vzdálenost každého
vrcholu grafu Ks kromě u, respektive Kt kromě v, a koncového vrcholu u, respek-
tive v, cesty Pk je 1. Lze ukázat podle Věty 3.5, že podgraf H grafu Gk s množinou
vrcholů V(H) = V(Ks) ∪ V(Kt) a prázdnou množinou hran patřı́ do množiny
EUk−1(Gk), a tedy iterovaný hranový graf Lk−1(Gk) je hamiltonovský; a že nao-
pak množina EUk−2(Gk) je prázdná, a tedy iterovaný hranový graf Lk−2(Gk) nenı́

16



hamiltonovský. Tedy h(Gk) = diam(Gk) − 1. Pro lepšı́ představu uvedeme přı́klad
na Obrázku 3.5. Sestrojı́me graf G3, který bude mı́t jako podgraf dva úplné grafy K3

a cestu P3. Průměr grafu G3 je 3, tedy h(G3) = 2. Je vidět, že hranový graf L(G3)
nenı́ hamiltonovský, protože obsahuje artikulaci, ale iterovaný hranový graf L2(G3)
už obsahuje hamiltonovskou kružnici.

Obrázek 3.5: Graf G3 a jeho iterovaný hranový graf L(G3).

Dřı́ve Veldman v [15] zı́skal výsledek, který je nynı́ již důsledkem Věty 3.15.

Věta 3.16. (Veldman, [15]) Necht’ G je souvislý graf s minimálně třemi hranami
a diam(G) ≤ 2. Potom L(G) je hamiltonovský, tj. h(G) ≤ 1.

Z Věty 3.15 platı́ vztah h(G) ≤ diam(G) − 1. Ve Větě 3.16 máme předpoklad,
že diam(G) ≤ 2, tedy h(G) ≤ 2 − 1 = 1 a tedy L(G) je hamiltonovský.

Catlin v [1] vyvinul redukčnı́ metodu, pomocı́ které se dá určit, zda graf G má
uzavřený tah na všech vrcholech. Tato metoda využı́vá kontrakci G/H grafu G.
Kontrakce G/H vznikne z grafu G nahrazenı́m podgrafu H grafu G vrcholem vH

a přidánı́m všech hran {vH, v}, pokud nějaký vrchol z V(H) je spojen hranou s vr-
cholem v ∈ V(G) \ V(H) v grafu G. Detaily této metody nejsou předmětem našı́
práce, proto je nebudeme uvádět. Použitı́m této metody zı́skal Saražin v [12] hornı́
odhad hamiltonovského indexu.
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Věta 3.17. (Saražin, [12]) Necht’ G je souvislý graf, který nenı́ cesta, a ∆(G) ≥ 3.
Potom

h(G) ≤ |V(G)| − ∆(G).

Xiong a Liu v [18] ukázali jiný, ale jednoduchý důkaz předchozı́ Věty 3.17.
Necht’ w je vrchol grafu G s maximálnı́m stupněm. Definujeme podgraf H′ grafu G,
jehož množina vrcholů je V(H′) =

⋃∆(G)
i=3 Vi(G) a množina hran je prázdná. Dále

definujeme podgraf H′′ grafu G, který je maximálnı́ podgraf co do počtu vrcholů
takový, že jeho vrcholy majı́ sudý stupeň v H′′ a obsahujı́ vrchol w. Definujeme
podgraf H, jehož množina vrcholů je V(H) = V(H′) ∪ V(H′′) a množina hran
je H(H) = H(H′′). Lze ukázat, že podgraf H patřı́ do množiny EU|V(G)|−∆(G)(G)
a podle Věty 3.5 platı́, že h(G) ≤ |V(G)| − ∆(G).

Pro třı́du 2-souvislých grafů Xiong a Wu v [19] našli lepšı́ odhad hamilto-
novského indexu než v předchozı́ Větě 3.17.

Věta 3.18. (Xiong a Wu, [19]) Necht’ G je 2-souvislý graf. Pokud∆(G) ≤ |V(G)|− 3,
potom

h(G) ≤
|V(G)| − ∆(G)

3
,

pokud graf G nenı́ izomorfnı́ s grafem, který vznikne hranovým sjednocenı́m třı́
různých uv-cest délky l = |V(G)|+1

3 ≥ 3.

Pro dalšı́ výsledek potřebujeme zavést pojem větvového grafu, který označı́me
B(G), a speciálnı́ typ vzdálenosti dvou vrcholů H,H′ ∈ V(B(G)). Tato definice je
poměrně komplikovaná a nenı́ pro práci dále vı́ce potřeba, proto odkážeme čtenáře
na článek od Saražina ([12]). Poznamenejme, že H,H′ souvisı́ v grafu G s pod-
grafy, a proto vrcholy grafu B(G) značı́me takto. Označme navı́c VB(G) množinu
vrcholů lichého stupně v grafu B(G). Pak definujeme

ω(G) =

max{d(H,H′) : H,H′ ∈ V(B(G))}, pokud V(B(G)) nenı́ prázdná,
0 jindy.

Věta 3.19. (Saražin, [12]) Pro každý graf G platı́, že h(G) ≤ ω(G) + 1.

Pomocı́ větvı́ grafu G a hodnoty ω(G) Saražin v [14] charakterizoval všechny
grafy G, pro které h(G) > rad(G). Pro všechny ostatnı́ grafy G tedy platı́, že
h(G) ≤ rad(G).
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Věta 3.20. (Saražin, [14]) Necht’ G je graf takový, že h(G) > rad(G). Potom platı́
právě jedno z těchto tvrzenı́:

1. graf G obsahuje větev b ∈ CB1(G) délky ω(G) a h(G) = ω(G),

2. graf G obsahuje větev b ∈ CB(G) \CB1(G) délky ω(G) a h(G) = ω(G) + 1.

Xiong a kol. v [17] uvedli dolnı́ i hornı́ odhad hamiltonovského indexu z vlast-
nostı́ svazků větvı́.

Definujeme BB1(G) = B1(G), BB2(G) = {S ∈ BB(G) : |S | = 1 a b ∈ CB(G) \
CB1(G)} a BB3(G) = {S ∈ BB(G) : |S | ≥ 3 a |S | je lichý}. Poznamenejme, že
množina BB1(G) je množina všech větvı́, které majı́ alespoň jeden koncový vrchol
stupně 1; do množiny BB2(G) rovněž patřı́ pouze všechny větve, jejichž hrany jsou
mosty v grafu G a koncové vrcholy nemajı́ stupeň 1; a do množiny BB3(G) patřı́
svazky větvı́, které majı́ vı́ce než jednu větev a počet větvı́ v tomto svazku je vždy
lichý.

Dále definujeme

hi(G) =


max{l(S ) : S ∈ BBi(G)} pro i ∈ {1, 2, 3}, pokud BBi(G)

nenı́ prázdná,
0 jindy.

Pomocı́ délek svazků větvı́ Xiong a kol. v [17] určili hornı́ i dolnı́ odhad ha-
miltonovského indexu.

Věta 3.21. (Xiong a kol., [17]) Necht’ G je souvislý graf a h(G) ≥ 1. Potom

h(G) ≥ max {h1(G), h2(G) + 1, h3(G) − 1}.

Ukážeme, že pro h(G) = 0 odhad předchozı́ věty neplatı́. Pokud h(G) = 0, tak
graf G je hamiltonovský, tedy neobsahuje mosty, a tedy ani žádné větve z BBi(G)
pro všechna i ∈ {1, 2, 3}. Proto hi(G) = 0 a po dosazenı́ do vztahu předchozı́ věty
je h(G) ≥ max{0, 1,−1} = 1.

Věta 3.22. (Xiong a kol., [17]) Necht’ G je souvislý graf, který nenı́ cesta. Potom

h(G) ≤ max {h1(G), h2(G) + 1, h3(G) + 1}.
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Xiong a kol. v [17] porovnali výsledek předchozı́ věty s výsledkem Věty 3.11,
Věty 3.15 a Věty 3.17.

Zřejmě důsledkem předchozı́ Věty 3.22 je Věta 3.11, protože hi(G) pro i ∈
{1, 2, 3} je maximum z délek pouze některých větvı́ a odhad Věty 3.11 použı́vá
maximum z délek všech větvı́.

Srovnáme výsledek Věty 3.22 s odhadem Věty 3.15. Zřejmě hi(G) ≤ diam(G)
pro i ∈ {1, 2, 3}. Existuje graf, který má velký průměr, ale malé h3(G), napřı́klad
graf, který vznikne nahrazenı́m každé hrany cesty lichým svazkem větvı́, který má
nejméně tři větve. Pak výsledek Věty 3.15 může být horšı́ než výsledek Věty 3.22.
To ale neznamená, že odhad Věty 3.22 je vždy lepšı́. Uvažujme graf Gt zı́skaný
z grafu K2,2t+1 tak, že každou hranu K2,2t+1 nahradı́me větvı́ délky S . Zřejmě
h3(Gt) = 2s = diam(Gt), a tedy výsledek Věty 3.22 může být i horšı́ než výsledek
Věty 3.15.

Dá se ukázat, že hi(G) ≤ |V(G)| − ∆(G) pro i ∈ {1, 2, 3}. Obecně tedy nenı́
Věta 3.17 důsledkem Věty 3.22.

Necht’ G je graf, k ∈ N a P ⊆ G je cesta (uvažujeme i triviálnı́ cestu).
Definujeme stupeň cesty P, označı́me jej dG(P), jako součet stupňů všech vr-
cholů cesty P, tedy dG(P) = dG(v1) + dG(v2) + · · · + dG(vk). Dále definujeme
σk(G) = min{dG(P) : |V(P)| = k} a zřejmě δ(G) = σ1(G).

Liu a Xiong v [8] určili hornı́ mez pro hamiltonovský index souvislého grafu G
použitı́m parametru σk(G) následovně.

Věta 3.23. (Liu a Xiong, [8]) Necht’ k ≥ 3 a G je graf s počtem vrcholů n > k + 2
a σk(G) > n + k − 3, potom Lk−1(G) je hamiltonovský, tj. h(G) ≤ k − 1.

Operaci v grafu G nazveme podrozdělenı́ hrany {u, v}, pokud hranu {u, v}
z grafu G odebereme a přidáme mı́sto nı́ nový vrchol x a dvě hrany {u, x} a {x, v}.
Pro r ≥ 3 a i1 ≥ · · · ≥ ir ≥ 0 definujeme graf Ti1,...,ir , který vznikne z grafu K1,r po-
stupným podrozdělenı́m všech r hran i1−1, . . . , ir−1 krát. Dále definujeme graf Zi,
který se skládá z grafu K3 a cesty Pi, jejı́ž jeden koncový vrchol je ve V(K3).
Na Obrázku 3.6 jsou přı́klady struktury zakázaných podgrafů Ti1,...,ir a Zi.

Necht’H1 aH2 jsou dvě množiny souvislých grafů. VztahH1 ⪯ H2 znamená,
že ke každému grafu H2 ∈ H2 existuje graf H1 ∈ H1 takový, že H1 je indukovaný
podgraf grafu H2.
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Obrázek 3.6: Zakázané podgrafy Ti1,...,ir a Zi.

Závěrem této kapitoly uvedeme výsledek pro hamiltonovský index pro obecné
grafy pomocı́ zakázaných podgrafů.

Liu a Xiong ([7]) v následujı́cı́ Větě 3.24 charakterizovali zakázané podgrafy
z množiny H , |H| = 1, 2 tak, že pokud graf G je bez H , potom h(G) ≤ k pro
každé k ≥ 0.

Věta 3.24. (Liu a Xiong, [7]) Necht’ G,H jsou grafy a |H| = 2. Potom pro každé
k ≥ 0 platı́:

1. pokud graf G je bez H, potom h(G) ≤ k právě tehdy, když H je indukovaný
podgraf Pk+3,

2. pokud graf G, který nenı́ cesta, je bezH , potom h(G) ≤ k, pro k ≥ 1, právě
tehdy, kdyžH ⪯ {Zk+1, Pk+4} neboH ⪯ {Zk+1,Tk+1,1,1}.

Poznamenejme, že existujı́ i dalšı́ výsledky týkajı́cı́ se zakázaných podgrafů
pro různé formy souvislosti grafů. Ty zde ale již uvádět nebudeme.

Z článku Ryjáčka a kol. ([11]) jsme zjistili, že obecně problém rozhodnout,
zda je hamiltonovský index daného grafu menšı́ nebo roven dané konstantě, je
NP-úplný, což znamená, že je to výpočetně velmi obtı́žné. Ryjáček a kol. rovněž
v [11] ukázali, že některé známé hornı́ a dolnı́ meze hamiltonovského indexu lze
vypočı́tat v polynomiálnı́m čase.
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Kapitola 4

Hamiltonovské cesty v iterovaných
hranových grafech

Přirozenou otázkou jako pro hamiltonovské kružnice je existence hamiltonovských
cest v iterovaných hranových grafech. V této oblasti se prozatı́m nepodařilo najı́t
žádné výsledky kromě stále nepublikovaného článku Nia a kol. ([10]) z roku 2020.
Tento článek se zabývá analogiı́ Věty 3.5. Zavádějı́ množinu EUPk(G) podgrafů H
grafu G, které splňujı́ podmı́nky 2.-4. jako pro množinu EUk(G), ale podmı́nky 1.
a 5. jsou pozměněné. Uvádějı́ důkaz věty, která řı́ká, že pokud graf G je sou-
vislý graf s minimálně třemi hranami a k ≥ 2, potom Lk(G) má hamiltonovskou
cestu právě tehdy, když EUPk(G) , ∅. V tomto článku také zavedli označenı́ hp(G)
pro nejmenšı́ přirozené čı́slo k takové, že iterovaný hranový graf Lk(G) má hamil-
tonovskou cestu.

Podobně jako Věta 3.1 popisuje souvislost mezi uzavřeným dominantnı́m
tahem v grafu G a hamiltonovskou kružnicı́ v hranovém grafu L(G), ukazuje
následujı́cı́ Věta 4.1 vztah mezi dominantnı́m tahem v grafu G a hamiltonovskou
cestou v hranovém grafu L(G).

Věta 4.1. (Xiong a Zong, [20]) Necht’ G je graf s minimálně jednou hranou. Potom
hranový graf L(G) obsahuje hamiltonovskou cestu právě tehdy, když graf G má
dominantnı́ tah.
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Z Věty 4.1 vyplývá, že pokud graf G má hamiltonovskou cestu, pak také
hranový graf L(G) má hamiltonovskou cestu, protože na hamiltonovskou cestu
v grafu G lze nahlı́žet jako na speciálnı́ typ dominantnı́ho tahu. Z toho plyne, že
i k-tý iterovaný hranový graf má hamiltonovskou cestu pro libovolné k. Pokud je
graf G pouze cesta Pn, pak graf Lk(G) má hamiltonovskou cestu pro k ≤ n − 1,
triviálnı́ cestu bereme jako hamiltonovskou cestu.

Použijeme stejné označenı́ jako v článku Nia a kol. ([10]) a definujeme pojem
hamiltonovský cestový index.

Definice 4.1. Hamiltonovský cestový index grafu G, označı́me hp(G), je nejmenšı́
přirozené čı́slo k takové, že iterovaný hranový graf Lk(G) má hamiltonovskou
cestu.

Odpověd’ na otázku, pro které grafy hamiltonovský cestový index existuje,
je v následujı́cı́m tvrzenı́. Oproti Větě 3.3, o existenci hamiltonovského indexu,
hamiltonovský cestový index existuje i pro grafy, které jsou cesty.

Tvrzenı́ 4.1. Hamiltonovský cestový index existuje pro každý souvislý graf G.
Navı́c, pokud graf G je cesta, potom hp(G) = 0, pokud graf G nenı́ cesta, potom
hp(G) ≤ h(G).

Důkaz. Pokud graf G je cesta, potom zřejmě hp(G) = 0. Pokud graf G nenı́ cesta,
podle Věty 3.3 je hamiltonovský index h(G) konečný. Pokud graf G je hamil-
tonovský, potom obsahuje i hamiltonovskou cestu, která vznike odebránı́m libo-
volné hrany z libovolné hamiltonovské kružnice grafu G. Proto hamiltonovský
cestový index existuje a hp(G) ≤ h(G). □

Pokusı́me se určit hamiltonovský cestový index základnı́ch typů grafu. Pro
cesty již vı́me, že hp(G) = 0. Pokud je graf kružnice, má jako podgraf hamiltonov-
skou cestu, a proto také hp(G) = 0. Dalšı́m základnı́m typem grafu je strom, pro
který již hp(G) nenı́ zřejmý. Použijeme proto výsledek Chartranda a Walla ([5])
z Věty 3.6, který udává hamiltonovský index stromu, a pokusı́me se určit hamil-
tonovský cestový index tohoto základnı́ho typu grafu.
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Chartrand ([5]) definoval parametr k(G), my definujeme podobný parametr,
ale pro každou větev stromu T .

k(b) =

|E(b)| + 1, pokud b ∈ CB(T ) \CB1(T ),
|E(b)|, pokud b ∈ CB1(T ).

Poznamenejme, že pro stromy je množina B(T ) stejná jako množina CB(T ).

Necht’ T je strom a vrcholy u, v jsou listy stromu T . Jednoznačnou uv-cestu ve
stromu T označı́me jako koncovou cestu. Necht’ b1 a b2 jsou dvě větve stromu T ,
pro které k(b1) + k(b2) je maximálnı́. Množinu všech koncových cest P, které
obsahujı́ větve b1, b2 jako podgraf, označı́me P a zřejmě |P| = 1 právě tehdy, když
b1 i b2 jsou z CB1(T ). Každá cesta P ∈ P může obsahovat dalšı́ větve stromu T
jako podgraf kromě větvı́ b1, b2, proto označı́me BP(T ) množinu všech větvı́, které
jsou obsaženy v P jako podgraf. Zřejmě b1, b2 ∈ BP(T ).

Nynı́ můžeme uvést náš hlavnı́ výsledek a jeho důkaz.

Tvrzenı́ 4.2. Necht’ T je strom, potom

hp(T ) = min
P∈P
{max{k(b), kde b ∈ CB(T ) \ BP(T )}}.

Důkaz. Nejprve popı́šeme koncové cesty obsahujı́cı́ co nejdelšı́ větve stromu T
pomocı́ parametru k(b).

Necht’ větev b1 je u1v1-cesta ve stromu T a větev b2 je u2v2-cesta ve stromu T
tak, že k(b1) + k(b2) je maximálnı́ a jednoznačná u1u2-cesta P0 v T neobsahuje
žádný vnitřnı́ vrchol větve b1 ani b2. Potom každá koncová cesta P obsahujı́cı́
větve b1, b2 jako podgraf je hranově disjunktnı́m sjednocenı́m b1, b2, P0 a nějaké
v1l1-cesty P1 a v2l2-cesty P2, kde l1, l2 jsou listy stromu T . Poznamenejme, že P1

nebo P2 nemusı́ existovat, pokud v1 nebo v2 jsou již listy T . Přı́klad jedné takové
koncové cesty P dané větvemi b1, b2 je na Obrázku 4.1.

Nynı́ vybereme koncovou cestu P′ ∈ P takovou, že maximálnı́ hodnota k(b)
pro všechny větve, které nejsou podgrafem P′, je minimálnı́, a označı́me m =
minP∈P{max{k(b), kde b ∈ CB(T ) \ BP(T )}}. Označı́me Ti, i = 1, 2, . . . , n, kom-
ponenty grafu T − H(P′), které nejsou hvězdy se středem ležı́cı́m ve ve vrcholu
cesty P′. Zřejmě Ti jsou opět stromy, kde pro každou větev b ⊆ Ti, i ∈ {1, 2, . . . , n},
je k(b) ≤ m.
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Obrázek 4.1: Koncová cesta P v grafu G, vyznačena tučně.

Nejprve ukážeme, že hp(T ) ≤ m. Podle Věty 3.6 je h(Ti) = k(Ti) ≤ m,
a tedy iterovaný hranový graf Lm(Ti) je hamiltonovský. (V tomto přı́padě k(Ti) =
max{max{|E(b)| + 1 : b ∈ CB(Ti) \ CB1(Ti)},max{|E(b)| : b ∈ CB1(Ti)}}.) Tudı́ž
podle Věty 3.5 graf Lm−1(Ti) má uzavřený dominantnı́ tah, který označı́me Di. Po-
znamenejme, že hrany komponent grafu T−H(P′), které jsou netriviálnı́ hvězdy se
středem ležı́cı́m ve vrcholu cesty P′, jsou dominovány vrcholy cesty P′. Označme
D = P′ ∪

⋃n
i=1 Di. Potom D je dominantnı́ tah v Lm−1(T ), a tedy podle Věty 4.1

graf Lm(T ) má hamiltonovskou cestu a hp(T ) ≤ m.

Nynı́ ukážeme, že hp(T ) ≥ m. Označme b′ větev z množiny CB(T ) \ BP(T ),
pro kterou k(b′) = m. Poznamenejme, že z definice b1 a b2 je k(bi) ≥ m pro
i = 1, 2. Tedy graf Lm−1(T ) má alespoň 3 artikulace, které vzniknou postupným ite-
rovánı́m b′, b′′ a b′′′, kde pro i ∈ {1, 2} větev b′′ je bi a větev b′′′ je b3−i nebo b̃, kde
b̃ ∈ BP(T ) \ {b1, b2} a k(b̃) ≥ m. Potom struktura grafu Lm−1(T ) je na Obrázku 4.2,
kde H1,H2,H3,H4 jsou souvislé grafy, a zřejmě Lm−1(T ) nemůže obsahovat ha-
miltonovskou cestu, která by procházela všemi vrcholy grafů H1,H2,H3. Proto
hp(T ) ≥ m.

Obrázek 4.2: Struktura grafu Lm−1(T ) s grafy H1,H2,H3,H4 a vyznačenými arti-
kulacemi.
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Ukázali jsme tedy, že hp(T ) ≤ m a zároveň hp(T ) ≥ m, a z toho vyplývá, že
hp(T ) = m = minP∈P{max{k(b), kde b ∈ CB(T ) \ BP(T )}}.

□

Poznamenejme, že závěr druhé části důkazu je proveden pouze ilustrativně
pomocı́ Obrázku 4.2. Pro pozdějšı́ možné publikovánı́ tohoto výsledku je třeba
závěr důkazu formulovat vı́ce matematicky.

26



Kapitola 5

Závěr

Cı́lem této práce bylo shrnout dosud známé přesné výsledky a rovněž dolnı́ a hornı́
odhady hamiltonovského indexu grafu a pokusit se zı́skat některé podobné výsled-
ky pro hamiltonovské cesty v iterovaných hranových grafech, o kterých dosud nic
publikováno nenı́.

V Kapitole 3 jsme uvedli Větu 3.1 dávajı́cı́ charakterizaci grafů, které majı́
hamiltonovské k-té iterované hranové grafy pro k = 1, pro k ≥ 2 máme charak-
terizaci grafů podle Věty 3.5. Dále jsme uvedli známé výsledky hamiltonovského
indexu speciálnı́ch třı́d grafů: stromů a grafů, které majı́ všechny cyklické bloky
hamiltonovské. Ukázali jsme metodu použı́vajı́cı́ split bloky, pomocı́ které lze ha-
miltonovský index grafu určit. Uvedli jsme také odhady hamiltonovského indexu,
které závisejı́ na různých parametrech daného grafu, jako je minimálnı́ a ma-
ximálnı́ stupeň grafu, průměr grafu, nebo které využı́vajı́ větve či svazky větvı́
v grafu nebo zakázané podgrafy, zde pouze pro obecné grafy. (Dalšı́ výsledky je
možné do budoucna najı́t i pro různé formy souvislosti grafu.)

V Kapitole 4 jsme zavedli pojem hamiltonovský cestový index hp(G). Ukázali
jsme, že hp(G) existuje i pro grafy, které jsou cesty a v porovnánı́ s hamilto-
novským indexem platı́, že hp(G) ≤ h(G). Pomocı́ výsledku Věty 3.6 a znalostı́
způsobů určovánı́ hamiltonovského indexu se nám v Kapitole 4 podařilo určit
hodnotu hamiltonovského cestového indexu pro stromy. Tento výsledek je uve-
den v Tvrzenı́ 4.2. Jedná se o podobný výsledek, jako publikoval Chartrand pro
hamiltonovský index.
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Prostor pro budoucı́ práci je pokusit se určit hamiltonovský cestový index i pro
dalšı́ třı́dy grafů. Vzhledem k tomu, jak bylo v práci uvedeno, že nejsou publiko-
vané žádné výsledky, prakticky je možné uvažovat všechny podobné třı́dy grafů
jako jsou uvažovány v Kapitole 3 pro hamiltonovský index, napřı́klad grafy, které
majı́ hamiltonovské cyklické bloky nebo závisı́ na různých parametrech grafu.
Tato práce může také vyzývat k prozkoumánı́ hamiltonovské souvislosti, tedy zda
v iterovaném hranovém grafu existuje pro každé dva vrcholy uv-cesta, která je
hamiltonovská, což lze očekávat, že bude daleko těžšı́ dokonce než hledánı́ hamil-
tonovských kružnic v iterovaných hranových grafech.
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[12] M. L. Saražin, A simple upper bound for the hamiltonian index of a graph,
Discrete Mathematics 134 (1994), 85-91.
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