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Anotace:

Primyslové experimenty jsou zakladnim nastrojem pro zajisténi kvality vyroby. Nezastupitelnou roli maji
pfedevsim pfi prvotnim vyvoji daného vyrobku a pfi nasledném zlepSovani kvality. Je tfeba pouzit systematicky
navrh experimentu, aby na jeho vyhodnoceni mohyl byt pouZity statistické metody. Zakladnimi statistickymi
metodami pro hodnoceni experimentli jsou regresni analyza a analyza rozptylu ANOVA. Cilem tohoto ¢lanku je
¢tenafi poskytnout zakladni piehled o analyze rozptylu a jejiho pouziti ve vyhodnocovani experimentd.

Industrial experiments are a fundamental tool to ensure quality production. It has an essential role especially in
the initial development of the product and the subsequent quality improvement. For statistical evaluation is
necessary to use a systematic design of the experiment. Basic statistical methods for the evaluation experiments
are regression analysis and analysis of variance ANOVA. The aim of this paper is to provide the reader an
overview of the analysis of variance and its use in evaluation of experiments.

UvVoD

V soucasnosti jsou velmi vysoké naroky na kvalitu
vyroby. Trend je takovy, Ze se tyto naroky jesté
zptisnuji. Proto je dilezité, mit zajisténou kvalitu
vyroby uz od samotného prvopocatku. Je tieba tedy
zacit fesit kvalitu vyroby uz ve vyvoji. Plati zakladni
poucka v Fizeni kvality, Ze ¢im pozd€ji se v zivotnim
cyklu u vyrobku objevi pfipadna zasadni chyba, tim
jsou nasledky, predevsim ekonomické, vetsi.

Jednim  znastroji, které nam pomahaji se
zajiStovanim kvality vyroby jiz ve vyvoji, je
primyslovy design experimentu. Pomoci
experimentli je mozné ziskat informace o chovani
znaku kvality v zavislosti na riznych faktorech, které
pusobi na vyrobni proces. Muze se jednat o napf. o
vliv riznych vstupnich materialti, vyrobnich nastroji
od ruznych dodavatelt, pfipadné je mozné zkoumat
vlivy prostiedi na kvalitu vyroby. Diulezitym
faktorem putisobicim na vyrobu je samoziejmé také
nastaveni samotnych parametrd vyrobniho procesu.

V pocatcich experimentalni prace se provadéji casto
tzv. screeningové experimenty. Uelem tohoto typu
experimentu je zmapovat vSechny mozné faktory,
které mohou na vyrobni proces pulsobit a znich
vybrat takové, jejichz pusobeni bude statisticky
vyznamné. Tyto experimenty mohou probihat i se
znaénym mnozstvim faktor. Pokud zkoumame vliv
vice faktori, mohou do experimentu vstupovat navic
jesté interakce mezi faktory, a to teoreticky
i nekolikerého tadu, tj. vliv tii a vice faktort
soucasné. To znamend, ze na odezvu neplisobi jen
nastaveni daného faktoru, ale i soucasné nastaveni
faktord ostatnich, které do procesu vstupuji.

Sjednotlivymi interakcemi se proto v navrhu
experimentu pocita jako se samostatnymi faktory.
Proto se u screeningovych experimentl vyuZziva
metoda d-optimalnich planii. Zasadni vyhodou této
metody je, Ze umoziuje piimo zvolit pocet
experimentli, které chceme provadét. Pii vétSim
mnozstvi faktort, a jejich trovni, klasické
experimenty bobtnaji do obrovskych rozméri a
stavaji se tak predev§im ¢asové, ale tedy i
ekonomicky, netinosné.

D — OPTIMALNI PLANY

Metoda d — optimalnich plant vychazi z Gplného
faktorového navrhu experimentt. Z toho faktorového
experimentu se nasledné pomoci matematického
modelu  experimentu  sestavuje  tzv.  matice
kandidatnich bodG. Pocet fadkd vtéto matici
odpovida poctu experimentd, které jsme si stanovili.
U modelu procesu je dilezité védét, zda se jedna o
model linearni, ¢i zda do procesu vstupuji nékteré
interakce. V primyslové praxi, pokud se né&jaké
interakce vySetfuji, tak se vétsinou fesi jen interakce
prvého fadu, tj. interakce dvou faktort. Interakce
vyS§ich  tfadi se  zanedbavaji  automaticky
z predpokladaného divodu jejich  zanedbatelného
vlivu na odezvu.

Minimalni pocet pokustt je dan poctem prvka
V matematickém modelu. Za optimalni se poté
povazuje takovy experiment, ktery spliiuje dané
kritérium optimality. Téchto kritérii je nékolik.
Nejcastéji pouZivané je tzv. D-kritérium. Toto
kritérium po&itd s informacni matici X' X dané
matice navrhu. Jako d-optimalni se oznaci takovy
navrh, jehoz informa¢ni matice ma maximalni
determinant.



Nevyhodou této metody je znana vypocetni
narocnost, kterd plyne z poctu moznosti, kterymi je
mozné z daného plného navrhu vybrat kandidatni
matici o daném poctu fadkd. Z tohoto diivodu vétSina
statistickych  softwarti, které sd-pliny pracuji,
vyuziva n€kterou z numerickych metod, které byly
pro tento ucel vyvinuty. VétSina téchto numerickych
metod, vychazi z tzv. vyménného algoritmu.

Tento typ algoritmli vychazi z matice navrhu X,
kterd obsahuje n pocatecnich experimentii. Cilem
téchto algoritml je zdména bodli v matici navrhu za
body z kandidatni matice tak, aby zména velikosti
determinantu informacni matice byla co nejvetsi.
K tomu se vyuziva tzv. variacni funkce d(x):

d(x) =x'(X', X)) *x. )

Po pfidani experimentu x) do matice navrhu vznika
nova matice Xg.1). K popsani vztahu mezi matici
novou a puvodni mize byt pouzita matice informaéni
a plati, ze [10]:

(X’(n+1)X(n+1)) = (X,an) + (xj X x,j)- (2)

K vypoctu determinantu nové informacni matice je
poté mozné pouzit pravé variacni funkci d(x). Plati
nasledujici vztah [1].

X' ey Xmeny | = 1X nXnl X (1 +d(x;)). 3)

V piipad€, ze z matice navrhu budeme odebirat prvek
X; tak, abychom ziskali experiment s pivodnim
poétem pokust, budou vztahy pro vypocet odpovidat
rovnicim (2) a (3) s tim rozdilem, Zze prvky se budou
v rovnicich odecCitat. Odebirame takovy experiment,
jehoz variac¢ni funkce je nejnizsi.

Ztohoto zakladniho principu vychazeji  dalsi
numerické metody, napt. metoda DETMAX nebo
Fedoroviv  algoritmus.  Podrobngjsi  informace
o téchto metodach je mozné najit napt. v [1] a [2].

ANALYZA ROZPTYLU

Analyza rozptylu ANOVA je zakladnim nastrojem,
ktery se pouziva k vyhodnocovani experimentt. Tato
metoda umoziuje analyzovat rozptyl —mezi
jednotlivymi experimenty a tedy i mezi nastavenim
jednotlivych faktorG. Tento rozptyl je ovlivnén
jednak znamymi zdroji variability (tj. zménami
urovni jednotlivych faktorti), ale i dalsimi vlivy. Mezi
ty patii zejména chyby pfi nastavovani jednotlivych
urovni. Jednd se nejen o presnost samotného
nastaveni, ale napfiklad i o jeho stabilitu. P¥ipadnym
zdrojem variability mohou byt napiiklad i faktory,
které na proces pisobi, ale nebyly do samotného
experimentu zafazeny (napf. pokud na provedeni
celého experimentu je tieba vice nez jedna Sarze

materialu). Dal§im vlivem mohou byt i tzv. sumove
faktory, tj. faktory jejichz vliv na vyrobni proces
mize byt znacny, ale nejsme schopni je jakymkoli
(ekonomicky pfijatelnym) zplsobem regulovat.
V takovémto pfipad¢ se pak provadi tzv. robustni
navrh experimentu, jehoz ukolem je najit takové
nastaveni fiditelnych faktorti, pfi kterém je mozné
vliv Sumovych faktori zanedbat, resp. se stava
statisticky nevyznamnym. VSechny zdroje variability,
mimo variabilitu zplsobenou zménou nastaveni
urovni jednotlivych faktord, zpiisobuji tzv. rezidudlni
rozptyl (nebo téZ experimentdlni chybu). Pomoci
analyzy rozptylu mtzeme urcit, které faktory jsou
statisticky vyznamné, a které faktory je mozné
Z experimentu odstranit, protoze jejich vliv neni
statisticky prokazatelny.

Obecné lze analyzu rozptylu chéapat jako zobecnéni
t-testu. Zékladni nulovou hypotézou, ktera se pomoci
anovy testuje, je mozné zapsat takto:

Hoipty = py =+ = [, 4)

kde m > 2 a znaci celkovy pocet faktort se stfedni
hodnotou i, a rozptylem o7,

Dalsim dulezitym krokem v analyze rozptylu je urcit,
zda budeme anovu provadét pro pevné nebo nahodné
efekty. V ptipadé pevnych efektii provadime analyzu
pro predem stanovené efekty. Nami zjisténé vysledky
jsou poté aplikovatelné jen na dané efekty a neni
mozné tyto zavéry zadnym zpusobem zobecnit na
ostatni vlivy, které nebyly do analyzy rozptylu
zahrnuty. Toto je pfipad, ktery nastdvad ve vétSing
primyslovych experimentd. Druhym typem je
analyza rozptylu pro efekty ndhodné. V tomto ptipadé
provadime analyzu pro efekty, které nahodné zvolime
z velkého mnozstvi. Vtomto piipadé Ize poté
vysledky zobecnit i na efekty, které jsme piimo
netestovali. Tento piipad se ale v prumyslovych
experimentech vyskytuje jen zfidkakdy, a proto se
jim toto ¢lanek zabyvat nebude. Tuto problematiku
Ize dohledat ve velkém mnozstvi publikaci, napf.
v [3].

Celkovy pozorovany rozptyl SSt ma tii slozky:

e odchylka celkového pruméru vsech vysledkt
SS,, vzhledem k nule;

e rozptyl prumért vysledkt pro kazdou trovenl
faktoru SS, vztazeny k priméru celkovému,

e rozptyl individualnich vysledkl pro kazdou
uroven SSg vztazeny k praiméru pro kazdou
uroven (tzv. rezidualni rozptyl).

Odhad rozptylu mezi jednotlivymi tfidami je
nestranny jen tehdy, pokud plati nulova hypotéza H.
Pokud tato hypotéza neplati, pak se budou statisticky
vyznamné li§it odhady rozptylu uvnitf tfid a mezi



jednotlivymi tfidami. Pfic¢inou tohoto rozdilu je to, ze
se alesponi jedna hodnota vyznamné li$i od ostatnich.
Testovani hypotézy H, se prakticky provadi
F — testem, kterym srovndvame rozptyly mezi a
uvnitf tiid:

rozptyl mezi priméry skupin SSX/fX

- ’ (5)

rozptyl uvniti skupin SSE/fE
kde f znadi pocty stupiid volnosti dané veliéiny.
Testovana veli¢ina F ma F — rozdéleni spoctem

stupiili volnosti daném typem experimentu a poctem
faktort.. Hypotéza Hy zamitame, pokud plati:

F vypoctené > I:m -1,m(n-1) ((Z), (6)

kde m-1 a m(n-1) znaéi pocty stuptit volnosti. Pokud
nerovnost (6) neplati, tak se nulova hypotéza Hg
o rovnosti stfednich hodnot nezamita.

ANOVA pro jednofaktorovy experiment

U tohoto typu experimentd se zkouma jen vliv
jednoho faktoru A, resp. vliv nastaveni jednotlivych
urovni daného faktoru A na odezvu. PfiCemz plati

nasledujici vztahy.

Soucty ¢tverct jednotlivych zdroji:

X;)2  (x.)?
SSA = n—i - T, (7)
i (x.)?
SST = {=IZZ=1Xi2p - n (8)

Do celkového pozorovaného rozptylu jesté vstupuje
vliv replikaci (ve vzorcich s indexem p). Replikace je
nezavislé opakovani kazdé kombinace faktord.
Replikace, spole¢né s randomizaci a technikou blokd,
patii mezi zakladni principy navrhu experimentu.

Rezidualni soucet ¢tverct se vypocte dle vztahu:
SSE = SST _SSA. (9)

Jednotlivé stupné volnosti:

fa=1-1, (10)
fr=n—-1, (11)
fe=n—1I. (12)

Testovaci statistika se poté vypocte dle:

F,=34tE _SSan-l (13)
fa SSE SSgI1-1

Aby platila nulova hypotéza Hy . xo = w1, musi platit
Fa < Fuit, kde kritickd hodnota odpovida F|_1 ,_1 ().
Hodnota o oznacuje tzv. hladinu vyznamnosti (nebo
také chybu 1. druhu). Zjednodusen¢ mizeme tvrdit, Ze
hladina vyznamnosti uruje pravdépodobnost, ze
zamitneme spravnou hypotézu. Nejcastéji se voli
hodnota a = 5%.

Pro wurCeni, které urovné faktoru A zpusobily
zamitnuti hypotézy Hy, se pouzivaji tzv. metody
mnohonasobného porovnavani. Mezi tyto metody
patfi napiiklad znama Scheffého ¢i Tukeyova
metoda, pfipadné metoda Duncanova ¢i Fisherova
LSD (Less significant difference).

ANOVA pro
s interakcemi

dvoufaktorovy  experiment

Z jednofaktorové analyzy rozptylu rozsifenim o dalsi
faktory a pfipadné interakce, ziskame analyzu
rozptylu pro mnohafaktorové experimenty. Princip
fungovani anovy u takto rozsahlych experimentd, lze
snadno pifedvést na dvoufaktorovém experimentu
s interakcemi, které u tohoto typu experimentu
mohou byt jen prvého fadu. Samoziejmé pokud bude
pusobicich faktorl vice, mize do interakci teoreticky
vstupovat i 3 a vice faktord.

Nulova hypotéza je definovana rovnici (4).
Vypoétena testovaci statistika se porovnava
s kritickou hodnotou F,, ktera odpovida poétim
stupnit  volnosti jednotlivych faktord a zvolené
hlading¢ vyznamnosti. Pokud chceme v experimentu
vySetfovat interakce, je nutné provést minimaln¢ dvé
replikace (P > 2). Celkovy pocet vystupl
z experimentu se tedy rovna n =1 J P, kde I a J jsou
pocty urovni faktortt A a B. Model odezvy odpovida
rovnici:

Xijp:H+ai+Bj+Tij+€ijpl (14)
kde u je pramérna hodnota,

a;, Bjje vliv faktorit A a B,

T je vliv interakci mezi faktory A a B,

&jjp je ndhodna chyba s rozdélenim N (0; o).

Soucty jednotlivych ¢tverct maji tvar:

1 1

S84 = I §=1Xi2.. - ;X...z ) (15)

SSp=—y/_ x2-1x?2 (16)
B P j=1J. ne

1
SSp = §=IZ§=1ZS=1Xi2jp +;Z{=1Z§:1 izjl
(7)

1
SSr =Y Z§:1 =1 Xl +;X.?. ,
(18)



Tab. 1: Tabulka ANOVA pro dvoufaktorovy experiment s interakci

. y stupné odhad o
zdroj soucet . . e kriticka
variabilit Stvercil volnosti rozptylu testova veli¢ina hodnota P hodnota
y (DF) (MS)
SSalfa
faktor A SSa fa SSp / fa Fy = FfA’fE (O()
4 SSp/fs
SSs/fs
faktor B SS f SSg /f Fp = F
B B 8/ fs 5= 55, /f, e (@)
interakce SSap/fas
SSas fag SSag / fag Fap=—oa—7— Fuee@
AB P SSe/ fr
rezidualni SSe fe SSe/ fe --- ---
celkovy SSt fr --- --- ---
SSup =SSy — 5SS, — SSg — SS;. (19) 0 shodnosti priméru a vliv daného faktoru mizeme
povazovat za prokazany.
A pocty stupii volnosti maji tvar:
Interpretaci vysledkd je mozné demonstrovat na
fa=1-1, (20) nasledujicim vzorovém piikladu. V tomto piipadé se
bude jednat o ¢tyifaktorovy experiment, v némz jsou
fe=J]-1, (21) uvazovany interakce prvého fadu. K vypoctu analyzy
rozptylu byl pouzity statisticky software Destra od
fe=n—1], (22) Q-DAS GmbH. Je mozné pouzit celou dalsi fadu
statistickych SW a analyzu rozptylu zvlada i MS
fr=n-—1, (23) Excel.
fap = U -1y —1). (24) Na obr. 1 vidime vystup z multifaktorové analyzy

Vliv daného faktoru je prokdzan na zvolené hladiné
vyznamnosti a, pokud pfislusna testovaci statistika Fy
je veétsi nez hodnota kriticka. Testovaci statistika F, se
ur¢i dle vztahu:

SSX/f
FX = SSE—x’ (25)
/fE
kde SS, a f, odpovida pfislusSnym souctim

jednotlivych rozptyld a stupiit volnosti pfislusnych
danému faktoru.

V pfipadé experimentu bez interakci se zvySe
uvedenych rovnic vypusti ty ¢leny, které odpovidaji
pravé interakcim. Takovyto experiment lze provést
i v piipadé, ze pocet replikaci je roven P > 1.

INTERPRETACE VYSLEDKU ANOVA

Ve vystupech riiznych statistickych SW se mlizeme
setkat stzv. P-hodnotou. Tato hodnota odpovida
pravdépodobnosti F — rozdéleni sdanymi stupni
volnosti pro dany soucet Ctverct. Plati, ze pokud
je P > q, tak hypotézu Hy nezamitdme. A naopak
pokud plati, ze P < o, zamitime hypotézu Hj

rozptylu ze SW Destra.

R®=99,941% R*% =99 795%
Typ Il suma étverel

Znak & Znak ozn. x| 55 [5 DF Fo Fo P

A A 78,14 78,14 1000 | 4343

<0,0001

B ] 00232 | 0016 | 2000 0,644 0,546

T 5 182 39,41 3,000 21907

<0,0001

D ] 75,15 75,15 1000 | 4177 <0,0001

AB 0,240 0120 2000 | se68* 0,0144

AC 0,119 0,0395 3,000 2198 0,151

AD 1,840 1940 1000 | 1078 <0,0001

8C 0183 | 00314 | 8000 1746 0,208

8D 0,0825 0,0413 2,000 2203 0,151

i} 00466 | 0,015 3,000 0,863 0,492

Wodel 304,2 12,67 24,00 <0,0001

Chyba 0180 | 00180 10,00 — —

Celkem 3044 8952 34,00 — =

Obr. 1 Analyza rozptylu pro dany experiment

Mizeme pozorovat, ze statisticky vyznamné jsou
faktory A, C a D a interakce mezi faktory A a D.
P — hodnoty u téchto faktorGi jsou minimalni. SW
Destra také umoziuje eliminaci jednotlivych faktord.
V tomto pfipadé jsou postupné z vyhodnoceni
odebirany faktory, jejichz P — hodnota je nejvétsi,
tedy vliv na odezvu je nejmen$i a celd analyza




rozptylu je znovu piepocitdna. Tim ziskame presnéjsi
vysledky, protoze do experimentu jiz nevstupuje [4]
variabilita, o které jsme prokazali, ze na odezvu nema

vliv. Vysledky po eliminaci vidime na obr. 2.

R?=99,705% R2=99,642%

Typ Il suma Etvereii

Znak & Znak ozn X1 ss MS. DF Fo Fo P [5]
A A 82,02 82,02 1,000 | 2559 <0,0001
c e 1325 415 3000 | 1377 <0,0001
D 0 7758 7758 1,000 | 2420 |e—] 00001
AD 3407 3407 1,000 | 1063 <0,0001
Wodel 3035 5058 6000 | 1578" <0,0001 [6]
Chyba 0898 | 00321 28,00 — —
Celkem | 3044 8852 34,00 — —

Obr. 2 Analyza rozptylu po eliminaci nevyznamnych faktort

Z obrazku 2 je patrné, ze ve vyhodnoceni zustaly
stejné faktory, jako v prvnim pfipad¢ a tedy miizeme
povazovat jejich vliv za prokazany.

ZAVER

Ugelem tohoto ¢lanku bylo G&tendfe seznamit
s analyzou rozptylu a jeji aplikaci pro vyhodnocovani
experimentl. Analyza rozptylu ANOVA je zakladni
metoda, kterd nam umoznuje rozliSit, které faktory
pusobici na vyrobni proces jsou dulezité a které
nikoli. Po tomto zjednoduseni je mozné se podrobné
zaméfit na faktory vyznamné a provést komplexnéjsi

zkoumani vlivu téchto faktord. K témto ucelim se
nejcastéji vyuziva regresni analyzy.

Tato prace byla podporena grantem Studentské
grantové soutéze ZCU ¢. SGS-2012-026
., Materidlové a technologické systémy
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