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Uvod

Cilem této bakalarské préace je vytvorit metodiku pro experimentalni meé-
feni chyb pribliznych feseni tloh s nehladkym fesenim. V prvni kapitole se
budeme zabyvat nékterymi matematickymi modely, které jsou zalozeny na
parcialnich diferencidlnich rovnicich. Teorie parcialnich diferencialnich rovnic
tvori zéklad celé problematiky matematického modelovani a je tizce spjata s
fyzikalnimi védami a se snahou popsat jazykem matematiky co mozna nej-
presnéji (zaroven vsak relativné jednoduse) nékteré fyzikalni déje a jevy. Ve
druhé kapitole tedy stru¢né popiseme princip a rozdéleni parcidlnich diferen-
cialnich rovnic. Déle se pokusime vysvétlit, jak dulezitou roli hraje spravna
formulace ulohy, ktera popisuje zkoumany fyzikalni proces nebo problém.
V dalsi kapitole si uvedeme nékolik numerickych metod, zejména Laxovou-
Friedrichsovu metodu a metodu typu upwind, které jsou zakladnim staveb-
nim prvkem pro feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho radu. Jedna
se o numerické metody prvniho radu. Déale popiseme Laxovu-Wendroffovu
metodu a metodu typu flux-limiter, coz jsou numerické metody vyssiho radu.
Vysvétlime a popiSeme si jednotlivé zédkladni techniky méteni a provedeme
nékolik numerickych experimenttt pro typové rovnice. Budeme zde vyuzi-
vat nabidky systému Matlab, coz je systém zahrnujici nastroje pro prevazné
numerické vypocty. Na zavér provedeme vyhodnoceni jednotlivych experi-
ment.



Kapitola 1

Vybrané matematické modely

Rozséhlost a slozitost problematiky parcidlnich diferencidlnich rovnic v na-
vaznosti na slozitost riznych zkoumanych problému dala vzniknout novému
odvétvi: matematickému modelovdani. Teorie parcialnich diferencialnich
rovnic se vyclenila v jeho ramci jako samostatna védni disciplina. Presto
vsak studium parcialnich diferencialnich rovnic zlstava tésné svazano s po-
pisem — modelovdnim — fyzikalnich ¢i jinych jevi. Matematické modelovani
se, zejména v poslednich dvaceti letech, Siroce pouziva v pfirodnich i tech-
nickych védach. Matematické modely byvaji komplikované povahy. Obvykle
jsou formulovany pomoci algebraickych nebo diferencidlnich rovnic. Jednim
ze zakladnich prostiedki reseni téchto model na pocitaci jsou numerické
tvorené baliky programi, komerc¢ni i nekomercéni. Pii pouzivani téchto balika
je ale nutna orientace v jednotlivych pouzitych numerickych metodéch.

1.1 Matematicky model a modelovani

V této kapitole se sezndmime s obecnou predstavou pojmu matematické mo-
delovani, co tento pojem predstavuje a jaké jsou jeho zdkladni principy. Uka-
zeme si zde nékolik vybranych matematickych modelt. Vysvétlime si zakladni
predpoklady, které jsou nevyhnutelné pri konstrukei jednotlivych modelt, ale
také zasady, které nesmime opomenout. Diive nez se pustime do samotného
modelovani, si zde vysvétlime par obecnych pojmi, bez kterych by zadny
matematicky model nemohl vzniknout.

Matematické modelovani hraje velkou tlohu v popisu jevi, se kterymi
se setkdavame v aplikovanych védach a v riznych oblastech technickych a
prumyslovych aplikaci [viz 3] . Matematickym modelem méme na mysli sou-
stavu rovnic anebo jinych matematickych vztaht zachycujicich podstatné



vlastnosti komplexnich, prirozenych nebo uméle vytvorenych systému za tice-
lem jejich popisu, pripadné predpovédi jejich chovani a fizeni jejich ¢asového
vyvoje. V minulosti byla tato oblast nazyvana rovnicemi matematické fyziky,
avsak v soucasné dobé uz zdaleka neni ztizena pouze na fyziku a chemii, ale
hluboce zasahuje i do oblasti, jako jsou finance, biologie, ekologie, medicina,
sociologie a jiné. V prumyslovych oblastech (jako jsou napiiklad vesmirné
nebo namorni projekty, jaderné reaktory, problémy spalovani, vyroba a dis-
tribuce elektrické energie, fizeni dopravy atd.), se stalo matematické modelo-
vani nasledované numerickymi simulacemi a posléze experimentalnimi testy,
obecnym pristupem zcela nutnym pro rozvoj inovaci a v neposledni fadé mo-
tivovanym ekonomickymi faktory. Je zcela zfejmé, ze bez soucasné vykonné
vypocetni techniky by toto bylo zcela nemozné.

Obecné je konstrukce matematickych modelt zalozena na dvou zaklad-
nich pristupech, kterymi jsou obecné zakony a konstitutivni vztahy. Obecné
zakony vychazeji prevazné z mechaniky kontinua a jsou reprezentovany za-
kony zachovani ¢i rovnovahy, jako jsou napriklad hmoty, energie, hmotnosti,
hybnosti, linedrntho momentu atd. Tyto zadkony si podrobnéji popiseme v
nasledujici kapitole.

Konstitutivni vztahy jsou ptivodem experimentalni povahy a jsou silné
zavislé na okolnostech jejich ziskani, zejména na vlastnostech zkoumaného
systému (materialu). P¥iklady mohou byt Fourieriv zakon pro vedeni tepla,
Fickiv zakon pro difuzi substance v médiu a nebo naptiklad i rychlost auta,
zavisla na hustoté dopravniho toku pred nim.

Vysledkem kombinace obou pristupti jsou obycejné parcialni diferencialni
rovnice a nebo jejich systém. Vzhledem k tomu, zZe je nutné jesté respekto-
vat prostredi, ve kterém modelovani provadime, musime jesté k parcidlnim
diferencialnim rovnicim zahrnout okrajové podminky, které popisuji chovani
modelu na hranici oblasti, ve které modelovany proces probiha, pripadné i
casové pocatecni podminky, které representuji pocatecni stav, ze kterého se
model zacal vyvijet v pripadé, ze jde o proces nestacionarni.

V této praci budeme pojmem matematicky model rozumét matematickou
ulohu, jejiz feseni popisuje chovani zkoumaného jevu nebo systému. Budeme
se zabyvat modely popsanymi parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, tj. dife-
rencialnimi rovnicemi se dvéma a vice nezavislymi proménnymi.

1.2 Zakony zachovani
Jak jsme jiz uvedli diive, velkd cast matematickych modelt vychézi ze za-

kladnich zédkont zachovani jako jsou zakony zachovani energie, hmotnosti,
hybnosti atd. [viz 10]. Tyto zakony obecné popisuji skutecnost, Ze zména



urc¢ité veli¢iny v dané oblasti musi byt rovna toku veli¢iny pres hranici ob-
lasti a prirtstku (resp. tbytku) veli¢iny uvnitt oblasti. Jesté jednou uvedeme
oznaceni pro ¢asovou proménnou t a prostorovou proménnou x. Symbolem
u(x,t) oznacime hustotu zkoumané veli¢iny v bodé = a Case t a ¢ = ¢(z,1)
oznac¢ime tok této veliciny bodem x v case t, ktery definujeme jako kladny
pri pohybu ve sméru kladné poloosy x, tj. doprava pri bézné orientaci sou-
fadného systému (x,t). Posledni funkci je f = f(x,t), kterd predstavuje vliv
zdroji v bodé x a case t.

Zékon zachovani vyjadiuje vazbu mezi u, ¢, f. V jednodimenzionalnim
pripadé uvazujeme naptiklad trubici s prifezem A a na ni libovolny, avsak
pevny usek a < x < b. Zakon zachovani 1ika, ze zména celkového mnozstvi
veli¢iny v v dané oblasti musi byt rovna toku ¢ v bodé x = a zmensenému o
tok ¢ v bodé x = b a celkové bilanci zdroji v oblasti a <z < b, tj.

o / u(, t) Ade = Ag(a,t) — Ad(b, ) + / fahAde (L)

Tato rovnice predstavuje zakladni zakon zachovani v jeho integralni po-
dobé. Pokud uvazujeme trubici s konstantnim prirezem A , lze jej z rovnice
vylouéit. Navic pokud jsou uvazované funkce u a ¢ dostateéné hladké!, mu-
zeme prejit k diferencialnimu vyjadieni.

Konkrétné, pokud v ma spojité parcialni derivace, 1ze zaménit poradi
integrace a derivace na levé strané rovnice (1.1), tj.

d b b
dt/ u(x,t)dx:/ u(x, t)dz.

Je-li ¢ rovnéz jedenkrat spojité diferencovatelnd, 1ze prvni dva ¢leny na
pravé strané rovnice (1.1) vyjadiit nésledujicim zptusobem

b(a,t) — o(b,t) = / bu(, 1)

Rovnice (1.1) tedy ptejde do tvaru

/ sz, 8) + b, 1) — fla,)]dz = 0.

Protoze jsme interval (a,b) volili naprosto libovolné, musi byt integrand
identicky roven nule, tedy

"Funkei f nazveme hladkd na oteviené mnoziné U, pokud ma vechny (parcidln{ pro
funkci vice proménnych) derivace viech fadi. Znacéime: f € C>(U) =, C*(U)



u(z,t) + ¢z, t) = f(x,t) (1.2)

Rovnice (1.2) je lokélni verze rovnice (1.1) a vyjadiuje zdkladni zadkon
zachovani v diferencialnim tvaru. Jedna se o rovnici pro dvé neznamé funkce
u a ¢. Zdroje f jsou zadany, mohou vSak zaviset na x,t prostfednictvim
hustoty u, tj. muze byt f = f(u). Pfi vytvareni matematického modelu tedy
samotny zakon zachovani nestaci. Je nutné jej doplnit tzv. konstitutivnimi
vztahy, které svazuji dohromady veli¢iny u a ¢.

1.3 Transportni rovnice

Model, ve kterém je tok primo imérny hustoté, tedy

® = cu

kde ¢ je konstanta, popisuje napiiklad unaseni latky v trubici s proudici
tekutinou. Veli¢ina u zde predstavuje koncentraci unasené latky a parametr
¢ odpovida rychlosti proudéni. Do modelu neni zahrnuta difiize. Dosadime-li
takto vyjadieny tok do zékladniho zdkona zachovéani (1.2) a budeme-li uva-
zovat, ze rychlost proudéni ¢ > 0 je konstantni a zdroje f nulové, dostavame
tzv.transportni rovnici

U +cuy, =0 (1.3)

Resenim této rovnice je funkce

u(x,t) = F(x — ct) (1.4)

kde F' je libovolna diferencovatelna funkce.
Pokud je tok ¢ nelinearni funkci hustoty u, pak dostava zakon zachovani
(pro f =0 )podobu

ur + (p(u))e = ur + ¢'(w)u, =0 (1.5)

Tento vztah modeluje nelinearni transport, ktery je ovsem z hlediska dalsi
analyzy mnohem komplikovanéjsi.



1.4 Diftize a vedeni tepla

Difize. Diftze je samovolny proces, béhem kterého jsou castice jedné latky
rozptylovany v rozpoustédle. Pohyb jedné castice je v zasadé nahodny, ale v
pruméru dochazi k presunu latky z mist z vyssi koncentraci do mist s nizsi
koncentraci. Rychlost Sifeni ¢astic je ovlivnéna velikosti ¢astic, teplotou i
vlastnostmi prostiedi. Vysledkem diftize, pokud do hry nevstupuji dalsi fak-
tory, je rovnomérné rozptyleni rozpusténé latky v rozpoustédle. Matematicky
popisuji diftzi Fickovy zakony. V nasem pripadé budeme znovu vychéazet ze
zékladniho zdkonu zachovéani (1.2) prozatim bez zdroju (f = 0), tj.

ut+¢zzo

Veli¢inou v nyni mize byt naptiklad koncentrace plynu v jednodimenzi-
onalni trubici. Na zakladé pozorovani lze usoudit, ze:

1. molekuly plynu se pohybuji z mist s vyssi koncentraci do mist s nizsi
koncentraci

2. ¢im vétsi je gradient koncentrace, tim veétsi je tok.

Nejjednodussi vztah, jeky témto predpokladiim odpovidé, je linearni za-
vislost

¢ = —ku, (1.6)

kde k je konstanta imérnosti. Znaménko minus zarucuje, ze pokud je
u, < 0, pak ¢ je kladné a tok sméruje doprava. Vztah (1.7) se nazyva Fic-
kv zdkon a konstanta k difuzni konstantou. Dosadime-li (1.7)do zdkladniho
zakona zachovani, dostavame tzv. jednodimenziondlni difizni rovnici

Vedeni tepla. Budeme uvazovat jednorozmeérnou tyc s konstantni hustotou
p a konstantni mérnou tepelnou kapacitou c¢. Oznacime-li teplotu v bodé x
a case t funkel T' = T'(z,t) , pak u(z,t) = p.c.T(x,t) je hustota tepelné
energie. Konstitutivnim vztahem, ktery svazuje tok ¢ a hustotu u, zde bude
Fourieruv tepelny zdakon, ktery tika, ze tok je primo imérny gradientu teploty
se zapornou konstantou imérnosti, tedy

¢=—KT,

10



Konstanta K zde predstavuje tepelnou vodivost. Fouriertv zakon je obdo-
bou Fickova zakona: teplo proudi z teplejsich oblasti do chladnéjsich. Dosa-
dime-li vyse uvedené vztahy do zdkladniho zdkona zachovani (1.2), dosta-
vame

T, — kT = 0, k= (1.8)

K
pc
coz je opét difuzni rovnice v jedné dimenzi. Oba jevy, vedeni tepla i difuzi,
Ize tedy modelovat stejnou rovnici.

Proudéni s difizi. Pokud chceme vytvorit tzv. kombinovany model, tj. do
modelu chceme zahrnout proudéni i difuzi, pak musi pro tok platit

¢ = cu — kuy

a ze zakona zachovani dostavame rovnici

U + CUy — Kgy =0 (1.9)

Takto lze popsat napf. rozlozeni hustoty chemikalie, kterd je unésena
proudici tekutinou s rychlosti ¢ a zaroven do této tekutiny difunduje s difuzni
konstantou k.

1.5 Vedeni tepla ve 3D

Vétsina fyzikalnich jevu se odehrava v roviné, pripadné v prostoru, proto
bychom neméli opomenout také odvozeni napriklad rovnice vedeni tepla (di-
fuzni rovnici) i ve vice dimenzich.

Hlavni myslenka je naprosto stejna jako v jedné dimenzi. Opét mizeme
formulovat zakon zachovani v integralni podobé. Nechf €2 je prostorova oblast
au = u(z,y,z,t) znaci teplotu v ¢ase t a bodé (z,y, z) € Q. Predpokladejme,
ze material, ktery zaujima danou oblast, je homogenni a charakterizovany
hustotou p a mérnou tepelnou kapacitou c. Necht B je libovolna koule ob-
sazend v ). Na tuto kouli nyni aplikujeme zdkon zachovani tepelné energie,
ktery rika, ze zména celkového mnozstvi energie obsazené v B musi byt rovna
souctu toku energie pres hranici 0B a energie pochazejici ze zdroju uvnitt
B. Celkové mnozstvi energie v objemovém elementu dV' = dxdydz je cpudV
a tedy celkové mnozstvi energie v kouli B je dano trojnym integralem

///B cpu(z,y, 2, t)dV

11



Ozna¢me f = f(x,y,z2,t) funkci, kterd popisuje tepelné zdroje v dané
oblasti, pak [[[ fdV je celkovy prispévek zdroji v kouli B. Déle zavedme
vektor tepelného toku ¢ = ¢(x,y, z,t) o slozkdch ¢1, po, 3. Tok plosnym
elementem dA s jednotkovym vektorem vnéjsi normaly n je pak dan vztahem

¢-ndA

Odtud dostavame, ze tok celou hranici koule B je dan plosnym integrélem

Nyni jiz mtizeme formulovat zakon zachovani tepelné energie v jeho inte-
gralni podobé

;Zt///BcpudV:—/ang-ndA—i—//deV (1.10)

Znaménko minus ptred plosnym integralem na pravé strané odpovida kon-
venci, ze tok je kladny smérem ven z koule B. Chceme-li prejit k diferencidl-
nimu vyjadfeni, pouzijeme Gaussovu-Ostrogradského vétu?, kterd za jistych
pozadavku na diferencovatelnost prevadi plosny integral pres hranici dané
oblasti na integral objemovy. V nasem pripadé tedy

/ang ndA = ///Bdivqbdv

2Budiz V méfitelnd omezend oblast na R3 a A : R? — R3 je spojité diferencovatelné
vektorové pole, definované na oblasti V' UV, kde OV je hranice oblasti V. Déle budiz o :
¥ — R3 uzaviens jednoduch4 hladka plocha jejichz geometricky obraz (o) je totozny s OV.
Pak plati ¢f Ado = [[[;, divA dzdydz. Symbolem div oznac¢ujeme vektorovy diferencialni
operator divergence. Divergence vektorové funkce ¢ je skalarni funkce: divgp = % + %‘;2 +

8¢ . . v sy vy . P Civs .
52 Plocha o je uzaviend a pfi vypoctu pouzivime jednotkové vektory vnéjsi normély.

12



Pokud méame zajisténou spojitou diferencovatelnost veli¢in u a ¢, mizeme
rovnici (1.10) pfepsat do ekvivalentniho tvaru

///Bcputh:—///BdiV(de—|—//deV

Jelikoz jsme kouli B volili uvnitt €2 naprosto libovolné, dostavame konsti-
tutivni zakon, kterym je v pripadé rovnice vedeni tepla trojrozmérna verze
Fourierova tepelného zakona a sice

¢ = —Kgradu

Uvédomime-li si navic, ze plati

Ay =divgradu = V - Vu = 1y, + uyy + Uz,

kde A znaé¢i Laplacetv operator, dostavame konecnou podobu rovnice
vedeni tepla ve tfech dimenzich

ut—k:AU—clpf (1.11)

kde k = g. Tato rovnice rovnéz vystihuje chovani difundujici latky v troj-
rozmérné oblasti, proto ji budeme opét nazyvat difuzni rovnici. Analogicky
bychom dostali stejné vyjadieni i v pripadé dvoudimenziondlniho problému.
Laplacetiv operdtor by pak mél podobu Au = t, + Uy,.

13



Kapitola 2

Klasifikace parcialnich
diferencialnich rovnic a
formulace uloh

Jak jsme se jiz zminili dffve, v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR)
jde vétsinou o vztah mezi neznamymi funkcemi vice nezavisle proménnych
z rovnosti, ve které vystupuje tato funkce spolu se svymi parcialnimi deri-
vacemi. Budeme se drzet nasledujici konvence: ¢ budeme oznacovat ¢asovou
proménnou a x,y, z... prostorové proménné. Obecny zapis pro PDR ve 3D
pak vypada nasledovné:

F(xvy»27t7uuum7uy7u27utau:ﬁyaumt) ) = 07

pricemz (z,y,2) € Q C R3t € I, kde Q je zadand oblast v R® a I C R je
¢asovy interval. Je-li F' vektorova funkce, tj. F = (F}, ..., F},), a neznamych
funkei, které hledame, je vice: u = u(x,y, z,t),v = v(z,y, 2,t), ..., pak

F(x,y,z,t,u,tug, .0, 0, ...) =0

je tzv. systém PDR. Tyto vztahy jsou obecné velmi komplikované, a mate-
maticka teorie v soucasné dobé je schopnd fesit pouze nékteré specialni typy.
Proto je dulezité jednotlivé typy rozeznat a od sebe vzajemné odlisit
[podrobnéji — viz 10].

2.1 Klasifikace PDR

Parcidlni diferencialni rovnice je mozné délit z nékolika hledisek [viz 10]. Je-
li ¢as t jednou z nezavisle proménnych, hovorime o evolucnich rovnicich. V
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opacném pripadé, kdy v rovnici vystupuji pouze prostorové nezavislé pro-
ménné, hovorime o staciondrnich rovnicich. Nejvyssi tad derivace hledané
funkce v rovnici se vyskytujici uréuje rdad rovnice. Je-li vztah mezi u a je-
jimi derivacemi linearni (napiiklad neobsahuje souciny typu wu,, ., atd.)
hovotime o linedrni rovnici. V opacném priipadé jde o nelinedrni rovnici.
Linedrni rovnici mizeme symbolicky zapsat pomoci tzv. linedrniho diferen-
cialnfho operatoru L!. Potom rovnici ve tvaru

Lu=20

budeme nazyvat homogenni rovnici a rovnici ve tvaru

Lu=f

kde f je zadana funkce budeme nazyvat nehomogenni rovnici. Funkci f na-
zveme ,pravou stranou“ rovnice. Na zakladé téchto hledisek pak muzeme
PDR klasifikovat nasledovné:

1. Transportni rovnice v jedné prostorové proménné:
U + Uy = 0
je evolucni, prvniho radu, linearni, homogenni.
2. Laplaceova rovnice ve tfech prostorovych proménnych:
AU = Uy + Uyy + Uy, =0
je stacionarni, druhého radu, linearni, homogenni.
3. Poissonova rovnice ve dvou prostorovych proménnych:
AU = Uyy + Uy = f(2,9)

kde f = f(x,y) je zadana funkce, je stacionarni, druhého fadu, linedrni,
nehomogenni.

4. VInova rovnice v jedné prostorové proménné. Naptiklad:
=0
Ut — Uy +u” =

je evolu¢ni, druhého radu, nelinearni.

!Levéa strana homogenni i nehomogenni linedrni diferencialni rovnice n — tého fadu s
konstantnimi koeficienty se nazyva linedrni diferencidlni operdtor n —tého 1ddu a znacime
jej Lu(y)
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5. Difuzni rovnice v jedné prostorové proménné:
Up — Uy = f(2,1)
je evolucni, druhého tadu, linearni, nehomogenni.
6. Rovnice vibrujiciho nosniku:
Ut + Upgge = 0
je evolucni, ¢tvrtého radu, linearni, homogenni.
7. Schrodingerova rovnice (specialni pripad):
Up — WUpy = 0

je evolu¢ni, druhého tadu, linedrni, homogenni. Zde i je imaginarni
jednotka: i = —1.

8. Rovnice disperzni viny:
Up + Uy + Ugze = 0

je evolucni, tretiho fadu, nelinearni.

2.2 Klasifikace PDR druhého radu

V praktickych modelech se velice ¢asto vyskytuji parcialni diferencialni rov-
nice druhého radu, proto si zde uvedeme zakladni typy téchto rovnic a jejich
ptiklady [viz 10]. Obecny tvar linedrni homogenni parcialni diferencidlni rov-
nice druhého radu je nasledujici:

11Uz + 2012Uzy + A22Uyy + A1U; + G2Uy + agu = 0

Diilezitou roli zde hraje ¢tvercova matice A

A — [an a12]

ag1 A22

kterd je tvorena koeficienty u parcidlnich derivaci druhého radu. Muzou na-
stat tyto pripady:

1. Elipticky tvar: pokud
detA >0 = gy +uyy +... =0

kde tii tecky reprezentuji ¢leny s derivacemi nizsich radu.
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2. Hyperbolicky tvar: pokud

detA < 0= Upy —Uyy +... =0

3. Parabolicky tvar: pokud
detA =0=—= uy, +...=0
pokud neni a1 = @12 = a9 =0

Na zakladé téchto kritérii pak linedrni parcialni diferencialni rovnice dru-
hého tadu délime na tyto zakladni typy:

1. Elipticky typ, kterého prikladem je Laplaceova rovnice ve tvaru

Ugg + Uyy =0

2. Hyperbolicky typ, kterého prikladem je wvinova rovnice v jedné prosto-
rové proménné ve tvaru

Uy — gy =0 (c=1)
Konstanta ¢ > 0 vystihuje rychlost siteni viny.
3. Parabolicky typ, ktery reprezentuje naptiklad difuzni rovnice ve tvaru
up — kg =0 (k=1)

Zde k predstavuje konstantu timérnosti.

2.3 Okrajové podminky a jejich rozdéleni

Pti feseni problémt realného svéta nam vsak samotna parcidlni diferencialni
rovnice nestac¢i. O chovani se zkoumaného fyzikalniho jevu ndm neposkytuje
dostatecné dost potrebnych informaci, a tudiz nejsme schopni jednoznacné

vvvvv

jeme dalsi informace, které nazyvame okrajové podminky a které spolu s
rovnici tvori tzv. okrajovou ilohu. Obecné Feceno, pokud 2 je omezena oblast
v R3, rozlisujeme nasledujici zakladni typy okrajovych podminek [viz 10]:

1. Dirichletova okrajova podminka:

/U/(I? y? Z) = g(‘r7 y? Z)? (x7 y? Z) E aQ
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2. Neumannova okrajovd podminka:

ou
— )
an<x7y7 z) g(x7 y? Z)’ (x7 y7 Z) e a

3. Newtonova (néekdy také Robinova) okrajovd podminka:

Ag:i(maywz) + Bu(ll?,yaz) = g(l’,y, Z), (;Ij,y,z) c N

kde g—“ znaci derivaci podle vnéjsi normaly k hranici oblasti 2, A, B, pro
které plati A% + B2 # 0, jsou dané konstanty. Pokud jsou na rtiznych ¢ds-
tech hranice 0€) zadany ruzné typy okrajovych podminej, jedna se o tlohu
se smisenymi okrajovymi podminkami. V pripadé, ze ¢ = 0, hovorime o
homogennich okrajovych podminkdch, v opacném pripadé o nehomogennich
okrajovijch podminkdch.

2.4 Pocatecni podminky

Tato bakalarska prace se zabyva prevazné evoluénimi rovnicemi, ve kterych
mame obvykle kromé okrajovych podminek jesté dalsi informace, které nazy-
vame pocdtecni podminky, a které spolu s okrajovymi podminkami tvori
tzv. pocdtecné-okrajovou ulohu. Pocate¢nimi podminkami urcujeme, jak mé
vypadat funkce, pripadné jeji derivace v ur¢itém casovém okamziku na celé
oblasti, na niz diferencidlni rovnici fesime. Reseni rovnic s po¢ateénimi pod-
minkami oznacujeme jako Cauchyovy tlohy (problémy). Pro parcidlni dife-
rencialni rovnice je Cauchyho problémem tloha najit feSeni parcidlni dife-
rencialni rovnice, které splnuje urc¢ité pocatecni podminky, napt. pro rovnici

oy
o2

dy oy %y @)
V01" 0n’ Otox 922

= [t =,

s pocatecnimi podminkami

y(to, z) = fo(x)

to,2) = ()

kde fy a fi1 jsou libovolné (idedlné dostatecné hladké) funkce.
Okrajové a pocatecni podminky musi splnovat tzv. podminky kompatibi-
lity.
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2.5 ResSeni poditeéné—okrajové tlohy

Za klasické Teseni pocatecné—okrajové tlohy povazujeme funkci, ktera po do-
sazeni do nasi ptivodni rovnice splnuje jak okrajové tak i pocateéni podminky
v kazdém bodé. To znamend, Ze to TeSeni musi mit derivace az do radu
rovnice. Dalsim dilezitym pojmem je tzv. korektnost tlohy. Ulohu budeme
nazyvat korektni, jestlize splnuje nasledujici podminky:

1. TeSeni ulohy existuje;
2. Teseni tlohy je urceno jednoznacné;

. Teseni 1 je stabilni viuci vstupnim datum = ,velmi malda zmén

3. Tese lohy je stabil t dat ,wvel ala zmeéna“
pocatecnich ¢i okrajovych podminek, pravé strany atd. vyvola pouze
,malou zménu*“ feseni.

Vstupni data nikdy nelze namérit s absolutni presnosti. Stabilita tedy
obecné Teceno znamena, ze feSeni, zac¢inajici ,blizko“ z ztstane ,blizko* xg
pro vsechna t > 0.
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Kapitola 3

Numerické metody

S rozvojem pocitacti vzrostl vyznam numerickych metod. Algoritmt metod
pro numerické feseni nejriuznéjsich matematickych problému je pochopitelné
mnoho. U c¢tenafe tohoto textu se predpokldada nutnd znalost zakladnich
pojmu z linearni algebry a matematické analyzy. Faktem je, ze linearni alge-
bra a matematicka analyza umoznuji v fadé ptripada rozhodnout o existenci
a jednoznacnosti feseni néjakého problému, ale pouze v nékterych pripadech
davaji konkrétni navod, jak tyto problémy ftesit. Nékdy zase je zptisob TeSeni
znam, ale z hlediska realizace vypoctu nemusi byt zrovna optimélni. Cilem
numerickych hodnot je proto vytvorit efektivni algoritmy pro reseni nejriz-
néjsich matematickych problémii. Formulace tloh a zptisob jejich feseni je
zavisly na skutecnosti, ze pracujeme s pocitacem. Prace na pocitaci vyza-
duje, abychom zadali na vstup konec¢ny pocet ¢iselnych tidajt a postup, pro-
stfednictvim kterého po konecném poctu krok dojdeme k vysledku. Ten je
dan opét koneénym pocétem vystupnich ¢iselnych tdaji. Jinymi slovy, nasim
cilem je pomoci vhodného algoritmu vytesit numerickou tlohu, ktera pred-
stavuje jednoznacny funkéni popis vztahu mezi koneé¢nym poctem vstupnich
a koneénym poctem vystupnich dat. Algoritmus v tomto ponéti je tedy jed-
noznacné zadana konecnad posloupnost operaci, ktera n — tict pripustnych
vstupnich dat pritadi m — tict dat vystupnich. Nefesi vsak jenom jedinou
specialni tlohu, ale poskytuje feseni pro celou skupinu tloh téhoz typu.

3.1 Chyby numerickych metod, formulace
ulohy

Ne vzdy nam dostupna metoda je schopna poskytnout presny vysledek. Navic
jsou odchylky od presného tfeseni nékdy az prilis velké. Takové rozdily jsou
charakteristické pro fadu numerickych vypocti. Nékteré numerické metody,
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pokud zanedbdme vliv zaokrouhlovacich chyb, sice umoznuji dojit po konec-
ném poctu kroku k presnému feseni (napt. Gaussova eliminace), ale velka
cast numerickych feseni méa pouze aproximativni charakter. Z toho vyplyva
nutnost zabyvat se takovymi otazkami, jako je odhad chyby, podminénost
ulohy ¢i jeji stabilita, kterou jsme jiz zminovali diive. Navic v souvislosti s
matematickym modelovanim dochézi pii vytvareni matematického modelu i
pri jeho Teseni k celé fadé dalSich neptfesnosti. Zdrojem chyb mohou byt:

1. chyby vzniklé pti vytvareni modelu, protoze:

e nameérena data diky pristroji nemusi byt presna

e matematicky model je zjednodusenim uz zjednoduseného fyzikal-
niho modelu a neodpovida presné realité

e tloha je Spatné podminéna

e chyba numerického modelu

e chyba zvolené metody
2. chyby vzniklé pri zpracovani tlohy na pocitaci, protoze:

e (isla se zobrazuji v pocitaci v semilogaritmickém tvaru a celd man-
tisa se nemusi vzdy do pocitace vejit. Navic mnozina pocitacovych
¢isel neni vzhledem k algebraickym operacim uzaviend, coz muze
zpusobit dalsi kumulovani chyb

e algoritmus je nestabilni

Budeme hovorit, ze tloha je dobfe podminéna, kdyz je korektni a cislo
podminénosti
relativni chyba na vystupu

Cp =

relativni chyba na vstupu

mé hodnotu blizkou 1. Pokud ¢, ~ 1, znamenad to, Ze mald zména na vstupu
vyvold pouze malou zménu na vystupu.

Velmi dtlezitou roli zde hraje spravné formulace konkrétni tlohy. Pted
samotnym Tesenim numerické tlohy bychom méli provést analyzu konkrétni
ulohy, zamyslet se na realnych chovanim se daného fyzikalniho jevu nebo pro-
blému. Ke sledovanému problému musime pritadit odpovidajici matematicky
model. To znamenda zadat jednoznacny a srozumitelny funkcéni vztah mezi
zadanymi a hledanymi matematickymi objekty (¢isly, maticemi, funkcemi,
kiivkami). Zde pravé neodmyslitelné patii okrajové a poc¢ateéni podminky, o
kterych jsme jiz hovorili diive.

Uspéch numerického feSeni problému také zavisi na volbé algoritmu. Po-
kud malé nepresnost ve vstupnich datech zacne generovat velké chyby béhem
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vypoctu, nepovede zvoleny postup ke spravnému vysledku. Zda urcity algorit-
mus je vhodny pro dany problém ¢i ne, souvisi s otazkou stability algoritmu.
Algoritmus je stabilni, kdyz je malo citlivy na poruchy v datech a na vliv za-
okrouhlovacich chyb béhem vypoctu. Stabilitu algoritmu lze pravé studovat
pomoci numerickych experimentti, o kterych budeme hovorit v nasledujici
kapitole.

3.2 Vybrané typové rovnice

Nase experimenty budeme provadét na téchto vybranych typovych rovnicich:
1. Transportni (diftzni) rovnice ve tvaru ¢; + ag, = 0 - linedrni pripad

2

2. Burgersova rovnice ve tvaru ¢; + f(q), = 0, kde f(q) = %q - nelinearni

pripad
3. Rovnice ve tvaru ¢, + f(¢), = 0, kde f(¢q) = 3¢ - nelinedrni piipad

Podrobny postup a konstrukci analytického reseni, véetné zadani okrajovych
a pocéatecnich podminek uvaddime v kapitole (4.1) - Vlastnosti analytického
reseni.

3.3 Vybrané numerické metody

V této préaci si ukdzeme chovani nékterych vybranych numerickych metod
a jejich schopnost aproximovat feSeni zvolenych typovych rovnic. Neni zde
prostor pro rozbor vsech numerickych metod. Proto jsme si k provedeni nasich
experimentti a pozorovani vybrali nasledujici numerické metody:

1. Metoda typu upwind

2. Laxova-Friedrichsova metoda
3. Laxova-Wendroffova metoda
4. Metoda typu flux-limiter

Stru¢né si popiseme charakter jednotlivych metod [viz 1,11] .
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3.3.1 Metoda typu upwind

Tato metoda je v podstaté nejjednodussi metodou ze vsech, kterymi se nase
prace zabyva. PTi feseni linearni skalarni dlohy typu

g +aq, = 0 (31)

touto metodou je dilezité znaménko konstanty a (vyjadiujici rychlost ve-
liciny), kterd urcuje smérnici charakteristik, coz jsou vlastné primky, pro-
chazejici kazdym bodem intervalu, podél kterych obtéka zkoumana veli¢ina.
Na téchto primkach je feseni dané tlohy konstantni. V ptipadé, ze a < 0, je
smérnice zaporna, charakteristiky sméruji doleva a zde vyuzijeme diskretizaci
ulohy pomoci doprednych diferenci. V pripadé, ze a > 0, je situace opacna a
vyuzivame zpétné prostorové diference. Zavedeme si nasledujici oznaceni:

a’ = max{a,0} a” = min{a,0}
Pro linedarni ilohu mizeme schéma metody upwind zapsat nasledujicim
predpisem:

Qrt = @“—% Q- Q) 4 a (@ — Q) (3.2)

vvvvvv

by tato prace meéla ¢tenari poskytnout i ponékud umverzalneja schema, nez
je uvedeno vyse, uvedeme zde formulaci metody typu upwind i pro nelinearni
pripad. Potom tuto metodu muzeme psat v tzv. divergentnim tvaru, ktery
vypada nasledovneé:

Qj+1:Qj _Kx( j+1/2 T F 1/2) (3-3)

kde F7', » nazyvame numerické toky. Diferencidlni rovnici (3.1) miZeme pie-
psat do kvazilinearniho tvaru

@+ f'(¢)gz =0 (3.4)

Hodnotu smérnice charakteristicky prochézejici bodem z7, , aproximujeme
vyrazem

_ Q) - f(@7)

arl e = - ~ (3.5)
e Q1 — Q]
Na zakladé znaménka pak volime numerické toky
T (@), kdyz aj,,,, <0
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Takto zvoleny numericky tok lze prepsat do nésledujici podoby

1 1
T = 5 [N@) + F(@F)] = Flafapl (@ — @) (37)

Dosazenim téchto hodnot numerickych toku (3.7) do metody (3.3) ziskdme
metodu typu upwind pro nelinearni skalarni tlohy. K tomu, aby tato metoda
byla stabilni je potfeba, aby byla splnéna podminka stability pro linearni
pripad ve tvaru

al\t
0< — <1. 3.8
<A, S (3.8)
RN VAN 7 e )
V pripadé, ze NS = 1, dostaneme presné Teseni nasi tlohy. Podminka sta-
T

bility pro nelinearni pripad je

JAN
ma] /(q) 5 < 1 (3.9)

3.3.2 Laxova—Friedrichsova metoda

Jedna se o tzv. centralni metodu. Jiz sam nazev napovidé, ze se k apro-
ximacim prostorovych derivaci vyuzivaji centralni diference. U této metody
aproximujeme derivaci neznamé funkce v bodé z; a v case ¢, vyrazem

1 n n
G () tn) = E( j+1 j—l)

Zaroven ve smyslu této aproximace nahrazujeme i hodnotu neznamé funkce
v bodé z; a v Case t,, vyrazem

q(zj,tn) = (@)1 — QF 1)

N | —

Téchto hodnot vyuzijeme pfi stanoveni aproximace ¢asové derivace neznamé
funkce a to ve tvaru
1 1

1
s tn) & (g tun) ~ 17 (QFF = 5@ + Q)

Pro linedrni wlohu mazeme schéma Laxovy-Friedrichsovy metody zapsat na-
sledujicim predpisem:

Qj+1 = 5( -1 Qj-',—l) - ma( 1 j—l) (3.10)

24



P1i konstrukei schématu Laxovy—Friedrichsovy metody mtzeme vyuzit to-
kové funkce, a pak zapis schématu vypada néasledovné:

n VAN .
Qj+1 = Qj - E( j+1/2 = F 1/2) (3'11)
kde
Az
jn+1/2 (Qn + Q]J,_l) 2At( j+1 Qn) (312)

V pripadé nelinedrni wlohy je tvar tokové funkce nasledujici
n n Al’ n
Feae = [f(@n FH@)] = 5 (@ — Q) (3.13)

Podminka stability Laxovy—Friedrichsovy metody pro linearni tlohu méa na-
sledujici podobu

AV
— <1 3.14
= (3.14)
Podminka stability pro nelinedrni pripad je
At
max|f'(q )|— <1 (3.15)

3.3.3 Laxova—Wendroffova metoda

Tato metoda je metodou druhého radu presnosti v prostoru i ¢ase. Pri jeji
konstrukci vyuzijeme vice ¢lentt Taylorova rozvoje nez tomu bylo u Laxovy—
Friedrichsovy metody a tim docilime vyssi presnosti aproximace. Budeme
predpokladat, ze existuji veskeré derivace, se kterymi pracujeme. Na zakladé
Taylorova rozvoje aproximujeme hodnotu ¢(z;, t,41) nasledujicim pfedpisem

2*q At?

dq

Q(xju thrl) ~ q(xjatn) + E
V linearnim pripadé mé Laxova—Wendroffova metoda nésledujici podobu

At a’At?
QI =Q) — am( f— Q) + m( T —20Q7 + Q%) (3.17)

Analogicky, jako v pripadé Laxovy—Friedrichsovy metody muzeme schéma
zapsat pomoci tokovych funkei ve tvaru

QI =Q) - E( Tri2 — Filap) (3.18)

25



kde

J+1/2 T ag(Qj + Q1) — GQE( T — Q) (3.19)

V ptipadé nelinedrni wilohy budeme opét aproximovat hodnotu ¢(z;, t,) vzta-
hem (3.13) a vyuzitim aproximaci nezndmé funkce a jejich pomérnych dife-
renci ziskame schéma Laxovy—Wendroffovy metody pro nelinedarni tlohu ve
tvaru

At

Q?H = Q;l - E( ]?11/2 - F}‘n—l/Q) (3-20)
kde
n 1 n n n 2 Az n n
e =5 Q)"+ F@Q)] = (@) o1, (@ - @) (321)
pricemz
F(@F) — f(QF) y
kdyz Q7 "
Ajyrjn = (@} —QF) vz Qf # @ (3.22)
Q7). kdyz QF = Qj 4

Podminky stability Laxovy—Wendroffovy metody jsou stejné jako Laxovy-—
Friedrichsovy metody.

3.3.4 Metoda typu flux—limiter

Metoda typu flux—limiter patti k tzv. metodam s vysokym rozlisenim. Jenom
pro priblizeni: metody s vysokym rozlisenim jsou metody, které splnuji tyto
zakladni vlastnosti:

1. v mistech, kde je Teseni hladké, je metoda fadu vyssiho
2. tyto metody velmi dobte aproximuji i nespojitosti presného reseni
3. negeneruji nezadouci oscilace, které se u presného reseni nevyskytuji

Tato metoda je vlastné zobecnénim a zpresnénim Laxovy—Wendroffovy
metody a mizeme ji nazvat jinymi slovy jako metoda omezeného toku. Pro
a > 0 vypada schéma metody typu flux—limiter nasledovneé:

A
Q= Q) — o (@)~ Q) (323)
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e (1= ) [6(6}02) (@ = Q) = 9(8}12) Q) — Q)]

7 tohoto schématu je patrné, ze tokové funkce vynasobime vhodné zvolenym
limiterem, coz je vlastné funkce ve tvaru

012 + 107110l

P07 11)0) = - (3.24)
T L+ 107, ]
kde pro a > 0 je
QjH = Qj - GE( 1T Qj>+ (3.25)
+§aﬂ(1 + aﬂ) [@b( H12) (@1 — QF) — o071 o) (QF — qu)}
a také diferenc¢ni podil
e = __Qéf (3.26)
Jj+1 J

Tento diferen¢ni podil miizeme obecné chapat i jako pomér plynulosti, nebo
lokalni hladkosti feseni v okoli bodu ;41 /s.

Na chvili se jesté zastavime pii funkei ¢(67,,,). Jak jsme se jiz difve
zminili, je to vlastné funkce, ktera predstavuje lokalni miru hladkosti reseni.
Obecné musi limiter spliovat nasledujici vlastnosti:

1. 0< ¢(0) <2€RY
2. () =0proh <0

Limitert existuje nékolik druhii. Uvedme si zde nékolik prikladi:

2
1. ¢(0) = 22 if - van Albada
2. ¢(0) = fi :Z} - van Leer

3. ¢(0) = max(0,min(1,0)) - minmod

Pro nasi praci jsme zvolili limiter typu van Leer. Z nasich experimentt se
miizeme presvédcit, ze volba limiteru mize znacné ovlivnit tvar metody. V
pifpadé, ze ¢(07) = 0 Vj, se vynuluje cely korekéni ¢len a z metody z vy-
sokym rozlisenim dostavame metodu prvniho radu, konkrétné metodu typu
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upwind. Pokud ¢(0}) = 1 Vj, z metody druhého fadu zbude pouze nume-
ricky tok a tim se z ni stava Laxova—Wendroffova metoda. Tyto informace
jsou uzitecné v mnoha aplikacich. Staci totiz pouze vyrobit metodu s limite-
rem a nasledné ménit pouze jeho tvar pomoci vhodné zvolenych parametri.
Podrobny popis nelinearntho tvaru metody typu flux—limiter nalezne ¢tenar
v publikaci [1] .
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Kapitola 4

Numerické experimenty

V této kapitole si ukdzeme konkrétni charakter jednotlivych vybranych nume-
rickych metod, které jsme popisovali v predchozi kapitole. Diive ale, nez se
pustime do samotnych numerickych experimenttt a testovani jednotlivych
metod, bychom si méli nastinit princip analytického feseni typovych rovnic,
na kterych budeme nase experimenty provadét.

4.1 Vlastnosti analytického reseni

Budeme uvazovat linedrni skaldrni dlohu
@+ag, =0 x€(0,1) t € (0,00)

s pocatecni podminkou ¢(x,0) = go(x), kde funkce ¢(x,t) predstavuje ne-
znamou veli¢inu v bodé = a ¢ase t. Vysledky nasich experimentii pak budou
zaviset na zvolené pocatecni podmince qg, presnéji na jeji ,hladkosti“. Funkce
a = a(z),a € R reprezentuje rychlost toku. O vyznamu kladného, pripadné
zaporného znaménka v souvislosti s touto rychlosti jsme se jiz zminili dtive
(viz metoda typu upwind 3.3.1). Jak je jiz patrné ze zadéni, tloha je fesena
na intervalu (0, 1), proto je nutno zadat jesté tzv. okrajové podminky, které
jsou charakteristické pro kazdy zkoumany fyzikalni jev nebo problém spise
individualné, a které zavisi také na typu ulohy, kterou chceme modelovat.
Pro nasi tlohu jsem zavedli nasledujici okrajové podminky:

pokudjea > 0 = ¢(0,t) = qr(t) (4.1)
pokudjea < 0= ¢q(1,t) = qr(¢) (4.2)

kde qr(t) a qr(t) jsou hodnoty, které popisuji chovani na levém, respektive
pravém okraji zvoleného intervalu. Pfesné feseni této rovnice je ve tvaru

q(z,t) = qo(x — at) (4.3)
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I pres to, Ze jsme schopni v pripadé linearnich dat urcit analyticky presné
feseni transportni, nebo-li advekéni rovnice, toto feseni neni viitbec jednodu-
ché. Jednd se totiz o parcialni diferencialni rovnici a proto se rovnice tohoto
typu Tesi spiSe numericky. Samoziejmé, v tomto pripadé se jednd o zobec-
néné reseni. V pripadé vice dimenzi a pritomnosti zdrojového clenu je situace

Pro dalsi experimenty jsme si zvolili i nelinearni pripad, kde ndm funkci
rychlosti zde nahrazuje funkce f(q), konkrétné se tedy jedna o rovnici ve
tvaru

4+ f(@)z =0 (4.4)

pro f(q) = %qz, kterd je znaméa jako Burgersova rovnice a také f(q) = %q3,
aby vysledky nasich experimentti byli riiznorodé a zajimavé. Pocatecéni a

okrajové podminky jsme ponechali pro vSechny pripady stejné.

4.2 Numerické reseni

V této casti si konkrétné ukazeme jak a za jakych podminek se jednotlivé,
vysSe zminované vybrané numerické metody chovaji. Jenom pro pripomenuti
feknéme, ze metoda typu upwind a Laxova-Friedrichsova metoda jsou me-
tody prvniho radu, kdezto metoda Laxova—Wendroffova a metoda typu flux—
limiter jsou metody rfadu druhého. Tento poznatek se ndam totiz bude hodit
pri obecném zkoumani radu metody bez toho, aniz bychom tento fad predem
znali. Budeme totiz schopni pomoci vhodné zvoleného algoritmu tento rad
priblizné odhadnout. Vratme se ale nejdiive k nasemu numerickému reseni.
Nasledujici obrazky nam poskytnou nazorny prehled o pribéhu a funkcénosti
jednotlivych numerickych metod, které jsme jiz diive popisovali. Parame-
try, které jsme pri testovani pouzili jsou nésledujici (v pfipadé zmény jsou
komentovany u kazdého obrazku samostatné):

1. rychlost, kterd je bud konstantni a = a(gq) = 1 nebo v nelinedrnim
piipad¢) je funkef ve tvaru f(q) = 3¢* a f(q) = 3¢

2. N - pocet casovych kroku (volitelny parametr)
3. M = 1000 - pocet prostorovych kroku (pevny parametr)

4. At = 0.0001 - predstavuje velikost ¢asového kroku (v nelinedrnim pri-
padé je parametr nastaveny na At = 0.00001)

5. Az = 0.001 - predstavuje velikost prostorového kroku (pro nase expe-
rimenty zvoleny pevné).
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Uvedeme si zde jenom nékolik prikladi, které popisuji chovani metody
typu upwind pro rtizné pocateéni podminky. Podrobnéji budou jednot-
livé experimenty uvedeny a popsany v casti Prilohy.

Metoda typu upwind

. Metoda typu upwind 4
7o = aproumace & T+ aproumace
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Obréazek 4.4: Aproximace pTes-
ného feseni rovnice metodou typu
upwind pro a =1, N = 100

Obrazek 4.3: Aproximace pres-
ného teseni rovnice metodou typu
upwind pro a =1, N = 100
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Zde uvadime priklad aproximace presného feseni Burgersovy rovnice me-
todou typu upwind. Pro dosazeni presnéjsi aproximace jsme zvolili parametr
At = 0.00001. Stejné, jako v predchozim pripadé jsou dalsi provedené expe-
rimenty uvedené v c¢asti Ptilohy.

Metoda typu upwind

+  aproximace

1
presné feseni

Metoda typu upwind

= aproximace
fesné reseni
s 09+

k
*
4
+
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4
¥
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Obrézek 4.6: Aproximace presného

feSeni Burgersovy rovnice meto-
dou typu upwind pro f(q) = dou typu upwind pro f(q) =
2¢*, N =100 1%, N =100

Obrazek 4.5: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-
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Obréazek 4.8: Aproximace presného
feSeni Burgersovy rovnice meto-
dou typu upwind pro f(q) = dou typu upwind pro f(q) =
5¢%, N =400 5¢%, N =400

Obrazek 4.7: Aproximace presného
feseni Burgersovy rovnice meto-
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Pochopitelné, timto zptisobem bychom mohli testovat a zkoumat chovani
riznych dalsich transportnich rovnic. Z divodu prostorového omezeni zde
uvedeme jenom par prikladi, jak se jednotlivé metody chovaji v pripadé
rovnice ve tvaru ¢ + f(q). = 0, znovu pro parametr At = 0.00001, kde
f(q) = 3¢ [podrobnéji — viz Pilohy].

Metoda typu upwind

Metoda typu upwind
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Obrazek 4.10: Aproximace pres-

Obrazek 4.9: Aproximace presného
ného feseni transportni rovnice ve

feseni transportni rovnice ve tvaru

f(q) = 3¢* metodou typu upwind tvaru f(q) = 3¢ metodou typu
pro N = 100 upwind pro N = 100
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Obrazek 4.12: Aproximace pres-
ného fteSeni transportni rovnice
metodou typu upwind pro f(q) = metodou typu upwind pro f(q) =
$¢%, N =400 $q3, N =400

Obrazek 4.11: Aproximace pres-
ného fteSeni transportni rovnice

33



4.3 Vysledky numerickych experimenti

V této ¢asti si zhodnotime jednotlivé numerické experimenty. Metody prvniho
rfadu maji vyhodu v jednodussi implementaci a také v tom, zZe zachovavaji
monotonii feseni a neprodukuji dalsi lokalni extrémy oproti presnému fe-
Seni. Nevyhodou je pochopitelné samotny nizky rad presnosti.Jak jsme se jiz
zminovali diive, metoda typu upwind a Laxova—Fridriechsova metoda jsou
metody prvniho fadu a jejich implementace je velice vhodna pro feseni rov-
nic s hladkymi pocatecnimi daty. Z obrazku (4.1) az (4.4) a také v Casti
Prilohy z obrazka (4.13) az (4.16) je patrné, ze pii hladkych vstupnich da-
tech ndm numerickd metoda témér presné aproximuje presné reseni, kdezto
u teseni, které obsahuje skoky ma numerickd metoda tendenci tyto skoky
vyhlazovat a TeSeni zaobluje. Vznikaji nam tim urcité nepresnosti a také je
mozné pozorovat tzv. fazovy posun! nebo jakési zpozdéni numerického Feseni.
Laxova—Wendroffova metoda nam pri konstantni rychlosti v mistech, kde se
vyskytuji skoky nebo jiné nespojitosti, vytvari oscilace. Stejné tak je tomu i
u metody typu flux—limiter. Zde také miizeme pozorovat fazovy posun.

Dalsi obrazky obsahuji experimenty, provedené pri aproximacich presného
feSeni Burgersovy rovnice a rovnice ve tvaru ¢ + f(q). = 0 pro f(q) =
%q?’. Uvadime zde aproximace vybranymi metodami pro ¢tyri rtizna presna
feSeni nami zvolenych typovych rovnic v nelinedrnim tvaru (viz Kapitola
3.2). Metody druhého fadu se vyznacuji vyssi presnosti v mistech, kde je
feseni hladké. V pripadé nespojitého reseni vsak tyto metody produkuji umélé
oscilace, které presné feseni neobsahuje. Pti zvétseni casové diskretizace je
ziejmy fazovy posun, ktery ma tendenci presné feseni vzhledem k casové
diskretizaci formalné zkracovat. Pro nehladka data je velice vhodné metoda
typu flux—limiter. Na obrézcich (4.37 - 4.38) je vidét, jakym zptsobem s
pomérné velkou presnosti nam metoda aproximuje presné reseni Burgersovy
rovnice. Z téchto experimenti lze vyvodit jednoznacny zavér, ze chyba se
blizi k nule za predpokladu vhodné zvolené casové diskretizace.

'Faze vlny je bezrozmérné veli¢ina, kterd uréuje vztah charakteristické veli¢iny viny
(napifklad vychylky, akustického tlaku nebo magnetické indukee) k danému mistu a ¢asu
a ke stavu charakteristické veli¢iny viny v ¢asovém a prostorovém pocatku. Zavislost cha-
rakteristické veli¢iny na fazi urcuje "tvar'viny bez ohledu na jeji siteni. Faze je parametrem,
na kterém zavisi casovy priubéh charakteristické veli¢iny v pevné daném misté, kterym vina
prochézi, resp. prostorové pole charakteristické veli¢iny pro pevny casovy okamzik. O fazi
se hovori nejen v pripadé vinéni, ale i pri kmitdani, kde ma tato veli¢ina podobny vyznam,
ale bez prostorové zavislosti
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Jinymi slovy, v pripadé nelinearni rovnice a nehladkych vstupnich dat je

VVVVVV

At.

4.4 Odhad radu numerické metody

Vzhledem k tomu, Ze tato prace ma metodicky charakter, ukazeme si zde po-
stup konstrukce algoritmu, ur¢eného k tomu, abychom byli schopni testovat
i razné dalsi, treba i méné znamé numerické metody. Z tohoto divodu jsme
také vsechny zdrojové kédy upravovali jiz predem pro potieby spise univer-
zalni, abychom mohli vyuzit jak linearni tak i nelinearni vstupni data. Na
zékladé nasledujiciho algoritmu budeme umét odhadnout fad metody, ktery
se nam v ur¢itych momentech v pribéhu aproximace mize ménit.

4.4.1 Konstrukce algoritmu pro odhad radu numerické
metody

V tomto pripadé je vhodnéjsi hovorit o formalnim fddu metody. Budeme
resit otdzku, jak se zméni r4d metody hlavné v pripadé nehladkych dat. V

vvvvvv

pripadech Ize Tad metody odhadnout pomoci numerickych experimenti. Na-
sledujici algoritmus je vysledkem prace S.K.Godunova [viz 2| . Pokud chceme
meérit fad numerické metody, existuji zde dvé moznosti:

1. zvolime si rovnici, jejiz feseni jiz predem zname. Tato moznost je pouzitel-

na pouze v pripadé nékterych diferencidlnich rovnic, nema univerzalni
charakter a tudiz ji nemiizeme pouzit pro vsechny numerické metody
(nebudeme déle rozvadeét).

2. zvolime metodu experimentalniho pristupu, kde reSeni nezname, ale
miizeme si ho teoreticky zvolit a oznacit.

Oznacme tedy presné feSeni rovnice ¢, + [f(q)], = 0 ve tvaru

q=q(t,x) (4.5)

Toto Teseni integrujeme v kazdém casovém kroku, tedy

Q"(T.z) = / (T, y)dy (4.6)
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Zvolime si numerickou metodu, pomoci které chceme presné feseni aproxi-
movat a toto priblizné reseni oznacime v7. Jedna se o reseni, které zname
bodové. Budeme predpokladat, ze priblizné feseni je v podstaté aproximaci
integrovatelné funkce, takze dostavame tvar obdobny jako u presného reseni

VT, x) = /xv?(T, y)dy (4.7)

Pouzitim casové diskretizace mtzeme tento vztah prepsat

V() = [ s (T, y)dy (48)

Kazdy z integrala je zavisly na parametru Az a my budeme ptredpoklddat,
ze podil i konstanta. Jelikoz se jedna o metodu r—tého radu, plati
x

nasledujici vztah
VR(T,x) — Q%T,x) = C.Ax" + o(Ax") (4.9)

kde o(Az") predstavuje chybu numerické metody. Do néjakého ¢asu T', jinymi
slovy pro t€ (0,T) si napocCteme piiblizna feSeni. T' volime dostatecné velké
tak, aby tam byl zretelny fazovy posun. Pro testovani jsme si zvolili tyto
diskretiza¢ni kroky

1. Az = Az
2. AIQ = %
3. AZL’3 — oz

4

Pro kazdy krok je splnéna vlastnost (4.9) a tedy zavedeme rozdil ve tvaru
Vi = [VEs, = Vi | = |C1(D2; = D) +o(ba)  (410)
pro v =1,2.
a vytvorime podil

)7’

7

% _Ax" — Axy” 1-— (%
Vo Axy” — Az (D) —(

=2 (4.11)
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z ¢ehoz pak dostavame

oV

— 4.12
o (4.12)

r ~ logs

kde r predstavuje rad dané metody. Pomoci uvedeného algoritmu tedy ne-
musime predem znat rad zvolené metody, jsme schopni ho ptiblizné urcit.
Nasledujici obrazky nam poskytnou predstavu o tom, jakym zplisobem se
dokaze ménit Tad vybrané numerické metody vzhledem k velikosti casové
diskretizace a vzhledem k zvolenému ¢asovému kroku.
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Obréazek 4.13: Presné feseni transportni (difizn{) rovnice proa =1,t =0
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Obrazek 4.14: Odhad fadu metody typu upwind pro pocatecni podminku z
obr. (4.13) r = 1. Drobné zakolisani fadu pti prechodu funkce z konkdvni v
konvexni.
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Obrézek 4.15: Odhad radu Laxovy-Friedrichsovy metody pro poc¢atecni pod-
minku z obr. (4.13) » = 1. R4d metody se porusi na zac¢atku a na konci
intervalu.
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Obrazek 4.16: Odhad fadu Laxovy—Wendroffovy metody pro pocatecni pod-
minku z obr. (4.13) r = 2. Tato metoda ndm pomérné presné aproximuje
hladka data, jeji fad témér neosciluje. V pripadé hladké pocatecni podminky
je chyba aproximace miniméalni.
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Obrézek 4.17: Odhad fadu metody typu flux-limiter pro poc¢atecni podminku
z obr. (4.13) r = 2. Metoda je vhodnd pro aproximace nehladkych dat.
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Prilohy

Laxova-Friedrichsova metoda

*  aproximace
presné feseni

Obréazek 4.18: Aproximace pres-
ného fteseni rovnice Laxovou-
Friedrichsovou = metodou  pro
a=1,N =100, At = 0.0001

Laxova-Friedrichsova metoda

= aproximace
presné feseni

Obréazek 4.20: Aproximace pres-
ného fteseni rovnice Laxovou-
Friedrichsovou = metodou  pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Obréazek 4.19: Aproximace pres-
ného fteSeni rovnice Laxovou-
Friedrichsovou =~ metodou  pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Obréazek 4.21: Aproximace pres-
ného teSeni rovnice Laxovou-
Friedrichsovou =~ metodou  pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Obréazek 4.22: Aproximace pres-
ného TeSeni rovnice Laxovou-

Wendroffovou metodou  pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Obréazek 4.24: Aproximace pres-
ného Teseni rovnice Laxovou-

Wendroffovou metodou pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Obréazek 4.23: Aproximace pres-
ného TeSeni rovnice Laxovou-

Wendroffovou metodou pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Obréazek 4.25: Aproximace pres-
ného TeSeni rovnice Laxovou-

Wendroffovou metodou pro
a=1,N =100, At = 0.0001
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Metoda typu fluimiter
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Obrazek 4.26: Aproximace pres- Obréazek 4.27: Aproximace pTes-
ného reseni rovnice metodou typu ného teseni rovnice metodou typu
flux-limiter pro a« = 1,N = flux-limiter pro a = 1,N =
100, At = 0.0001 100, At = 0.0001
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Obréazek 4.28: Aproximace pres- Obréazek 4.29: Aproximace pres-
ného teseni rovnice metodou typu ného feseni rovnice metodou typu
flux-limiter pro a = 1,N = flux-limiter pro « = 1,N =
100, At = 0.0001 100, At = 0.0001
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Lexova-Friedichsova metoda
P = sprodmace
08 i % presné fesen
F %
- %
osf I 5
§ %
4 "
i 1S
04 P %
+ %
b &
02y %
¥ %
I %
0 *
% #
X /
0.2 11 Py
+ i
x ¥
e % i
3 7
06 % J
Y 7
08 3 }‘
*, r
4 L Mgl . .
o 02 04 06 08 1 12 14

Obréazek 4.30: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice
Laxovou-Friedrichsovou metodou

pro f(q) =

1A N = 100,At =
0.00001
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Obrazek 4.32: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
Laxovou-Friedrichsovou metodou

pro f(q) = %qZ,N = 100, At =
0.00001
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Obréazek 4.31: Aproximace pres-
ného teSeni Burgersovy rovnice
Laxovou-Friedrichsovou metodou

pro f(q) =

1A N = 100, At =
0.00001
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Obrazek 4.33: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
Laxovou-Friedrichsovou metodou

pro f(q) =
0.00001

1PN = 100,At =
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Obrazek 4.35: Aproximace pres-
Obréazek 4.34: Aproximace pres- ného teSeni Burgersovy rovnice
ného Tteseni Burgersovy rovnice Laxovou-Wendroffovou metodou
_ _ 1.2 _ _
Laxovou-Wendroffovou pro f(q) = pro f(q) = 5¢°, N = 100, At =
%qz, N =100, At = 0.00001 0.00001
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Obréazek 4.36: Aproximace pres- Obréazek 4.37: Aproximace pres-
ného Tteseni Burgersovy rovnice ného feseni Burgersovy rovnice
Laxovou-Wendroffovou metodou
= 1, N = 400, At =

Laxovou-Wendroffovou metodou
= %qQ,N = 400,/ At = pro f(q) =
0.00001

pro f(q) =
0.00001
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Metoda typu flux-imiter
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Obréazek 4.38: Aproximace pres-
ného fteSeni Burgersovy rovnice
metodou typu flux-limiter
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Obrazek 4.40: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou typu flux-limiter
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pro
1PN = 200,At =
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Obréazek 4.39: Aproximace pres-
ného teSeni Burgersovy rovnice
metodou typu flux-limiter
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Obrazek 4.41: Aproximace pres-
ného fteseni Burgersovy rovnice
metodou typu flux-limiter
fla) = 34N =
0.00001

pro
200, At =



Laxova-Friedrichsova metoda

= eproximace
presné feseni

Obrazek 4.42: Aproximace pres-
ného fteSeni transportni rovnice
ve tvaru f(q) = %q?’ Laxovou-
Friedrichsovou metodou pro N =
100, At = 0.00001
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Obrazek 4.44: Aproximace pres-
ného Tfeseni transportni rovnice
ve tvaru f(q) = 3¢* Laxovou-
Friedrichsovou metodou pro N =
200, At = 0.00001
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Obréazek 4.43: Aproximace pres-
ného Teseni transportni rovnice
ve tvaru f(q) = 3¢* Laxovou-
Friedrichsovou metodou pro N =
100, At = 0.00001
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Obréazek 4.45: Aproximace pres-
ného Tteseni transportni rovnice
ve tvaru f(q) = 3¢* Laxovou-
Friedrichsovou metodou pro N =
200, At = 0.00001



Laxove-Wendroffova metoda
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Obrazek 4.46: Aproximace pres-
ného fteSeni transportni rovnice
ve tvaru f(q) %q?’ Laxovou-
Wendroffovou metodou pro N =
200, At = 0.00001
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Obrazek 4.48: Aproximace pres-

ného Tfeseni transportni rovnice
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Obréazek 4.47: Aproximace pres-

ného Teseni transportni rovnice
+¢* Laxovou-

ve tvaru f(q)
Wendroffovou metodou pro N =

200, At = 0.00001
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Obréazek 4.49: Aproximace pres-

ného Tteseni transportni rovnice
+¢> Laxovou-

ve tvaru f(q)
Wendroffovou metodou pro N =

400, At = 0.00001
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Metoda typu flux-imiter
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Obréazek 4.50: Aproximace pres-
ného Tfeseni transportni rovnice
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Obrazek 4.52: Aproximace pres-
ného fteSeni transportni rovnice
metodou typu flux-limiter

flg) =
0.00001

pro
14N = 100,At =

pro

48

fla) =
0.00001

Metoda typu fiuciimiter
1 a

+  aproximace
presné feseni

2
oy
e o

-
'
*t

Obréazek 4.51: Aproximace pres-
ného Tteseni transportni rovnice
metodou typu flux-limiter
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Obrazek 4.53: Aproximace pres-
ného fteSeni transportni rovnice
metodou typu flux-limiter

pro
50N =

100, At =



Zaver

Cilem této bakalarské prace zdaleka neni podat vycerpavajici obraz o meto-
dach numerického feseni tloh, ale priblizit problematiku numerickych metod
pro studenty a c¢tenare, ktefi se s danou problematikou doposud nesetkali.
Jde pouze o sezndmeni s nékterymi z metod a jejich praktickych aplikaci.
Vsechny experimenty a vysledky téchto experimenti jsou popsany spise

v obecnéjsi formé a pri aplikaci na konkrétni redlny fyzikdlni ¢i jiny problém
by jisté bylo potfeba do jednotlivych vztaht vlozit co mozna nejpresnéji
i vlastnosti a zakonitosti fyzikalni podstaty daného problému. Osvojeni si
efektivnich postupti by vsak mélo jit ruku v ruce se snahou proniknout do
podstaty studované problematiky. Jediné ten, kdo si dokaze uvédomit uskali,
se kterymi se mtze v pribéhu vypoctu setkat, dokaze také efektivné vyuzivat
softwarové produkty, které jsou v soucasné dobé k dispozici.
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