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Uvodem

Vyzkum okrajovych problému se skakajicimi nelinearitami je jednou z moznosti, jak vykrocit
ze svéta linedrnich problému do svéta téch nelinearnich. Zaroven tento krok je v jistém smyslu
dostatec¢né maly, aby bylo mozné jeho studium soucasnymi metodami nelinearni analyzy. Studium
téchto problémt ma své pocatky v 70. letech 20. stoleti a mezi vyznamna jména spjatd s pocatky
vyzkumu v této oblasti patfi A. Ambrosetti a G. Prodi ([12]), E. N. Dancer ([13]) nebo S. Fuéik
([1]). Pozdéji na jejich praci navézali dalsi svétovi matematici a skdkajici nelinearity tak pfesly do
popredi zadjmu fady vyznamnych védci. V 80. letech 20. stoleti pak nalezly skdkajici nelinearity
aplikaci predevsim v modelech visutjch mosti, nebot mohou dobfe vystihnout vliv lan, kterymi
je zavéSena mostovka na nosnych lanech. Viz napf. [14], [15].

My se v této praci zabyvame existenci feseni problémii se skdkajicimi nelinearitami. Praci lze
obsahem rozdélit na dvé hlavni ¢asti. V prvni ¢asti studujeme problémy tvaru

—Lu+au” — fu” +1(u) = f, (1)
kde L je linedrni operator, u* = max{#u, 0}, hodnoty «, 3 jsou realné a 1) méa sublinedrni rist.
Resitelnost takovych problémii zésadnim zptisobem zavisi na hodnotéach o, 3. Zvlastni viznam méa
v této souvislosti mnoZina vSech redlnych dvojic («, 8), pro néz mé problém

—Lu+oaut —pu” =o (2)

netrividlni feSeni a je tfeba ji z tohoto divodu téz vénovat pozornost. V praci proto studujeme
téZ tyto mnoziny pro dva konkrétni operatory L a na poznatky o téchto mnozinach ziskané pak
navazujeme a formulujeme véty o existenci feSeni (1). Pozdéji zobeciiujeme tyto vysledky pro
rovnici (1) za dosti obecnych predpokladi o operatoru L. Tyto vysledky nésledné aplikujeme na
problémy s konkrétnimi diferencidlnimi operatory.

Ve druhé ¢asti textu studujeme obecnéji formulované problémy na abstraktnich Banachovych
prostorech. Tyto problémy uvazujeme ve tvaru

—Lu+ oTut — BTu™ + Su = f, (3)

pripadné
—Lu+aTu™ — pTu™ = f. (4)

Analogicky v otdzce Fesitelnosti téchto problémil hraje zasadni roli mnozina v8ech dvojic (a, f3),
pro které ma rovnice
—Lu+aTut — BTu™ =o (5)

netrivialni feSeni. Hlavnim ziskanym vysledkem v této praci jsou véty o existenci feSeni problému
(4) v rezonanci, tj. pro («, 5) takové, ze (5) ma netrivialni feseni.

P1i studiu téchto problému jsme uzili pfedev§im metod nelinearni funkcionalni analyzy. Spe-
cialné dikazy zminénych existenc¢nich vét stoji na homotopické invarianci Leray-Schauderova to-
pologického stupné zobrazeni, popt. Mawhinova koinciden¢niho stupné.



»Matematika je hra hrand s nesmyslnymi
znaky na papire podle danych jednoduchych
pravidel. “

David Hilbert

,,VSechno dobré je budto nelegalni, nemoraln{
nebo ekvivalentni axiomu vybéru.“

Josh Laison

Zakladni pojmy

V této kapitole se seznamime s aparatem nezbytnym pro pochopeni obsahu nasledujicich kapitol.
Pri zkoumani fesitelnosti okrajovych tloh v této praci budeme uzivat predevs§im aparatu funk-
cionalni analyzy. Z toho duvodu je tfeba Ctenafe seznamit s nékolika fundamentalnimi pojmy a
tvrzenimi, které jsou této oblasti vlastni. VSechna zde uvedend tvrzeni jsou uvedena bez dikazu,
nebot se jedné o standardni aparat, ktery lze bez problémti dohledat v literatufe. Zajemce pak
odkazujeme zejména na knihy [3], [4], [5], [6], ve kterych lze najit vSechny zde uvedené pojmy i
véty s jejich dukazy.

1.1 Banachovy prostory

DEFINICE 1.1 (Banachiiv prostor) Normovany linedrni prostor (X, | - ||) nazveme Banachovym
prostorem, jestlize je tplny vzhledem k metrice p indukované normou || - ||:

plu,v) = llu—of, wve X.

PozNAMKA Stefan Banach (30. bfezna 1892 v Krakové, Polsko — 31. srpna 1945 ve Lvové, Ukra-
jina) byl polsky matematik. Prakticky zaloZil moderni funkcionélni analyzu. Ve své disertaéni praci
z roku 1920 definoval pravé t¥idu prostorti, kterou dnes zname jako Banachovy prostory. Mimo
funkcionalni analyzu se téZ zabgval teorii mnozin ¢i teorii miry (viz Banach-Tarského paradox).

1.2 Lebesgueovy prostory a prostory lebesgueovsky integrovatelnych funkci

DEFINICE 1.2 (Prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkci) Necht (X, o, p) je prostor s mi-
rou. Prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkei £(X) je definovan jako

LX) = {u : X = R p-méfitelnd ‘ / udp < oo} .
X
Docasné definujme prostory £P(X) = {u € L(X) | [y |uff dp < oo} pro1l < p < 0 a

uvazujme na nich ekvivalenci u ~ v <= u = v skoro vSude v X.

DEFINICE 1.3 (Lebesgueovy prostory) Uvazujme t¥idy ekvivalence [u] = {v € LP(X) | v ~ u}.
Lebesgueovy prostory LP(X) definujeme jako

LX) ={[u] | w e LP(X)}.



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

PozNAMKA Tento formalismus se v matematické literatufe nepouzivd. Dava se prednost méné
presnému vyjadifovani, kdy nerozliSujeme mezi LP(X) a LP(X). Uzivdme pouze prostor oznaéeny
LP(X), s jehoz prvky budeme pracovat jako s funkcemi z £P(X).

PozNAMKA Definujeme-li na Lebesgueové prostoru LP(X) normu definovanou pfedpisem

P
Jullgsx) = ( / IuIPdu> we (),
X
potom je LP(X) Banachuv.

PozNAMKA Henri Léon Lebesgue (28. ¢ervna 1875, Beauvais — 26. Cervence 1941, Pafiz) byl
francouzsky matematik. Dnes je nejvice zndmy pro svij pfinos moderni teorii miry a integralu.
Dulezitych vysledki vsak dosahl téz v topologii, teorii potencialu, varia¢nim poctu ¢i teorii mnozin.

VETA 1.1 (Holderova nerovnost) Necht p,q € (1,00), pg =p+ q a budiz u,v € L(X). Potom

[uvl|rx)y < llullpex)llvllLex)-

PozNAMKA Otto Ludwig Holder (22. prosince 1859, Stuttgart — 29. srpna 1937, Leipzig) byl
némecky matematik. Pti jeho praci zabyvajici se konvergenci Fourierovych fad objevil nerovnost,
kterd je nyni pojmenovana po ném. Holder se vSak nezajimal pouze o teorii funkci. Nejvétsi ¢ast
Zivota se zabyval teoril grup, ke které také velkou mérou prispél.

DEFINICE 1.4 (Lokalng integrovatelné funkce) Necht 1 < p < 0o a € je oblast v RY. Symbolem

L (Q) oznacujeme mnoZinu vSech méfitelnych funkci u definovanych na Q takovych, Ze

loc

/ lulPdp < 0.
K
pro kazdou kompaktni podmnozinu I C Q.

PozNAMKA Lebesgueovu miru mnoziny §2 budeme nékdy znacit meas(€2).

1.3 Sobolevovy prostory

Zavedme nejprve tzv. multiindex. Multiindexem rozumime vektor a@ = (aq, @, ...,an) 0 nezi-
, o1 N S » e s NP .,
pornych slozkach a |a| = =10y Je délkou multiindexu . Uziva se jej pro struény zapis derivaci
funkce u:
dlely

D%y = .
aq Q2 aN
0z 0x5” ... 0xy

DEFINICE 1.5 (Slaba derivace) Budiz Q oblast v RY a u € L}, (). Funkei w € L}, (), pro
niz plati vztah

/uD“w dp = (=1)! / we du Yy € C5°(9),
Q Q
nazyvame zobecnénou derivaci funkce v vzhledem k multiindexu «.

PozNAMKA Prostor C5°(£2) je prostor vSech nekonecéné diferencovatelnych funkci s kompaktnim
nosic¢em.

DEFINICE 1.6 (Sobolevovy prostory) Necht (2 je oblast v RY, k € Na 1 < p < oo. Sobole-
vovym prostorem nazyvame linedrni normovany prostor WP () viech funkei v € LP(2), jejichz
zobecnéné derivace D®u pro vSechna « takové, Ze |a| < k, patii opét do LP(2).

PozNAMKA I zde bychom spréavné méli chapat tyto prostory jako prostory tiid ekvivalence.



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

PozNAMKA Sergej Lvovi¢ Sobolev (6. f{jna 1908, Petrohrad, Carské Rusko - 3. ledna 1989,
Moskva, SSSR) byl vyznamny rusky matematik. P¥i praci v teorii parcidlnich diferenciélnich rov-
nic jako prvni definoval pojem zobecnéné funkce. Svou praci piispél k feseni nékterych problému
matematické fyziky. Pozdéji se zacal zabyvat téZ numerickymi metodami, zejména interpolaci.

PozNAMKA Definujeme-li na prostorech W*?(Q2) normu ptedpisem

[ullweri@) = Y 1Dl o), (1.1)
|l <k

pak je (W5P(Q), [|ullyr.» (o)) Banachiv. Dale si viimnéme, Ze ziejmé W*P(Q) C LP(Q).
Mezi prostory W*P(Q) a LP(Q) panuji za jistych predpokladii podstatné silngjsi vztahy. K tém se
dostaneme, az budeme hovofit o tzv. vnoreni prostori.

ViETA 1.2 (Poincarého nerovnost) Necht §) je omezend oblast v R, 1 < p < co. Potom ezistuje
konstanta C(2,p, N) tak, Ze

ull o0y < CQp, N)|[Vull o) Yu € WyP(Q).

PozNAMKA Jules Henri Poincaré (29. dubna 1854, Nancy — 17. ¢ervence 1912, Pafiz) byl vynikajici
francouzsky matematik. Poincaré je nékdy téZ nazyvan poslednim univerzalistou, nebot exceloval
ve vSech matematickych disciplindch. Nejvice znama je nejspise Poincarého domnénka, ktera do
nedavna patfila mezi tzv. Problémy tisicileti. Teprve v roce 2002 ji dokézal rusky matematicky

podivin Grigorij Perelman.

1.4 Linearni funkcional, dualita

DEFINICE 1.7 (Linedrni funkciondl) Necht X je linedrni prostor. Zobrazeni F': X — R nazy-
vame linedrnim funkciondlem, jestlize jsou splnény tyto podminky:

i) Flu4+v)=F(u)+ F(v) Yu,veX;
ii) F(Au) = AF(u) Yue X, YAeR.

DEFINICE 1.8 (Spojity linedrni funkcional) Necht (X, || - ||) je linedrni normovany prostor.
Linearni funkcionél F' je spojity na X, jestlize pro kazdou posloupnost (u,) C X : u, > u v X
plati F'(u,) — F(u) v R.

DEFINICE 1.9 (Omezeny linearni funkcional) Necht (X, || - ||) je linedrni normovany prostor.
Linearni funkcional F' definovany na X je omezeny, jestlize existuje K > 0 tak, ze |F(u)| < K|u| x
pro vSechna u € X.

PozNAMKA Pro linearni funkcionaly plati, Ze spojitost a omezenost jsou ekvivalentni vlastnosti.

DEFINICE 1.10 (Duélni prostor) Necht (X, || - ||) je linedrni normovany prostor. Linedrni nor-
movany prostor vSech spojitych linearnich funkcionali F' na X nazveme dudinim prostorem a
ozna¢ime (X*, | - |«+). Norma funkciondlu F' € X* je definovana jako

[Fll«= sup  [F(u)].
weX: [|ul<1

PozNAMKA Nékdy budeme znagit hodnotu funkciondlu f € X* v prvku u € X jako (f,u).

DEFINICE 1.11 (Druhy dudl) Necht (X, | - || x) je linedrni normovany a (X*,|| - ||x~) je jeho
duélni prostor. Potom prostor dualni k X* ozna¢me X** a nazvéme druhym dudlem prostoru X.
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Lze ukazat, ze vZdy existuje isomorfismus J : X — Y C X** urceny vztahem
(Ju)(F)=F(u) Yue X VF € X*.
Tento isomorfismus se nazyva kanonické zobrazeni.

DEFINICE 1.12 (Reflexivita prostortt) Rekneme, %e normovany linearni prostor (X, || - ||x) je
reflexivni, jestlize kanonické zobrazeni J z definice 1.11 je bijekce.

PozNAMKA Neboli reflexivita prostoru X je uréena tim, zda kanonické zobrazeni J zobrazuje
prostor X na cely prostor X**. Za splnéni této podminky plati tedy X = X** az na isomorfismus.

DEFINICE 1.13 (Slab4 konvergence) Nechf (X, | - ) je linedrni normovany prostor. Rekneme,
Ze posloupnost (u,) C X slabé konverguje k prvku u € X, jestlize pro kazdy spojity linedrni
funkcional F' € X* plati F'(uy,) — F(u).

PozNAMKA Slabou konvergenci posloupnosti (u,,) k prvku u v X zna¢ime takto: u, — u, resp.
up —> u a étendf se snadno piesvédéi, ze pokud (u,) konverguje silng, tj. ||u, — ulx — 0, potom
Up — U.

1.5 Hilbertovy prostory

DEFINICE 1.14 (Hilberttv prostor) Unitarni prostor nazveme Hilbertovym prostorem, jestlize
je uplny vzhledem k normé indukované skalarnim soucinem:

[ull = v/ (u, u).
PozNAMKA David Hilbert (23. ledna 1862 Wehlau (dnes Znamensk), Vychodni Prusko — 14.
unora 1943 Gottingen, Némecko) byl némecky matematik. Patiil mezi nejvétsi matematiky 20.
stoleti. Jeho prace méla obrovsky rozsah a dopad na moderni matematiku a fyziku. Podilel se na
zalozeni funkciondlni analyzy a jeho prace vedla mimo jiné téz ke konceptu nekonecnérozmérnych
euklidovskych prostort.

PozNAMKA Prostor L?(Q) je Hilbertiiv se skalarnim souc¢inem
(u,v) 2 (0) = / uv dy. (1.2)
Q
Prostor W*:2(2) je Hilberttiv se skalarnim souc¢inem

(u, v)pr2(Q) = Z /QDO‘uD"‘v dp. (1.3)

la| <k

VETA 1.3 (Rieszova véta o reprezentaci) Pro kaZdy spojity linedrni funkciondl f : H — R na
Hilbertové prostoru H existuje prdvé jeden prvek v € H tak, Ze pro vsechny prvky uw € H je

(f;u) = (u,v).

Flle = Il

PozNAMKA Cili vidime, Ze kazdy spojity linearni funkcional v libovolném prvku u € H lze vyjadiit
prostiednictvim skalarniho soucinu u s néjakym prvkem z H. Navic toto vzajemné jednoznacéné
prifazeni mezi funkciondly z H* a prvky prostoru H mé za dusledek, Ze lze H a jeho dual H*
ztotoznit ve smyslu isomorfismu.

PozNAMKA Frigyes Riesz (22. ledna 1880, Gy6r, Rakousko-Uhersko — 28. tinora 1956, Budapest)
byl madarskym matematikem. P¥ispél fundamentalnimi vysledky k funkciondlni analjze. Jeho
jméno je vSak spjato se spoustou dalSich matematickym disciplin - teorii funkci redlné proménné,
teorii potencialu ¢i ergodické teorii.

Navic plati

VETA 1.4 (Eberlein-Smuljanova charakteristika reflexivnich prostorti) Banachiv prostor X je
reflexivni tehdy a jen tehdy, kdyz lze z kazZdé omezené posloupnosti prvki X wvybrat slabé konver-
gentni podposloupnost.
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1.6 Operatory na linearnich prostorech

DEFINICE 1.15 (Operétor, linedrni, spojity, omezeny) Operatorem rozumime zobrazeni T :
X — Y. Pokud prostory X,Y jsou linearni, 1ze na nich definovat linedrni operdtor. Ten splniuje
obdobné jako linearni funkcionél vlastnost

T(Mu+ pv) = AXTu+ pTv Yu,v € X, VA peR.

Dale fikdme, ze operdtor T : (X, | - ||x) = (Y, - |ly) je spojity, jestlize pro kazdou posloupnost
(un) C X plati
Up > UV X = Tu, >Tuvy.

Nakonec operator T : (X, |- |lx) = (Y, || - |ly) je omezeng, jestlize existuje kladna konstanta K
tak, Ze pro vSechna u € X plati
[Tully < Kllullx-

PozNAMKA Pro linearni operétory plati, Ze spojitost a omezenost jsou ekvivalentni vlastnosti.

DEFINICE 1.16 (Uzavieny operator) Necht X,Y jsou Banachovy prostory, D(T) je linedrni
podprostor X. Operédtor T : D(T) C X — Y nazveme uzavienym, jestlize jeho graf {(x,Tz) €
X xY | z € D(T)} je uzavieny podprostor prostoru X x Y.

DEFINICE 1.17 (Kompaktni operator I) Operator T je kompaktni, jestlize pro kazdou posloup-
nost (u,) C X plati
Up =uvX = Tu, >Tuvy.

PozNAMKA Takto lze definovat kompaktni operdtor pouze na metrickych prostorech. Hovorime
pak o tzv. sekvencidlni kompaktnosti. Kompaktni operatory lze vSak definovat i na prostorech bez
metriky. Zde je vsak nutné k pojeti kompaktnosti operatoru pristupovat odlisné. Viz definici 1.18.

DEFINICE 1.18 (Kompaktni operator II) Operator T' je kompaktni, jestlize kaZdou omezenou
mnozinu M C X zobrazi na relativné kompaktni v Y (tj. T(M) v Y je kompaktni).

DEFINICE 1.19 (Totéalné spojity operédtor) Totdlné spojitym operdtorem rozumime operétor
spojity a kompaktni.

DEFINICE 1.20 (Vlastni ¢islo a vlastni prvek operatoru, spektrum operatoru) Cislo A € R
nazveme vlastnim c¢islem linedrniho operatoru T : X — X, jestlize existuje nenulovy prvek u € X
tak, Ze

Tu — du = o.

Takovy prvek u pak nazyvame vlastnim prvkem operatoru T. Mnozinu vSech hodnot A € R,
pro které neexistuje spojity inverzni operator (7" — AI)~! definovany na husté podmnoziné X,
nazyvame spektrem operatoru T a zna¢ime obvykle o (7). Mnozinu p(T) = R\o(T) pak nazyvame
resolventni mnozinou operatoru 7.

1.7 Spojité a kompaktni vnofeni prostorti

DEFINICE 1.21 (Spojité vnofeni) Necht (X, ||-||x), (Y, ]:]ly) jsou linedrni normované prostory.
Rikame, 7e prostor X je spojité vnoven do prostoru Y, jestlize plati

iy XcCv,
ii) existuje konstanta K > 0 tak, Ze pro v8echna u € X : |jully < K|u||x.
Skutecnost, Ze prostor X je spojité vnoren do Y, zna¢ime jako X G Y.

DEFINICE 1.22 (Kompaktni vnofeni) Necht (X,| - ||x), (Y.] - |ly) jsou linedrni normované
prostory. Rikdme, Ze prostor X je kompaktné vnoven do prostoru Y, jestlize plati
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i) X aY,
i) Yup) C Xt up—~uvX = u, >uvY.
Skutecénost, ze prostor X je kompaktné vnotfen do Y, znaéime jako X GG Y.

PozZNAMKA V této souvislosti zmifime zasadni tvrzeni o vnofeni Sobolevovych prostort - tzv.
Sobolevovy véty o vnofeni (viz [2] nebo [5]).

1.8 Leraytv-Schaudertv topologicky stupen zobrazeni

Stupeii zobrazeni je pojem, ktery spadd pod topologické metody studia (nejen diferencidlnich)
rovnic. Uvazujme rovnici

F(z) =0, (1.4)

kde F': Q C X — X, X je Banachtuv prostor koneéné dimenze a {2 je oteviend omezend mnozina
v X. Za urcitych predpokladu lze pro takové zobrazeni F' a mnozinu ) definovat celé ¢islo, které
nazveme Brouweriv stupen (viz [4], str. 96). Vyznam tohoto ¢isla v souvislosti s rovnici (1.4) tkvi
v tom, Ze pokud je nenulové, pak mé rovnice (1.4) alespoii jedno FeSeni v Q. Pro vice o Brouwerové
stupni a jeho vlastnostech viz [4], [5].

Pojem Lerayova-Schauderova stupné je snahou o zobecnéni pojmu Brouwerova stupné pro zob-
razeni mezi Banachovymi prostory nekonec¢né dimenze. Toto zobecnéni vSak neni z principu mozné
provést pro vSechna spojita zobrazeni z X do X, jako tomu bylo u stupné Brouwerova. Leraytv-
Schauderiv stupen je mozné definovat pouze pro zobrazeni specidlniho typu - tzv. kompakini
perturbace identity. Takto nazyvame zobrazeni ve tvaru

I-K,

kde K je kompaktni. O Lerayové-Schauderové stupni takovych zobrazeni a jeho zakladnich vlast-
nostech hovofi nasledujici fundamentalni véta.

VETA 1.5 (Leraytuv-Schaudertv topologicky stupeii zobrazeni) Necht X je Banachiv prostor,
R >0aB(R)={u € X | |lul| < R}. Bud K totdlné spojity operdtor definovany na B(R) s
hodnotami v X a takovy, Ze Ku # u pro kaZdé u € OB(R) a I je identicky operdtor. Pak existuje
celé éislo deg[I — K, B(R), o] tak, Ze plati:

i) deg[l, B(R),0] = 1;

i1) Je-li deg[l — K, B(R), 0] # 0, pak existuje ug € B(R) takové, e Kug = ug.

iit) (Homotopickd invariance). Necht G je totdlné spojité zobrazeni mnoziny B(R) s hodnotami
v X takové, Ze pro viechna t € [0,1] a pro viechna u € OB(R) je u — Ku — tGu # o. Pak

deg[I — K — G, B(R), 0] = deg[I — K, B(R), 0].
w) Je-li K navic lichy, tzn. plati-li Ku = —K(—u) pro vSechna v € B(R), pak deg[l —
K, B(R), 0] je liché (a tedy nenulové) ¢&islo.

PozNAMKA Na Banachovych prostorech koneéné dimenze Brouwertiv a Leraytv-Schauderiv stu-
pen zobrazeni F' = I — K jsou totozné.

PozNAMKA Jean Leray (7. listopadu 1906, Chantenay-sur-Loire — 10. listopadu 1998, La Baule)
byl francouzsky matematik. Hlavnimi oblastmi Lerayovych zajmi byla algebraickd topologie a
parcialni diferencialni rovnice.

PozNAMKA Juliusz Pawet Schauder (21. za¥{ 1899, Lemberg, Rakousko-Uhersko — zafi 1943, Lem-
berg) byl polsky matematik zidovského ptivodu. Byl ¢lenem velké skupiny polskych matematikii
Lvovské skoly. Nejvetsi cast jeho prace se tykala funkciondlni analyzy. Kromé té se vénoval téz
teorii parcialnich diferencidlnich rovnic a matematické fyzice.
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1.9 Dalsi pilitfe funkcionalni analyzy

Zde je nutné zminit vétu O omezené inverzi (Bounded inverse theorem), ktera je ekvivalentni s da-
18imi dvéma velmi vyznamnymi vétami funkcionalni analyzy - vétou O otevieném zobrazeni (Open
mapping theorem) a vétou O uzavieném grafu (Closed graph theorem). Jeji znéni je nasledujici.

VETA 1.6 (O omezené inverzi) Necht X,Y jsou Banachovy prostory. Bud T : X — Y omezeny
linedrni operdtor. Je-li T bijekce, potom existuje omezeny inverzni operdtor T!.

Dalsim velmi fundamentalnim principem ve funkcionalni analyze je tzv. Banachtiv princip
kontrakce.

DEFINICE 1.23 (Kontrakce) Necht (X, p) je metricky prostor. Rikadme, Ze operator T': X — X
je kontrakee, jestlize existuje o € [0,1) tak, Ze pro v8echna u1,us € X plati

p(Tur, Tuz) < ap(ur,uz).

DEFINICE 1.24 (Pevny bod) Necht T': X — X. Bod u € X nazveme pevngm bodem operédtoru
T, jestlize plati
Tu = u.

VETA 1.7 (Banachiv princip kontrakce) Necht (X, p) je dplny metricky prostor a T : X — X
je kontrakce. Potom existuje pravé jeden pevny bod u € X operdtoru T .

PozNAMKA U tohoto tvrzeni je moZzné se setkat s fadou jinych nézvi, napf. Banachova véta o
pevném bodé nebo Banachova véta o kontrakcs.



» Matematik je slepy ¢lovék v temné mistnosti
hledajici ¢ernou kocku, ktera tam neni.“

Charles Darwin

»Matematika je jediny zptsob, jak se zbléaz-
nit.“

Albert Einstein

Skakajici nelinearita a Fucikovo spektrum

Problematika této prace se opira o dva pojmy, jejichz historie se datuje desitky let zpét. My se v

této kapitole priblizime k dobam jejich vzniku a dozvime se o okolnostech, které jej provazely.
PozNAMKA Zavedme umluvu, Ze ve zbytku textu budeme normu na ptislusném prostoru zkracené
zapisovat napf. || - [[z» misto || - ||zr() apod., bude-li zfejmé, jakou mnozinu 2 mame na mysli.

2.1 Skakajici nelinearita

Ve 20. stoleti se po rozvoji funkcionalni analyzy dostal do popfedi vyzkum problémii metodami
linedrni a nelinedrni analyzy. Jednim z krokti mimo oblast linearnich tloh je typ problémi, ktery
je studovan v této praci. Studium problému tohoto typu bylo zapocato jiz v 70. letech 20. stoleti.
Pozdéji, v 80. letech 20. stoleti, byly takové problémy zkoumany téz v souvislosti s visutymi mosty,
jejichz slozité chovani je v diskutovaném typu problému dobfe vystizeno.

V roce 1974 publikoval Svatopluk Fué¢ik (1944 - 1979) ¢lanek Boundary value problems with
jumping nonlinearities [1], ve kterém uvazoval nasledujici Dirichlettv problém

u"(7) + 1 (u(r)) = p(r) na (0,7), (2.1)
u(0) = u(mr) =0,

kde i je spojita redlna funkce definovana na R. Praveé zde zavedl Fucik pojem tzv. skdkajici

nelinearity. Plati-li
(), Y(©)
1 — 1 —

)

fekneme, ze 1) je skakajici nelinearita. Nazev tohoto pojmu je motivovan pravé chovanim funkce
P v £oo. Je-li ¢ skdkajici nelinearitou, pak muze preskocit nékteré vlastni ¢islo A, linedrniho
problému u”(7) + Au(7) = 0 na (0,7) a u(0) = u(w) =0, tj.

lim @<)\n< lim @
E—+too £—Foo

pro néjaké n prirozené. AvsSak i v pfipadé, kdy plati

lim @7& lim ()

Ap < ? < /\n+1,

{—+oo £—Foo
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tj. 1 kdyz 1 nepreskoc¢i né€které z vlastnich cisel, se 1 stale nazyva skakajici.

Existence feSeni problému (2.1) byla matematiky studovina samoziejmé jiz d¥ive. Byla tak
ziskana celd fada vysledki za rtznych predpokladii na nelinearitu i, popf. pravou stranu p.
Uvedme hlavni vysledky, které byly zndmé jiz pred vznikem ¢lanku [1].

i) Nechf lime_s o0 E710() = limey oo E1P(€) # A, Vn € N. Potom existuje feSeni problému
(2.1) pro kazdou pravou stranu p.

ii) Necht limg_, 4o E19(E) = lime,_ oo E1P(€) = A, pro néjaké n € N. Potom jsou podany
nutné a postacujici podminky pro p tak, ze (2.1) m4 FeSeni.

iii) Necht A, < limgs 00 EM0(E) < Apg1 @ Ay < limgoy— oo E719(€) < Ay1 pro néjaké n € N.
Potom existuje feSeni problému (2.1) pro kazdou pravou stranu p.

iv) Za nékolika dalsich pfedpokladti byla téz prostudovéna FeSitelnost (2.1) pro ¢ skdkajici pres
nejmensi vlastni ¢islo prislusné linearni ulohy.

V ¢lanku [1] byla pak ukazéna existence feSeni (2.1) pro kazdou pravou stranu p v podstatné
obecnéjsim piipadé. Fuc¢ik uvazoval problém (2.1) s nelinearitou ¢ ve tvaru

Y(u(r)) = pu't (r) — vu” () + g(u(r)), (2.2)

kde ut = max{u,0}, v~ = max{—u,0} a existuje ci,co > 0 takové, ze |g(£)| < 1 + e2|€]Y

pro n&jaké v € [0,1). Ctenéi snadno oveéFi, ze plati-li u # v, potom 1) tohoto tvaru je skuteéné
skakajici nelinearitou. P¥i studiu feSitelnosti problému (2.1) s ¢ tvaru (2.2) sehrala zasadni roli
jistd mnozina bodt (u,v), kterou dnes nazyvame Fucikovym spektrem.

2.2 Fucikovo spektrum
V élanku [1] Fucik uvazuje (2.1) pro ¢ tvaru (2.2) a p € L1(0, 7):
u’(7) + pu’ (1) — vu” (1) + g(u(7)) = p(7), (2.3)

u(0) = u(m) =0,

a definuje slabé feseni toho problému jako funkci u € WO1 ’2(07 ) takovou, Ze integralni identita

7/0 (/v + putv —vu~v + gu)v] = /0 pU (2.4)

plati pro kazdé v € W01’2(077r). Zde je definovan operator T}, ,, : W01’2(0,7r) — Wol’Q(O, ) tak, Ze

s us
(T pu,v) = M/ utv— V/ u"w
0 0

pro viechna v € Wy?(0, 7). Fudik pak zkoums existenci slabého feseni (2.3) uzitim Lerayova-
Schauderova stupné zobrazeni (viz vétu 1.5). V rdmci tohoto pfistupu je formulovdno lemma o
mnoziné (u,v) € R? takovych, Ze existuje u € dB(R) C Wy>(0,7) : u — T, ,u = o pro n&jaké R
kladné.

LEMMA 2.1 (Fudik, [1], Lemma 2.8) Okrajovd tloha
o’ (1) + put (1) — vu” (1) =0, (2.5)

u(0) = u(m) =0.

mda netrividlni slab€ Tesent tehdy a jen tehdy, kdyz jedna z ndsledujicich podminek je splnéna:
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i) v =1, u je libovolné;

it) p=1, v je libovolné;

i) p>1,v>1, w () = fﬁ’i@ € N;
w) p>1,v>1, wg(u,y):% eN;
v) u>1,y>1,w3(u,y):%€N,
DUKAZ LZE NALEZT V [1]. |

Mnozinu vSech bodi (11, v) € R? splitujici nékterou z podminek v predchozim lemmatu ozna¢me
A_;. 7Z¥ejmé v téchto bodech Leraytuv-Schauderiv stupen

deglu — T}, ,u, B(1), 0] (2.6)

neni definovan. Tuto mnozinu je tedy tfeba ve Fucdikové topologickém pristupu vyloudit. Je-li vSak
(i, v) z mnoziny Ag = R?\A_;, pak je jiz stupeti (2.6) definovan. Mnozinu Ay dale rozdélujeme
na dva typy regiont podle toho, zda (2.6) je nulovy ¢ nenulovy. Specidlné znacime A; = {(u,v) €
R? | deglu—T,, ,u, B(1),0] # 0}. Na A; Fuéik ukazal, Ze (2.3) ma feseni pro libovolné p € L*(0, ).
Otézku Fesitelnosti (2.3) pro (u,v) € Ag\A; zodpovédél teprve E. N. Dancer. Ten ukazal, ze
pro (u,v) € Ag\A; existuje p € L'(0,7) tak, ze (2.3) nemé4 slabé feseni. Dale ukézal, Ze pro
(u,v) € A_q té7 existuje p € L'(0,7) tak, Ze (2.3) nem4 slabé feSeni.

Mnozina A_; zde spjaté s ilohou (2.5) se pozdéji dockala svého zobecnéni pro linedrni operator
L:D(L)C X —Y,kde X,Y jsou linedrni prostory:

Y(L) = {(o, B) € R? | Lu = au™ — fu~ ma netrivialni feseni.}.

Mnozina X(L) je dnes zndmé pod ndzvem Fucikovo spektrum. Motivace pro jeji ndzev je ziejma.
Prvky této mnoziny lze totiz chépat jako zobecnéni pojmu vlastniho éisla, nebot pro a = 8 = A
problém Lu = au™ — Su~ pfechdzi v problém Lu = \u a mnoZina vSech vlastnich ¢&isel A operatoru
L tvori jeho bodove spektrum.

PozNAMKA Svatopluk Fuéik (21. ¥{jna 1944 v Praze - 18. kvétna 1979 v Praze) byl vyznamny
Cesky matematik. Fucik studoval matematiku na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v Praze. Zde
téz pozdéji védecky pusobil. Mezi oblasti jeho odbornych zajmu patfila pfedevsim nelinearni funk-
cionalni analyza.
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,» Clovék, jehoz mysl sesla na scesti, mél by
studovat matematiku.“

Francis Bacon

Fucikovo spektrum dvou diferencialnich operatort

V této kapitole prostudujeme strukturu Fucikova spektra dvou linearnich diferencialnich operatort
a poukazeme na jistou souvislost mezi Fucikovymi spektry téchto operatori.

Kapitola je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti bude predmétem studia Fucikovo spektrum
linearniho diferencialniho operatoru, ktery oznacime L([;) a jehoZ defini¢ni obor je uréen homo-
gennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami. V predpisu tohoto operatoru vystupuje realny
parametr §. V pripadé, kdy 6 = 0, je L? operatorem vystupujicim ve Fucikem zkoumaném pro-
blému (2.1).

V ¢éasti druhé bude studovano Fucikovo spektrum linearniho diferencidlniho operatoru, ktery
mé defini¢ni obor uréen nelokalni integralni podminkou. Ten oznacme Lf;. Tento operator je zo-
becnénim operatoru, pro ktery byl v [8] nalezen analyticky popis Fucikova spektra a jeho vazba
na Fucikovo spektrum L?. Cilem v této ¢asti bude mimo jiné rozsifit popis Fucikova spektra pro
onen obecnéji definovany operator L.

3.1 Dirichletiv problém

Necht § € R. Definujme lineérni diferencidlni operdtor LY:
LY : D(LY) c C?0,7] — €0, 7], LY ues —u" — 8,
kde D(LP) = {u € C?[0,7] | u(0) = u(r) = 0}. Uvazujme nyni problém
—LPu+ au® — Bu +1p(u) = p. (3.1)

Tento problém lze formulovat nasledovné. Necht w(7) = f(7)u(7), kde f(7) = exp(d7/2). Potom
(3.1) je ekvivalentni s rovnici

~L§w + (o = /2wt — (8= 6/2w™ + fo(w/f) = fp. (3.2)
P0zZOROVANI Vlastni ¢isla a vlastni prvky operdtor LY tvoii spodetny systém a jsou tohoto tvaru:
Ao =102+ (6/2)%, v,(7) = exp (—07/2) sin(nz), neN.

Nez pfejdeme k lemmatu o Fucikové spektru operatoru L?, definujme zobrazeni w predpisem

w: (N 6) = /A —(6/2)°. (3.3)
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LEMMA 3.1 Duwojice (a, 3) je bodem Fucikova spektra S(LY) tehdy a jen tehdy, je-li splnéna
nékterd z nasledugicich podminek:

i) we,d) =1;
ii) w(B,8) = 1;

,0)w(B,0
i) w(a,d) > 1, w(B,d) > 1, % eN;

. w(B,9)(w(a,0)—
i) w(a,d) >1, w(p,0)>1, % eN;

w(a,0)(w(B,0)—
v) w(a,8) > 1, w(B,0) > 1, LBl c N,

DUKAz. Tvrzeni je jednoduchym disledek ekvivalence problému (3.1) a (3.2) a lemmatu 2.1.
[ |
Struktura Fucikova spektra LY tedy pro § # 0 zlistava stejnd jako v pifpadé § = 0 (viz lemma
2.1). Dochéazi pouze k posunuti
B(L5) 3 (@.8) = (a+(5/2)° 5+ (5/2)°) € B(LY).

Toto posunuti a samotna struktura Fucikova spektra E(L?) jsou znazornény na nasledujici dvojici
obrazk.

sen(8)v/18]
=
sgn(8) V181

0 é 4‘1 é 8 OO 2 4‘1 6 8
sgn(a)y/Ja] sgn(u)\/m
(a) B(LY) (b) B(LY)

Obrézek 3.1: Fuéikovo spektrum operatortt LY pro 6 =0 a § = 2.

3.2 Nelokalni problém s integralni podminkou

Nelokalni okrajové tlohy jsou az na nékolik ojedinélych ¢lankt systematicky studovany teprve v
posledni dobé. Je to aktualni a v soucasnosti velice rychle se rozvijejici oblast teorie diferencialnich
rovnic. Problémy tohoto typu vyvstavaji v okamziku, kdy jsou hodnoty reseni na hranici uvazované
oblasti vdzany k hodnotam feseni na vnitiku oblasti. Takové problémy se objevuji ve fyzice, chemii
¢i biologii.

Necht § 