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Vedoućı práce Vypracoval
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Abstrakt

Tato práce je věnována dynamickým systémům s hladkou a po částech hladkou pravou
stranou. Jsou popsány rozd́ıly postačuj́ıćıch podmı́nek existence řešeńı počátečńı úlohy
těchto systému. Dále jsou zmı́něny bifurkace v systémech s hladkou pravou stranou a ve
spojitých systémech s po částech hladkou pravou stranou. Dále práce obsahuje popis dvou
matematických model̊u hračky datel na tyči. Poté je představen algoritmus, který dokáže
nakreslit bifurkačńı diagram periodického řešeńı složitěǰśıho modelu datla na tyči. Dále
je sepsán krátký seznam periodických řešeńı vyskytuj́ıćıch se v systému.

Kĺıčová slova: dynamické systémy, Filippovovy systémy, datel na tyči, bifurkace

Abstract

This thesis is devoted to dynamic systems with smooth and piecewise smooth right-
hand side. The differences between conditions for the existence of solutions of initial value
problems of the systems are shown. After that, bifurcations in systems with smooth right-
hand side and bifurcations in continuous systems with piecewise-smooth right-hand side
are mentioned. The thesis also contains a description of two mathematical models of the
Woodpecker toy. Furthermore, an algorithm which is able to draw a bifurcation diagram
of periodic solutions of a more complex woodpecker model is presented. And finally, a
short list of periodic solutions occurring in the system is provided.

Keywords: dynamical systems, Filippov systems, the Woodpecker toy, bifurcation
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3.2 Filippovovy systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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6.3 Periodické chováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Kapitola 1

Úvod

Prvńı část této práce je věnována existenci řešeńı počátečńı úlohy pro dynamické
systémy. Je dán d̊uraz na rozd́ıl mezi systémy se spojitou a po částech spojitou pra-
vou stranou. Je zmı́něna pokročilá teorie mnohoznačných funkćı, která nám pomůže při
ověřeńı existence řešeńı systému s po částech pravou stranou. Dále jsou popsány základńı
bifurkace, které se vyskytuj́ı v systémech s hladkou pravou stranou a poté je představena
analýza bifurkaćı v systémech se spojitou po částech hladkou pravou stranou.

Druhá část práce je věnována dvěma systémům pohybových rovnic datla na tyči. Bu-
deme se zabývat periodickým chováńım řešeńı, složitěǰśıho systému, ve kterém se vysky-
tuje klouzavý pohyb. Nakonec vytvoř́ıme bifurkačńı diagram periodického řešeńı pomoćı
Poincarého zobrazeńı.
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Kapitola 2

Dynamické systémy

V této kapitole představ́ıme typy dynamických systémů, kterým se budeme věnovat
v následuj́ıćıch kapitolách této práce. Systémy představ́ıme na konkrétńıch jednoduchých
modelech. Půjde o dynamické systémy s hladkou pravou stranou, spojité systémy s po
částech hladkou pravou stranou, systémy s po částech spojitou pravou stranou.

Jedńım z velmi známých model̊u je matematické kyvadlo. Model matematického ky-
vadla se skládá z hmotného bodu o hmotnosti m[kg] a závěsu. Schéma je na obr. 2.1.
Model matematického kyvadla naṕı̌seme ve tvaru dynamického systému (tj. ẋ = 𝑓(𝑡, x)),

Obrázek 2.1: Matematické kyvadlo

tedy systém má tvar
�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = − 𝑘

𝑚
𝑥2 − 𝑔

𝑙
sin 𝑥1,

(2.1)

kde 𝑔[𝑚/𝑠2] je gravitačńı konstanta, 𝑙[𝑚] je délka závěsu, na kterém je pověšen hmotný
bod a 𝑘 je koeficient třeńı. Model matematického kyvadla je odvozen ze zákon̊u klasické
mechaniky, ale pokud bychom uvažovali, že se matematické kyvadlo pohybuje rychlost́ı
bĺızké rychlosti světla, má smysl do odvozeńı modelu zahrnout speciálńı teorii relativity.
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Potom má model tvar

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑔

𝑙

⎛⎝√︃1 − (𝑙𝑥2)2

𝑐2

⎞⎠3

sin 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2

⎛⎝√︃1 − (𝑙𝑥2)2

𝑐2

⎞⎠3

,
(2.2)

kde 𝑙, 𝑔, 𝑘 maj́ı stejný význam jako v systému (2.1) a 𝑐 je hodnota rychlosti světla ve vakuu.
Reálněǰśı fyzikálńı smysl tohoto modelu je pohyb elektrostatického náboje po kružnici.

Hlavńım rozd́ılem mezi systémy (2.1) a (2.2) je takový, že hodnota 𝑥2 v (2.2) může
nabývat hodnot takových, že −𝑐

𝑙
≤ 𝑥2 ≤ 𝑐

𝑙
. V př́ıpadě, že 𝑙𝑥2 << 𝑐, tak můžeme 𝑐 −→ ∞,

potom rovnice v (2.1) přejdou limitně k rovnićım v (2.1). Na obr. 2.2 jsou zobrazeny fázové
portréty obou systémů. Konstanta je zvolena 𝑐 = 4 pro zvýrazněńı rozd́ıl̊u mezi systémy.

𝑥2

𝑥1

(a) k=1, l=1, m=1

𝑥2

𝑥1

(b) 𝑘 = 1, 𝑙 = 1, 𝑐 = 4, 𝑚 = 1
𝑥2

𝑥1

(c) 𝑘 = 0, 𝑙 = 1, 𝑚 = 1

𝑥2

𝑥1

(d) 𝑘 = 0, 𝑙 = 1, 𝑐 = 4, 𝑚 = 1

Obrázek 2.2: Fázové portréty pro systémy (2.1)(část (a) (c)), Fázové portréty pro systém
(2.2) (část (b) (d))

Z fázových portrét̊u na obr. 2.2 pro kyvadlo se speciálńı teoríı relativity, lze vidět, že
při počátečńı podmı́nce 𝑥2(0) = 𝑐

𝑙
z̊ustává rychlost konstantńı a výchylka roste lineárně.

Pak analytické řešeńı pro tuto počátečńı úlohu má tvar

𝑥1(𝑡) = 𝑐

𝑙
𝑡 + 𝑥1(0).

Existenci řešeńı počátečńıch úloh, výše zmı́něných systémů nám zaručuje následuj́ıćı věta.
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Věta 2.1 (Existence a jednoznačnost řešeńı spojitých systémů). Uvažujme
n-dimenzionálńı dynamický systém ẋ = 𝑓(𝑡, x) se spojitou pravou stranou 𝑓 a bod
(𝑡0, x0) ∈ R×R𝑛. Pak plat́ı následuj́ıćı:

1. Existuje řešeńı systému na otevřeném intervalu (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0 + 𝛿), pro 𝛿 > 0.

2. Je-li 𝑓(𝑡, x) lineárně omezená, tj. pokud existuj́ı kladné konstanty 𝐾 a 𝐶 takové, že
pro pravou stranu systému plat́ı

‖𝑓(𝑡, x)‖2 ≤ 𝐾‖x‖2 + 𝐶, ∀(𝑡, x) ∈ R×Rn, (2.3)

potom existuje řešeńı pro 𝑡 ∈ (−∞, ∞), takové, že x(𝑡0) = x0.

3. Je-li 𝑓(𝑡, x) je lipschitzovská, tj. existuje konstanta 𝐿 taková, že plat́ı

‖𝑓(𝑡, x) − 𝑓(𝑡, y)‖2 ≤ 𝐿‖x − y‖2, ∀x, y ∈ Rn, (2.4)

potom existuje jednoznačné řešeńı systém pro 𝑡 ∈ (−∞, ∞), takové, že x(𝑡0) = x0.

Dı́ky větě 2.1 můžeme ř́ıci, že pro systémy (2.1) a (2.2) existuje řešeńı počátečńı úlohy.
Tyto systémy maj́ı pravé strany nelineárńı a pro většinu takových systému nejsme

schopni nalézt analytické řešeńı. Proto pravé strany zlinearizujeme, abychom byli schopni
źıskat analytické řešeńı alespoň zlinearizovaného systému.

Zlinearizovaná verze systémů (2.1) a (2.2) má tvar

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = − 𝑘

𝑚
𝑥2 − 𝑔

𝑙
𝑥1.

(2.5)

Systém (2.5) popisuje pohyb lineárńıho harmonického oscilátoru. Jeho fázové portréty jsou
zobrazeny na obr. 2.3. Při analýze stability stacionárńıch řešeńı v hladkých systémech se

𝑥2

𝑥1

(a) 𝑘 = 0, 𝑙 = 1, 𝑚 = 1

𝑥2

𝑥1

(b) 𝑘 = 1, 𝑙 = 1, 𝑚 = 1

Obrázek 2.3: (a) Fázový portrét systému (2.5) (b) Fázový portrét systému (2.5)

využ́ıvá Jacobiho matice, která má obecný tvar

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

· · · 𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2

· · · 𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑛... . . . ...

𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥1
· · · · · · 𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.6)
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a pak jej́ı vlastńı č́ısla určuj́ı stabilitu stacionárńıho řešeńı, viz kapitola 4. Např́ıklad
Jacobiho matice pro systém (2.1) má tvar

J(𝑥1, 𝑥2) =
⎡⎣ 0 1
−𝑔

𝑙
cos 𝑥1 𝑘

⎤⎦ . (2.7)

Pokud do modelu matematického kyvadla přidáme zarážku, viz obr. 2.4, potom pohyb
kyvadla popisuje systém

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = − 𝑔

𝑙1
sin+ 𝑥1 + 𝑔

𝑙
sin− 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2,

(2.8)

kde sin+ 𝑥 = max{sin 𝑥, 0} a sin− 𝑥 = max{− sin 𝑥, 0}. Z rovnic v systému (2.8) je jasné,
že pravá strana systému (2.4) neńı hladká, ale jen spojitá a po částech hladká funkce.
Pokud by nás zaj́ımala existence a jednoznačnost řešeńı počátečńı úlohy, lze na tento
systém využ́ıt větu 2.1, ve které je v předpokladech pouze spojitost pravé strany systému
a nikoliv hladkost.

Obrázek 2.4: Matematické kyvadlo se zarážkou

Verze systému (2.4) s po částech lineárńı pravou stranou má tvar

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = − 𝑔

𝑙1
𝑥+

1 + 𝑔

𝑙
𝑥−

1 − 𝑘

𝑚
𝑥2.

(2.9)

Vytvořeńı Jacobiho matice po částech hladkému systému se budeme zabývat v následuj́ıćı
kapitole.

Nyńı představ́ıme systém s po částech spojitou pravou stranou modelu matematického
kyvadla s kombinovaným suchým (Coulombovo) třeńım a viskózńım třeńım a tedy systém
má tvar

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 − 𝑑

𝑚
sgn (𝑥2) cos 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2

(2.10)
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2 4 6 8 10 12
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y

(a)

2 4 6 8 10 12
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

(b)

Obrázek 2.5: (a) Graf funkce 𝑦 = sin+ (𝑥) (b) Graf funkce 𝑦 = − sin− (𝑥)

𝑥2

𝑥1

(a) 𝑙 = 1, 𝑙1 = 0.2, 𝑘 = 0

𝑥2

𝑥1

(b) 𝑙 = 1, 𝑙1 = 0.2, 𝑘 = 0.5

Obrázek 2.6: (a) Fázový portrét systému (2.8) (b) Fázový portrét systému (2.8)

a jeho částečné linearizovanou verzi, v podobě harmonického oscilátoru se suchým třeńım
a systém má tvar

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑔

𝑙
𝑥1 − 𝑑

𝑚
sgn (𝑥2) − 𝑘

𝑚
𝑥2,

(2.11)

kde 𝑑 je koeficient suchého třeńı a 𝑘 koeficient viskozńıho třeńı. Povšimněme si, že
pravé strany systémů (2.10) a (2.11) nejsou spojité na definičńım oboru, ale jsou jen po
částech spojité. Tedy podle věty 2.1 nemůžeme ř́ıct nic o existenci a jednoznačnosti řešeńı
počátečńı úlohy takových systémů. Abychom mohli ř́ıci, jestli existuje řešeńı počátečńı
úlohy systému, jehož pravá strana je po částech spojitá, potom bude potřeba zavést
pokročilou teorii mnohoznačných funkćı. Existenci řešeńı systému s po částech spojitou
pravou stranou se budeme věnovat v následuj́ıćı kapitole.

Významným rozd́ılem proti viskózńım třeńım je takový, že pohyb hmotných bod̊u se
zastav́ı v konečném čase, viz obr. 2.7.
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𝑥2

𝑥1

(a) l=1, d=1, k=0.2, m=1

𝑥2

𝑥1

(b) l=1, d=1, k=0.2, m=1

Obrázek 2.7: (a) Fázový portrét systému (2.10) (b) Fázový portrét systému (2.11)
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Kapitola 3

Nehladké systémy

V této kapitole představ́ıme základńı teorii pro mnohoznačné funkce. Tato teorie nám
pomůže k zavedeńı řešeńı počátečńı úlohy po částech spojitého systému.

Nyńı se vrát́ıme ke kyvadlu se suchým třeńım a budeme studovat existenci řešeńı
počátečńı úlohy. Tento systém má tvar

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 − 𝑑

𝑚
sgn (𝑥2) cos 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2.

(3.1)

Systém (3.1) můžeme rozdělit na dva systémy s hladkou pravou stranou

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 − 𝑑

𝑚
cos 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2, pro 𝑥2 > 0,

(3.2)

a
�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 + 𝑑

𝑚
cos 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2, pro 𝑥2 < 0.

(3.3)

Označ́ıme funkci ℎ(𝑥,𝑥2) = 𝑥2, která pro ℎ(𝑥1, 𝑥2) > 0 popisuje množinu, na ńıž je
uvažována rovnice (3.2) a pro ℎ(𝑥1, 𝑥2) < 0 množinu, kde je uvažován systém (3.3).
Množina ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 0, popisuje nespojitost vektorového pole systému (3.1). Taková
funkce se v literatuře nazývá indikátorová funkce.

Definice 3.1 (Indikátorová funkce). Hladkou funkci h: R𝑛 → R nazveme indikátorou
funkćı, pokud

grad(ℎ(x)) ̸= 0, (3.4)

a označ́ıme
Σ = {x ∈ 𝐷(𝑓(x, 𝑡)) : ℎ(x) = 0},

𝑉+ = {x ∈ 𝐷(𝑓(x, 𝑡)) : ℎ(x) > 0},

𝑉− = {x ∈ 𝐷(𝑓(x, 𝑡)) : ℎ(x) < 0}.

(3.5)

Pro systémy (3.3) a (3.2) lze ř́ıci, d́ıky větě 2.1, že existuje řešeńı jejich počátečńı úlohy
a to řešeńı je jednoznačné na celém reálném oboru. Proto můžeme ř́ıct, že systém (3.1)
má jednoznačné řešeńı na množinách ℎ(𝑥1, 𝑥2) > 0 a ℎ(𝑥1, 𝑥2) < 0. Problémem s existenćı
řešeńı nastává na množině ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 0, kde pravá strana systému neńı spojitá.

Abychom mohli vytvořit teorii o existenci řešeńı systému s po částech spojitou pravou
stranou, zavedeme teorii mnohoznačných funkćı.
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3.1 Mnohoznačná funkce
V této kapitole zadefinujeme mnohoznačnou funkci, která úzce souviśı s pojmy v

následuj́ıćı podkapitole věnované Filippovovým systémům. Pojem spojený s mnohoznačnou
funkćı je Filippovova konvexńı metoda a ta nám pomůže rozhodnout o existenci řešeńı
systému s po částech spojitou pravou stranou. Tato metoda převede pravou stranu po
částech spojitého systému právě na mnohoznačnou funkci.

Následuj́ıćı definice lze naj́ıt v [4].

Definice 3.2 (Mnohoznačná funkce). Mnohoznačná funkce F : R𝑛 ⇒ R
𝑛 je zobrazeńı,

které každému x ∈ R𝑛 přǐrad́ı množinu 𝐹 (x) ⊂ R
𝑛. Obor hodnot funkce je množina

Rge (F) = {y ∈ R𝑛 : y ∈ F(x)}. (3.6)

a graf mnohoznačné funkce je množina

Graph (F) = {(x, y) ∈ R𝑛 ×Rn : y ∈ F(x)}. (3.7)

Pak F(x) je obraz F v x a pokud existuje alespoň jedno x ∈ R
n takové, že F(x) je

neprázdná, potom F(x) je netriviálńı. Definičńı obor F(x) budeme značit Dom(F) a je
podmnožinou prvk̊u z Rn takových, že plat́ı

Dom(F) = {x ∈ Rn : F(x) ̸= ∅}. (3.8)

Obrázek 3.1: Př́ıklady mnohoznačných funkćı zobrazuj́ıćı z R do R
.

Uvažujme prostor (Rn, ‖.‖2), neprázdnou množinu 𝐾 ⊂ R
n a definujeme vzdálenost

prvku x od této množiny jako
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𝑑(x, 𝐾) = inf
y∈𝐾

‖x − y‖2 (3.9)

Dále definujme kouli s poloměrem 𝑟 > 0 okolo množiny 𝐾 z R𝑛. Koule má tvar

𝐵(𝐾, 𝑟) = {x ∈ R𝑛 : 𝑑(x, 𝐾) ≤ 𝑟}. (3.10)

Definice 3.3 (Spojitost). Mnohoznačnou funkci F: Rn ⇒ R
n nazveme

1. polospojitou shora v x0 ∈ Rn, pokud pro každé okoĺı 𝑈 funkčńı hodnoty F(x) plat́ı

∃𝛿 > 0, ∀x ∈ 𝐵(x0, 𝛿) : F(x) ⊂ 𝑈. (3.11)
Mnohoznačná funkce F je polospojitá shora, pokud je polospojitá shora v každém
bodě x0 ∈ Rn.

2. polospojitou zdola v x ∈ Dom(F), pokud pro všechna y ∈ F(x) a pro všechny
posloupnosti xn ∈ Dom(F) konverguj́ıćı k x, existuj́ı posloupnosti yn ∈ F(xn)
konverguj́ıćı k y. Mnohoznačná funkce F(x) je polospojitá zdola, právě tehdy pokud
je polospojitá zdola v každém bodě x ∈ Dom(F).

3. spojitou v x ∈ Dom(F), pokud F je polospojitá zdola i shora v x. Mnohoznačná
funkce F je spojitá, pokud je spojitá v každém bodě x ∈ Dom(F).

-2 -1 1 2

-1.0

-0.5

0.5

(a)

-2 -1 1 2

-1.0

-0.5

0.5

1.0

(b)

Obrázek 3.2: (a) Nespojitá, shora polospojitá mnohoznačná funkce (b) Nespojitá, zdola
polospojitá mnohoznačná funkce

Definice 3.4 (Omezenost a uzavřenost mnohoznačné funkce). Řekneme, že F je omezená
mnohoznačná funkce, pokud existuje x ∈ Rn a 𝑟 > 0 takové, že plat́ı

𝑑(x, Rge F) < 𝑟. (3.12)

Řekneme, že mnohoznačná funkce je uzavřená, pokud Graph(F) je uzavřená množina.
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Nyńı se vrat’me k otázce z předchoźı kapitoly, jak vytvořit Jacobiho matici pro systém
se spojitou po částech hladkou pravou stranou.

Definice 3.5 (Zobecněná Jacobiho matice). Necht’ 𝑓 je spojitá po částech hladká pravá
strana dynamického systému a necht’ h je indikátorová funkce, kde množina ℎ = 0 popisuje
nehladkou množinu systému, J− je Jacobiho matice pro ℎ < 0 a J+ je Jacobiho matice
pro ℎ > 0. Potom množinu

J̃(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
J+, pro x ∈ 𝑉+,

co(J−, J+), pro x ∈ Σ,

J−, pro x ∈ 𝑉−,

(3.13)

nazveme zobecněnou Jacobiho matićı, kde co(J−, J+) = {(1 − 𝑞)J− + 𝑞J+, 𝑞 ∈ ⟨0, 1⟩}.
co(𝐴) je nejmenš́ı uzavřená konvexńı množina obsahuj́ıćı A.

Př́ıklad 1. Nalezněte zobecněnou Jacobiho matici systému

�̇� = |𝑥|. (3.14)

S indikátorovou funkćı ℎ(𝑥) = 𝑥.

Funkce |𝑥| neńı hladká v bodě 𝑥 = 0 a pro 𝑥 ̸= 0 je hladká. Pak Jacobiho matice
J+ = 1 a J− = −1. Pak zobecněná Jacobiho matice má tvar

J̃(0) = {𝑞 − (1 − 𝑞), 𝑞 ∈ ⟨0, 1⟩} = ⟨−1, 1⟩,

tedy

J̃(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{−1}, pro 𝑥 < 0,

⟨−1, 1⟩, pro 𝑥 = 0,

{1}, pro 𝑥 > 0.

(3.15)

Tuto mnohoznačnou funkci J̃(𝑥) (3.15) budeme značit Sgn (𝑥).

3.2 Filippovovy systémy
V této podkapitole zavedeme teorii pro existenci řešeńı počátečńı úlohy po částech

spojitého systému. Využijeme k tomu teorii mnohoznačné funkce popsanou v předchoźı
kapitole.

Nyńı se vrat’me k existenci řešeńı počátečńı úlohy systému (3.1), který je podle následuj́ıćı
definice po částech spojitý systém.

Definice 3.6 (Po částech spojitý systém). Mějme dynamický systém ẋ = 𝑓(𝑡, x) a in-
dikátorovou funkci ℎ = ℎ(x). Systém má tvar

ẋ = 𝑓(𝑡, x) =
{︃

𝑓+(𝑡, x), pro x ∈ 𝑉+

𝑓−(𝑡, x), pro x ∈ 𝑉−
(3.16)

Systém (3.16) nazveme po částech spojitý systém1, je-li 𝑓+(𝑡, .) ∈ 𝐶1(𝑉+ ∪ Σ) a 𝑓−(𝑡, .) ∈
𝐶1(𝑉− ∪ Σ).

1Pravá strana systému je nespojitá na množině Σ
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Uvažujme systém (3.16), pokud funkce 𝑓+ lineárně omezená pro ℎ(x) ≥ 0 a 𝑓− je
lineárně omezená funkce pro ℎ(x) ≤ 0, pak můžeme pravou stranu systému rozš́ı̌rit na
následuj́ıćı mnohoznačnou funkci

F(𝑡, x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓+(𝑡, x), pro x ∈ 𝑉+,

co{𝑓−(𝑡, x), 𝑓+(𝑡, x)}, pro x ∈ Σ,

𝑓−(𝑡, x), pro x ∈ 𝑉−.

(3.17)

Potom přeṕı̌seme systém (3.16) na diferenciálńı inkluzi

ẋ ∈ F(𝑡, x). (3.18)

Rozš́ı̌reńı (3.17) po částech spojitého systému na konvexńı diferenciálńı inkluzi se v lite-
rat̊uře nazývá Filippovova konvexńı metoda.

Nyńı použijeme Filippovovu konvexńı metodu na systém (3.1). Tedy

F(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[︂
𝑥2, −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 − cos 𝑥1 − 𝑘𝑥2

]︂𝑇

, pro 𝑥2 > 0,

co{𝑓−(𝑥, �̇�), 𝑓+(𝑥, �̇�)}, pro 𝑥2 = 0,[︂
𝑥2, −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 + cos 𝑥1 − 𝑘𝑥2

]︂𝑇

, pro 𝑥2 < 0.

(3.19)

Pak dostaneme

F(𝑥1, 𝑥) = [𝑥2, −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 − 𝑑

𝑚
Sgn 𝑥2 cos 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2]𝑇 (3.20)

a přeṕı̌seme systém (3.1) na

[�̇�1, �̇�2]𝑇 ∈ [𝑥2, −𝑔

𝑙
sin 𝑥1 − 𝑑

𝑚
Sgn 𝑥2 cos 𝑥1 − 𝑘

𝑚
𝑥2]𝑇 . (3.21)

Převedli jsme nespojitou pravou stranu systému na mnohoznačnou funkci a tedy mı́sto
soustavy diferenciálńıch rovnic uvažujeme soustavu diferenciálńıch inkluźı. Nyńı zformu-
lujeme větu o existenci řešeńı počátečńı úlohy pro systém diferenciálńıch inkluźı.

Věta 3.1 (Existence řešeńı diferenciálńı inkluze). Necht’ F je shora polospojitá, uzavřená,
konvexńı a omezená mnohoznačná funkce pro x ∈ R

𝑛. Pak pro každé x0 ∈ R
𝑛 existuje

𝜏 > 0 a absolutně spojitá funkce x = x(𝑡) definovaná na ⟨0, 𝜏⟩, která je řešeńım počátečńı
úlohy {︃

ẋ ∈ F(𝑡, x),
x(𝑡0) = x0.

(3.22)

Dı́ky Filippovově konvexńı metodě a větě o existenci řešeńı diferenciálńı inkluze jsme
schopni zavést řešeńı počátečńı úlohy ve Filippovově smyslu.

Definice 3.7 (Řešeńı ve Filippovově smyslu). Řekneme, že absolutně spojitá funkce x :
⟨0, 𝜏⟩ → R

𝑛 je řešeńım (3.16) ve Filippovově smyslu, pokud pro skoro všechna 𝑡 ∈ ⟨0, 𝜏⟩,
plat́ı

ẋ ∈ F(𝑡, x), (3.23)
kde F(𝑡, x) je uzavřená, konvexńı mnohoznačná funkce.

Pokud plat́ı, že F(𝑡, x) je lineárně omezená, tj. existuj́ı kladné konstanty 𝐾 a 𝐶 takové,
že

‖F(𝑡, x)‖2 ≤ 𝐾‖x‖2 + 𝐶, x ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0, (3.24)
potom existuje řešeńı systému (3.17) pro 𝑡 ∈ ⟨0, +∞).
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Př́ıklad 2. Nalezněte analytické řešeńı počátečńı úlohy{︃
�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡) + sgn(�̇�(𝑡)) = 0, 𝑡 > 0,

𝑥(0) = 1, �̇�(0) = 1.
(3.25)

Analytické řešeńı zkonstruujeme po částech tak, že úlohu (3.25) rozděĺıme na několik
počátečńıch úloh v závislosti na změně znaménka indikátorové funkce ℎ(�̇�, 𝑥) = �̇�. Pro
počátečńı podmı́nky v (3.25) indikátorová funkce ℎ(1, 1) = 1 > 0, proto nejprve uvažujme
úlohu {︃

�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡) + 1 = 0, 𝑡 > 0,

𝑥(0) = 1, �̇�(0) = 1.
(3.26)

Řešeńı počátečńı úlohy (3.26) je ve tvaru

𝑥+(𝑡) = 2 cos 𝑡 + sin 𝑡 − 1.

Najdeme změnu znaménka indikátorové funkce tak, že uč́ıme nejmenš́ı kladný kořen
funkce 𝑦 = ℎ(�̇�(𝑡), 𝑥(𝑡)), tedy

𝑑𝑥+(𝑡)
𝑑𝑡

= cos 𝑡 − 2 sin 𝑡 = 0.

Pro 𝑡 > 0 dostaneme kořeny 𝑡 = arctg 1
2 + 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ Z. Nejmenš́ı kladný kořen je 𝑡1 =

arctg 1
2 pro 𝑛 = 0 a tedy nová počátečńı úloha má tvar⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡) − 1 = 0, 𝑡 > 𝑡1,

𝑥(𝑡1) = 2 cos (𝑡1) + sin (𝑡1) − 1,

�̇�(𝑡1) = 0.

(3.27)

Řešeńı počátečńı úlohy (3.27) je tvar ve tvaru

𝑥−(𝑡) = 1 +
(︃

2 − 4√
5

)︃
cos 𝑡 + sin 𝑡 − 2 sin 𝑡√

5
.

Daľśı bod, ve kterém se měńı znaménko indikátorové funkce je 𝑡2 = 2𝜋 − 2 arctg(2 +
√

5),
ale v tomto bodě se řešeńı úlohy (3.25) dosáhne pseudostacionárńıho bodu ve fázovém
prostoru a proto od tohoto bodu z̊ustane řešeńı konstantńı.

Analytické řešeńı počátečńı úlohy (3.25) má tvar

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 1 + 2 cos 𝑥 + sin 𝑥, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1,

1 +
(︃

2 − 4√
5

)︃
cos 𝑡 + sin 𝑡 − 2 sin 𝑡√

5
, 𝑡1 < 𝑡 ≤ 𝑡2,

3 −
√

5, 𝑡 > 𝑡2.

(3.28)

Graf tohoto řešeńı (3.28) vykreslen na obr. 3.3a.
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Obrázek 3.3: (a) Graf řešeńı (3.28) (b) Graf prvńı derivace řešeńı (3.28) (c) Graf druhé
derivace řešeńı (3.28).
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Kapitola 4

Stacionárńı bifurkace hladkých
systémů

V této kapitole se budeme zabývat kvalitativńım chováńım řešeńı systému s hladkou
pravou stranou v okoĺı stacionárńıch bod̊u ve fázovém prostoru. Zásadńı roli bude hrát
změna chováńı dynamického systému v závislosti na změně jednoho reálného parame-
tru. Pokud se zásadně změńı chováńı systému v závislosti na reálném parametru, pak
takovou změnu nazveme bifurkace. Pojem bifurkace má několik r̊uzných definic ale pro
nás bude bifurkace znamenat změnu počtu stacionárńıch bod̊u nebo vytvořeńı limitńıho
cyklu. Následuj́ıćı definice jsou převzaty z [5]. Terminologii použitou v této kapitole, lze
nalézt např. v knize [9].

Uvažujme autonomńı dynamický systém s hladkou pravou stranou závislý na reálném
parametru 𝜆

ẋ = 𝑓(x, 𝜆). (4.1)

Stabilitu definujeme pomoćı chováńı řešeńı systému v okoĺı stacionárńıch bod̊u. Pokud
se všechny řešeńı v okoĺı přibližuj́ı nebo z̊ustávaj́ı v okoĺı stacionárńıho řešeńı mluv́ıme o
stabilńım stacionárńım řešeńım. Pokud nějaké řešeńı se vzdaluje od stacionárńıho řešeńı,
pak mluv́ıme o nestabilitě.

Věta 4.1 (Lineárńı stabilita). Necht’ 𝑓(x) ∈ 𝐶1(R𝑛) je autonomńı dynamický systém.
Potom je stabilita stacionárńıho řešeńı určena vlastńımi č́ısly Jacobiho matice funkce 𝑓(x)
ve stacionárńım bodě takto:

1. 𝑅𝑒(𝜆𝑘) < 0 pro všechny 𝑘, implikuje asymptotickou stabilitu stacionárńıho řešeńı,

2. 𝑅𝑒(𝜆𝑘) > 0 pro alespoň jedno 𝑘, implikuje nestabilu.

Nyńı definujeme základńı typy stacionárńıch bod̊u, tedy lokálńı chováńı systému v
okoĺı stacionárńıho řešeńı. Ukážeme se základńı planárńı př́ıpady.

Definice 4.1 (Stacionárńı body). Stacionárńı bod (x0, 𝜆0) dvou dimenzionálńıho auto-
nomńıho dynamického systému, nazveme

1. asymptoticky stabilńı uzel, pokud obě vlastńı č́ısla matice J(x0, 𝜆0) jsou r̊uzná,
reálná a záporná,

2. nestabilńı sedlo, pokud jedno vlastńı č́ıslo matice J(x0, 𝜆0) je reálné a kladné a druhé
vlastńı č́ıslo je reálné a záporné,

3. nestabilńı uzel, pokud obě vlastńı č́ısla matice J(x0, 𝜆0) jsou reálná a kladná,
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4. asymptoticky stabilńı ohnisko, pokud obě vlastńı č́ısla matice J(x0, 𝜆0) jsou kom-
plexně sdružená a maj́ı zápornou reálnou část a nenulovou imaginárńı část,

5. stabilńı střed, pokud obě vlastńı č́ısla matice J(x0, 𝜆0) jsou komplexně sdružená a
maj́ı nulovou reálnou část a nenulovou imaginárńı část,

6. nestabilńı ohnisko, pokud obě vlastńı č́ısla matice J(x0, 𝜆0) jsou komplexně sdružená
a maj́ı kladnou reálnou část a nenulovou imaginárńı část,

7. pokud alespoň jedno vlastńı č́ıslo je nulové potom nejsme schopni rozhodnout o
stabilitě ani typu stacionárńıho bodu pomoćı věty 4.1.

Př́ıklad 3. Nalezněte stacionárńı body a určete jejich typ pro následuj́ıćı systém

�̇�1 = 1
2(1 − 𝑥2

1),

�̇�2 = −𝑥2.
(4.2)

Stacionárńı řešeńı nalezneme, takže pravou stranu polož́ıme rovnou nulovému vektoru
a nalezneme body, které řešeńı algebraickou soustavu rovnic

1
2(1 − 𝑥2

1) = 0,
−𝑥2 = 0,

tedy systém má dva stacionárńı body (1, 0) a (−1, 0). Dále vytvoř́ıme Jacobiho matici

J(𝑥1, 𝑥2) =
[︃
𝑥1 0
0 −1

]︃
.

Potom vlastńı č́ısla matice J(−1, 0) jsou -1 a -1, tedy bod (-1,0) je asymptoticky stabilńı
uzel a vlastńı č́ısla matice J(1, 0) jsou 1 a -1, tedy bod (1, 0) je nestabilńı sedlo. Př́ıklady
asymptoticky stabilńıho uzlu a nestabilńıho sedla jsou zobrazeny na obr. 4.1.

𝑥2

𝑥1

(a)

𝑥2

𝑥1

(b)

Obrázek 4.1: Stacionárńı body lineárńıch systémů 1: (a) Asymptoticky stabilńı uzel, (b)
Nestabilńı sedlo

Definice 4.2 (Bifurkačńı bod). Bifurkačńı bod (x0, 𝜆0) je řešeńım pravé strany dyna-
mického systému 𝑓(x, 𝜆) = 0, kde se měńı počet řešeńı 𝑓(x, 𝜆) = 0 nebo periodických
řešeńı při přechodu hodnot 𝜆 přes 𝜆𝑠.
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𝑥2

𝑥1

(b)
𝑥2

𝑥1

(c)

𝑥2

𝑥1

(d)

Obrázek 4.2: Stacionárńı body lineárńıch systémů 2: (a) Stabilńı střed, (b) Nestabilńı
ohnisko, (c) Nestabilńı uzel, (d) Asymptoticky stabilńı ohnisko

Definice 4.3 (Sedlový bifurkačńı bod). Řekneme, že (x0, 𝜆0) je sedlový stacionárńı bod,
pokud plat́ı všechny následuj́ıćı podmı́nky:

1. (x0, 𝜆0) je stacionárńı bod,

2. dim(J(x0), 𝜆0)) = n-1, n je řád matice,

3. 𝑓𝜆(x0, 𝜆0) nepatř́ı do oboru hodnot J(x0, 𝜆0),

4. existuje parametrizace x(𝑠), 𝜆(𝑠), tak že x(𝑠0) = x0, 𝜆(𝑠0) = 𝜆0 a d2𝜆(𝑠0)
d𝑠2 ̸= 0.

Nyńı předvedeme jednoduchý př́ıklad systému, ve kterém je sedlový bifurkačńı bod.

Př́ıklad 4. Ověřte, že se v následuj́ıćım systému vyskytuje sedlový bifurkačńı bod.

�̈� = −𝜆 + �̇� + 𝑥2. (4.3)

Rovnici druhého řádu přeṕı̌seme na soustavu dvou rovnic prvého řádu.

�̇�1 = 𝑥2,
�̇�2 = −𝜆 + 𝑥2 + 𝑥2

1.

Potom nalezneme stacionárńı body, nalezeńım řešeńı algebraické rovnice

0 = −𝜆 + 𝑥2
1.
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Řešeńı rovnice je 𝑥1 = ±
√

𝜆, tedy všechny body (𝑥1, 𝜆1) = (𝑡, ±
√

𝑡) pro 𝑡 ≥ 0 splňuj́ı bod
(1) v definici 4.3. Pak Jacobiho matice má tvar

J(±
√

𝜆, 0, 𝜆) =
[︃

0 1
±2

√
𝜆 1

]︃
(4.4)

Protože pro 𝜆 = 0 má matice (6.3) hodnost 1, tedy bod (0, 0) splňuje bod (2). Ověřeńı
bodu (3) v definici 4.3 pro bod (0, 0) je triviálńı, proto toto ověřeńı necháme na čtenáři.

Pro bod (4) vytvoř́ıme parametrizaci a ta má tvar

𝑥1(𝑠) = 𝑠, 𝑥2(𝑠) = 0, 𝜆(𝑠) = 𝑠2,

kde pro hodnotu parametru 𝑠0 = 0, dosáhneme bodu (0, 0) a d2𝜆(0)
d𝑠2 = 1, potom bod

(0, 0) je sedlovým bodem a bifurkačńı diagram systému (4.3) je zobrazen na obr. 4.3b.
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Obrázek 4.3: Př́ıklady sedlových bifurkačńıch bod̊u.
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(a) 𝜆 < 0
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(b) 𝜆 = 0
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(c) 𝜆 > 0

Obrázek 4.4: Fázové portréty pro př́ıklad 4

Definice 4.4 (Jednoduchý stacionárńı bifurkačńı bod). Řekneme, že (x0, 𝜆0) ∈ Rn ×R
je jednoduchý stacionárńı bifurkačńı bod pokud plat́ı všechny následuj́ıćı podmı́nky:
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1. (x0, 𝜆0) je stacionárńı bod,

2. dim([J(x0, 𝜆0)|𝑓𝜆(x0, 𝜆0)]) = 𝑛 − 1,

3. právě dvě větve stacionárńıch řešeńı prot́ıná bod (x0, 𝜆0) pod dvěma r̊uznými úhly.
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Obrázek 4.5: Př́ıklady transkritických bifurkaćı.
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Obrázek 4.6: Př́ıklady superkritických bifurkaćı.

Uvedeme definice základńıch typ̊u bifurkaćı.

Definice 4.5 (Transkritická bifurkace). Necht’ (x0, 𝜆0) je jednoduchý stacionárńı bi-
furkačńı bod, pokud pro 𝜆 < 𝜆0 existuje stabilńı a nestabilńı větev stacionárńıch řešeńıch,
které se v 𝜆0 protnou a pro 𝜆 > 𝜆0 obě větve maj́ı opačný typ stability, pak takový jev
nazveme transkritická bifurkace.

Př́ıklad transkritické bifurkace je zobrazen na obr. 4.5.

Definice 4.6 (Superkritická bifurkace). Necht’ (x0, 𝜆0) je jednoduchý stacionárńı bi-
furkačńı bod, pokud pro 𝜆 < 𝜆0 (resp. 𝜆 > 𝜆0) existuje pouze jedna stabilńı větev
stacionárńıch řešeńı a př́ı pr̊uchodu 𝜆0 se vytvoř́ı dvě nové stabilńı větve a p̊uvodńı větev
ztrat́ı stabilitu, pak takový jev nazveme superkritická bifurkace.
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Obrázek 4.7: Př́ıklady subkritických bifurkaćı.

Př́ıklad supekritické bifurkace je zobrazen na obr. 4.6.

Definice 4.7 (Subkritická bifurkace). Necht’ (x0, 𝜆0) je jednoduchý stacionárńı bifurkačńı
bod, pokud pro 𝜆 < 𝜆0 (resp. 𝜆 > 𝜆0) existuje pouze jedna nestabilńı větev stacionárńıch
řešeńı a př́ı pr̊uchodu 𝜆0 se vytvoř́ı dvě nové nestabilńı větve a p̊uvodńı větev źıská
stabilitu, pak takový jev nazveme subkritická bifurkace.

Př́ıklad subkritické bifurkace je zobrazen na obr. 4.7.

Definice 4.8 (Hopfova bifurkace). Pokud se při změně 𝜆 změńı větev stacionárńıch řešeńı
na větev limitńıch cykl̊u, pak takovouto bifurkaci nazveme Hopfova bifurkace. Fázové
prostory systému s Hopfovou bifurkaćı jsou na obr. ??.

Věta 4.2 (Postačuj́ıćı podmı́nka Hopfovy bifurkace). Necht’ pravá strana dynamického
systému 𝑓(x, 𝜆) ∈ 𝐶2 a plat́ı

1. (x0, 𝜆0) je stacionárńı bod,

2. J(x0, 𝜆0) má dvojici ryze imaginárńıch vlastńıch č́ısel 𝜇(𝜆0) = ±𝑖𝛽 a ostatńı vlastńı
č́ısla maj́ı nenulovou reálnou část,

3. 𝑑𝑅𝑒(𝜇(𝜆0))
𝑑𝜆

̸= 0,

potom v bodě (x0, 𝜆0) je bifurkačńı bod Hopfovy bifurkace a počátečńı perioda limitńıch
cykl̊u je 𝑇 = 2𝜋

𝛽
.
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𝑥2

𝑥1
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𝑥2

𝑥1
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Obrázek 4.8: Fázové portréty systému s Hopfovou bifurkaćı
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Kapitola 5

Nespojité bifurkace ve spojitých po
částech hladkých systémech

V této podkapitole se bĺıže pod́ıváme bifurkace objevuj́ıćı se ve spojitých po částech
hladkých systémech. Takové bifurkace budeme nazývat nespojité bifurkace. Pro analýzu
těchto bifurkaćı využijeme teoretický aparát o mnohoznačných funkćıch z kapitoly 3.
Důležitým objektem pro tuto analýzu bude zobecněná Jacobiho matice, protože jej́ı vlastńı
č́ısla hraj́ı d̊uležitou roli v chováńı systémů. Mnohoznačná vlastńı č́ısla zobecněné Jaco-
biho matice vytvářej́ı ”skok” mezi jednoznačnými vlastńımi č́ısly v komplexńı rovině.
Takové ”skoky” ve vlastńıch č́ıslech se v hladkých systémech nevyskytuj́ı a jsou nutnou
podmı́nkou pro vznik nespojité bifurkace.

Výše zmı́něná nutná podmı́nka pro existenci nespojité bifurkace neńı zat́ım matema-
ticky podložená, ale podle diskuze v [1] je vhodné použ́ıvat př́ıstup analýzy stacionárńıch
bod̊u, ve kterých jsou vlastńı č́ısla mnohoznačná. Nyńı definuje nespojitou bifurkaci a
poté ukážeme několik př́ıklad̊u analýzy bifurkačńıch jev̊u.

Definice 5.1 (Nespojitá bifukace). Bifurkačńı bod podle definice 4.2, nazveme bod ne-
spojité bifurkace, pokud vlastńı č́ısla zobecněné Jacobiho matice v tomto bod2 jsou mno-
hoznačná a obsahuj́ı hodnotu, která lež́ı na imaginárńı ose komplexńı roviny.

Někoho by mohlo napadnout, že větve nespojité bifurkace budou obsahovat nějaké
body nespojitosti rozd́ılené oproti bifurkaćım v systémech s hladkou pravou stranou ale
název nespojitá bifurkace vycháźı z nespojitosti ve vlastńıch č́ıslech, respektive ve ”skoku”
hodnot vlastńıch č́ısel v komplexńı rovině.

Při analýze spojitých po částech hladkých systémů se budeme setkávat s mnohoznačnými
vlastńımi č́ısly a budeme použ́ıvat jejich linearńı aproximaci.

Např́ıklad hodnotu 𝛽 Sgn (0), kde 𝛽 je reálné č́ıslo aproximujeme lineárńım výrazem
𝛽(2𝑞 − 1), pro 𝑞 ∈ ⟨0, 1⟩.

Podstatnou roli v nespojitých bifurkaćıch hraj́ı násobné pr̊useč́ıky ”skok̊u” ve vlastńıch
č́ıslech s imaginárńı osou v komplexńı rovině. Dı́ky násobným pr̊useč́ık̊um s imaginárńı
osou se mohou r̊uzně kombinovat typy stacionárńıch bod̊u nebo dokonce limitńıch cykl̊u
v jednotlivých větv́ıch stacionárńıch řešeńı. Pokud v nespojitých bifurkaćıch je jen jed-
nonásobný pr̊useč́ık ve vlastńıch č́ıslech, pak tyto bifurkace jsou podobné bifurkaćım v
systémech s hladkou pravou stranou. Uvedeme několik př́ıklad̊u nespojitých bifurkaćı po-
dobných hladkým bifurkaćım a jejich analýzu stability.

Př́ıklad 5. Analyzujte stabilitu a typ bifurkace v systému

�̇� = |12𝜆| − |𝑥 − 1
2𝜆|.
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Obrázek 5.1: Př́ıklady nespojitých bifurkaćı: (a) Transkritická bifurkace, (b) Subritická
bifurkace, (c) Sedlová bifurkace, (d) Superkritická bifurkace

Větve stacionárńıch bod̊u systému jsou řešeńı rovnice

0 = |12𝜆| − |𝑥 − 1
2𝜆|.

Větve stacionárńıch bod̊u jsou
[0, 𝜆] a [𝜆, 𝜆].

Zobecněná Jacobiho matice má tvar

J̃(𝑥, 𝜆) = − Sgn (𝑥 − 1
2𝜆). (5.1)

Vlastńı č́ısla matice (5.1) jsou

J̃(𝜆, 𝜆) = 1, 𝜆 > 0,
J̃(𝜆, 𝜆) = −1, 𝜆 < 0,
J̃(0, 𝜆) = 1, 𝜆 > 0,
J̃(0, 𝜆) = −1, 𝜆 < 0,
J̃(0, 0) = ⟨−1, 1⟩.

Kladná vlastńı č́ısla implikuj́ı nestabilńı části větve a záporná implikuj́ı stabilńı části
větve. V bodě [0, 0] dostáváme mnohozačné vlastńı č́ıslo, které jedenkrát prot́ıná ima-
ginárńı osu v komplexńı rovině. Tedy bod [0, 0] je bod nespojité bifurkace.
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Ověř́ıme, jestli bod [0, 0] je podle definice 4.4 jednoduchý stacionárńı bifurkačńı bod.
Body (1) a (3) v definici 4.4 jsou již oveřeny, tedy ověř́ıme bod (2). Funkce 𝑓𝜆 má tvar

𝑓𝜆(𝑥, 𝜆) = 1
2 Sgn (1

2𝜆) + 1
2 Sgn (𝑥 − 1

2𝜆),

pak
[J̃(0, 0)|𝑓𝜆(0, 0)] = [− Sgn (0), 1

2 Sgn (0) + 1
2 Sgn (0)].

Množinu Sgn (0) lineárně aproximujeme, tedy dostaneme

[−(2𝑞 − 1), 1
2(2𝑞1 − 1) + 1

2(2𝑞 − 1)]. (5.2)

Pro 𝑞 = 1
2 a 𝑞1 = 1

2 má matice (5.2) hodnost 0 a proto je ověřen bod (2). Tedy v bodě
[0, 0] je nespojitá transkritická bifurkace.

V předchoźım př́ıkladě byl uvažován pouze jednodimenzionálńı systém, a proto ukážeme
analýzu ve v́ıce dimenzionálńım př́ıpadě.

Př́ıklad 6. Analyzujte stabilitu a typ bifurkace v systému

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥1 + |𝑥1 + 1
2𝜆| − |𝑥1 − 1

2𝜆|.

Větve stacionárńıch bod̊u systémů jsou řešeńım soustavy

0 = 𝑥2,

0 = 𝑥1 + |𝑥1 + 1
2𝜆| − |𝑥1 − 1

2𝜆|.

Větve stacionárńıch bod̊u jsou

[0, 0, 𝜆], 𝜆 ∈ R,
[±|𝜆|, 0, 𝜆], 𝜆 < 0.

Zobecněná Jacobiho matice má tvar

J̃(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) =
⎡⎣ 0 1
1 + Sgn (𝑥1 + 1

2𝜆) − Sgn (𝑥1 − 1
2𝜆) 0

⎤⎦ . (5.3)

Potom jej́ı vlastńı č́ısla jsou

𝜆1 = −
√︃

− Sgn (𝑥1 − 1
2𝜆) + Sgn (𝑥1 + 1

2𝜆) + 1,

𝜆2 =
√︃

− Sgn (𝑥1 − 1
2𝜆) + Sgn (𝑥1 + 1

2𝜆) + 1.

Vlastńı č́ısla pro větve [±|𝜆|, 0, 𝜆] maj́ı tvar

𝜆1 = ±1, 𝜆2 = ∓1.

Větve [±|𝜆|, 0, 𝜆] jsou nestabilńı sedla a pro větev [0, 0, 𝜆] vlastńı č́ısla jsou
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pro 𝜆 > 0
𝜆1 = −

√
3, 𝜆2 =

√
3

a pro 𝜆 < 0
𝜆1 = −𝑖, 𝜆2 = 𝑖.

Pro 𝜆 = 0 dostaneme mnohoznačná vlastńı č́ısla a lineárně je aproximujeme

𝜆1 = −
√

−2𝑞1 + 1 + 2𝑞2
𝜆2 =

√
−2𝑞1 + 1 + 2𝑞2

, 𝑞1, 𝑞2 ∈ ⟨0, 1⟩.

Mnohoznačná vlastńı č́ısla pro 𝑞1 = 1 a 𝑞2 = 0 jsou ryze imaginárńı č́ısla, tedy bod [0, 0, 0]
je bodem nespojité bifurkace. Ověř́ıme, jestli bod [0, 0, 0] je bod jednoduché stacionárńı
bifurkace podle definice 4.4. Body (1) a (3) jsou již ověřeny tedy ověř́ıme bod (2). Funkce
𝑓𝜆(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) má tvar

𝑓𝜆(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) = [0,
1
2 Sgn (𝑥1 + 1

2𝜆) + 1
2 Sgn (𝑥1 − 1

2𝜆)]𝑇 . (5.4)

Lineárně aproximujeme mnohoznačné hodnoty v (5.3) a (5.4), potom dostaneme

[J̃(0, 0, 0)|𝑓𝜆(0, 0, 0)] =
[︃

0 1 0
1 + 2𝑞1 − 2𝑞2 0 𝑞1 + 𝑞2 − 1

]︃
. (5.5)

Matice (5.5) má hodnost 1 pro 𝑞1 = 1
4 a 𝑞2 = 3

4.
Tedy bod [0, 0, 0] je jednoduchý stacionárńı bifurkačńı bod a bodě je nespojitá sub-

kritická bifurkace.
Nyńı zanalyzujeme stabilitu systému, jehož mnohoznačná vlastńı č́ısla v bifurkačńım

bodě násobně prot́ınaj́ı imaginárńı osu.

Př́ıklad 7. Analyzujte stabilitu a typ bifurkace v systému

�̇�1 = 𝑥2,
�̇�2 = −𝑥1 − 𝑥2 + |𝑥1 + 𝜆| − |𝑥1 − 𝜆| − |𝑥2 + 𝜆| + |𝑥2 − 𝜆|.

Nalezneme stacionárńı body

0 = 𝑥2,
0 = −𝑥1 − 𝑥2 + |𝑥1 + 𝜆| − |𝑥1 − 𝜆| − |𝑥2 + 𝜆| + |𝑥2 − 𝜆|.

Větve stacionárńıch bod̊u jsou

[0, 0, 𝜆], 𝜆 ∈ R,
[±2𝜆, 0, 𝜆], 𝜆 ≥ 0.

Zobecněná Jacobiho matice má tvar

J̃(𝑥1, 𝑥2, 𝜆) =
[︃

0 1
−1 + Sgn (𝑥1 + 𝜆) − Sgn (𝑥1 − 𝜆) −1 − Sgn (𝑥2 + 𝜆) + Sgn (𝑥2 − 𝜆)

]︃
.

Vlastńı č́ısla matice J̃(±2𝜆, 0, 𝜆) pro 𝜆 > 0, maj́ı tvar

𝜆1 ≈ −0.5 − 0.866025𝑖, 𝜆2 ≈ −0.5 + 0.866025𝑖.

Tedy větev [±2𝜆, 0, 𝜆] pro 𝜆 > 0, obsahuje stabilńı ohniska.
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Pro větev [0, 0, 𝜆] dostaneme

J̃(0, 0, 𝜆) =
[︃

0 1
−1 + Sgn (𝜆) − Sgn (−𝜆) −1 − Sgn (𝜆) + Sgn (−𝜆)

]︃
,

pak pro 𝜆 > 0 dostaneme vlastńı č́ısla

𝜆1 ≈ −3.30278, 𝜆2 ≈ 0.302776,

tedy část větve obsahuje nestabilńı sedla a pro 𝜆 < 0

𝜆1 ≈ 0.5 + 1.65831𝑖, 𝜆2 ≈ 0.5 − 1.65831𝑖,

tedy část větve obsahuje nestabilńı ohniska. Pro 𝜆 = 0 dostáváme mnohoznačná č́ısla. Na
obr. 5.2 vid́ıme, jak mnohoznačné č́ıslo prot́ınaj́ı třikrát imaginárńı osu, tedy bod [0, 0, 0]
je nespojitá bifurkace a pokud se pod́ıváme na obr. 5.4, tak zjist́ıme, že pro 𝜆 < 0 vznikl
limitńı cyklus. Bifurkačńı diagram našeho systému jer na obr. 5.3.

Obrázek 5.2: Vlastńı č́ısla k př́ıkladu 7.
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Limitni cyklus

Limitni cyklus

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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0.0
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Obrázek 5.3: Bifurkačńı diagram systému 7.
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𝑥1
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Obrázek 5.4: Fázový portrét k př́ıkladu 7: (a) 𝜆 < 0 (b) 𝜆 = 0 (c) 𝜆 > 0.
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Kapitola 6

Matematický model hračky datel na
tyči

V této kapitole se budeme zabývat planárńım př́ıpadem modelu datla na tyči. Po-
rovnáme dva systémy pohybových rovnic, jednodušš́ı systém pohybových rovnic, který
je uvažován bez př́ıtomnosti třeńı během klovnut́ı datla do tyče a složitěǰśı, ve kterém
je uvažováno třeńı během klovnut́ı datla a slip-stik efektu. Oba systémy jsou dány dife-
renciálně algebraickými rovnicemi, tj. rovnice, které obsahuj́ı derivace neznámých funkćı
i algebraické proměnné. Datel na tyči se skládá ze čtyř část́ı: nekonečně dlouhá tyč, tělo
datla, pohyblivý úchyt na tyči a pružina. Na obr. 6.1 je vykresleno schéma hračky datel
na tyči.

Obrázek 6.1: Datel na tyči (převzato z [6]).

Pomoćı Lagrangeových rovnic druhého řádu odvod́ıme základńı lineárńı pohybové
rovnice datla na tyči bez třeńı a bez klovu během pohybu. Lagrangeova metoda druhého
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parametry modelu význam
mS hmotnost datla
mM hmotnost úchytu
JS moment hybnosti datla
JM moment hybnosti úchytu
hM polovina výšky úchytu
hS, lS lokálńı poloha zobáku s počátkem v těžǐsti datla
g gravitačńı konstanta,
c𝜙 tuhost pružiny
lM vertikálńı vzdálenost mezi úchytem a osou otáčeńı

pružiny
lG vertikálńı vzdálenost mezi těžǐstěm datla a osou otáčeńı

pružiny
r0 poloměr tyče
rM vnitřńı poloměr úchytu
M těžǐstě úchytu
S těžǐstě těla datla
O počátek vztažné soustavy
y poloha úchytu v ose y
𝜙S výchylka datla v̊uči vodorovné poloze
𝜙M výchylka úchytu v̊uči vodorovné poloze.

Tabulka 6.1: Parametry modelu hračky datel na tyči.

řádu spoč́ıvá ve vytvořeńı Lagrangeovy funkce, kterou źıskáme rozd́ılem veškeré kinetické
a potenciálńı energie soustavy hmotných bod̊u. Pro datla a úchyt uvažujeme rotačńı
pohyb pro náklon v̊uči vodorovné poloze a translačńı pohyb těžǐst’ v ose y, kde poloha
těžǐstě datla je závislá na poloze úchytu. Potom systém má 3 stupně volnosti a označ́ıme
q = [𝑦, 𝜙𝑀 , 𝜙𝑆]𝑇 .

Poloha těžǐstě datla je

𝑦𝐷 = 𝑦 + 𝑙𝑚𝜙𝑀 + 𝑙𝐺𝜙𝑆 =
[︁
1 𝑙𝑀 𝑙𝐺

]︁
.

⎡⎢⎣ 𝑦
𝜙𝑀

𝜙𝑆

⎤⎥⎦ = q𝑇

⎡⎢⎣ 1
𝑙𝑀
𝑙𝐺

⎤⎥⎦ .

Kinetická energie datla je

𝑇1 = 1
2𝑚𝑆q̇𝑇

⎡⎢⎣ 1
𝑙𝑀
𝑙𝐺

⎤⎥⎦ [︁1 𝑙𝑀 𝑙𝐺
]︁

q̇ + 1
2𝐽𝑆�̇�2

𝑆 = 1
2𝑚𝑆q̇𝑇

⎡⎢⎣ 1 𝑙𝑀 𝑙𝐺
𝑙𝑀 𝑙2

𝑀 𝑙𝑀 𝑙𝐺
𝑙𝐺 𝑙𝑀 𝑙𝐺 𝑙2

𝐺

⎤⎥⎦ q̇ + 1
2𝐽𝑆�̇�2

𝑆,

a potenciálńı energie má tvar

𝑉1 = 𝑚𝑆𝑔𝑦𝐷 = 𝑚𝑆𝑔q𝑇

⎡⎢⎣ 1
𝑙𝑀
𝑙𝐺

⎤⎥⎦ .

Kinetická energie úchytu je
𝑇2 = 1

2𝑚𝑀 �̇�2 + 1
2𝐽𝑀 �̇�2

𝑀 ,

a potenciálńı energie je
𝑉2 = 𝑔𝑚𝑀𝑦.
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Potenciálńı energie pružiny má tvar

𝑉3 = 1
2𝑐𝜙(𝜙𝑆 − 𝜙𝑀)2.

Pak Lagrangeova funkce má tvar

L = 𝑇1 + 𝑇2 − 𝑉1 − 𝑉2 − 𝑉3 = q̇T

⎡⎢⎣𝑚𝑆 + 𝑚𝑀 𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑚𝑆𝑙𝐺
𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑚𝑆𝑙2

𝑀 + 𝐽𝑀 𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑙𝐺
𝑚𝑆𝑙𝐺 𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑙𝐺 𝑚𝑆𝑙2

𝐺 + 𝐽𝑆

⎤⎥⎦ q̇ − 𝑉1 − 𝑉2 − 𝑉3

Potom Lagrangeovu funkci L(q̇, q) dosad́ıme do Lagrangeovy rovnice

𝑑

𝑑𝑡

𝜕L(q̇, q)
𝜕q̇i

− 𝜕L(q̇, q)
𝜕qi

= 0, 𝑖 = 1, 2, 3, (6.1)

a dostaneme tak systém tř́ı lineárńıch diferenciálńıch rovnic druhého řádu

Mq̈ = h, (6.2)

kde

M =

⎡⎢⎣𝑚𝑆 + 𝑚𝑀 𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑚𝑆𝑙𝐺
𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑚𝑆𝑙2

𝑀 + 𝐽𝑀 𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑙𝐺
𝑚𝑆𝑙𝐺 𝑚𝑆𝑙𝑀 𝑙𝐺 𝑚𝑆𝑙2

𝐺 + 𝐽𝑆

⎤⎥⎦ , h =

⎡⎢⎣ −(𝑚𝑆 + 𝑚𝑀)𝑔
−𝑐𝜙(𝜙𝑀 − 𝜙𝑆) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝑀
−𝑐𝜙(𝜙𝑆 − 𝜙𝑀) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝐺

⎤⎥⎦ . (6.3)

Systém rovnic (6.2) popisuje pohyb modelu datla bez dotyku úchytu tyče a náraz̊u zobáku
datla do tyče. Dotyky mezi tyč́ı a úchytem a nárazy do tyče zahrneme do našich úvah v
následuj́ıćıch dvou podkapitolách.

6.1 Systém bez třeńı se zahrnut́ım náraz̊u
V této podkapitole sestav́ıme jednodušš́ı systém popisuj́ıćı pohyb datla s klovnut́ım

zobáku a dotyk úchytu s tyč́ı. Klovnut́ı je popisováno pomoćı skoku v rychlosti 𝜙𝑆

násobené hodnotou −𝜀 ∈ ⟨−1, 0⟩. Dotyk je popsán pomoćı dvou omezovaćıch sil 𝜆1 a
𝜆2. Podobný systém lze nalézt v [8]. Model je rozdělen na čtyři stavy:

Stav 1 popisuje pohyb datla a úchytu bez jakéhokoliv rušeńı nebo klovnut́ı, tedy když
plat́ı |𝜙𝑀 | <

𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

a zároveň 𝜙𝑆 <
𝑙𝑀 + 𝑙𝐺 − 𝑙𝑆 − 𝑟0

ℎ𝑆

, viz obr. 6.3a. Pohyb je dán
systémem

Mq̈ = h,
𝜆1 = 0,
𝜆2 = 0.

(6.4)

Stav 2 popisuje výchylku úhlu 𝜙𝑆 během doby, kdy 𝜙𝑀 = −𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

, tedy když se úchyt

dotýká (bodem 2 na obr. 6.1) tyče a nav́ıc 𝜙𝑆 <
𝑙𝑀 + 𝑙𝐺 − 𝑙𝑆 − 𝑟0

ℎ𝑆

a �̇� = 0. Systém

opust́ı tento stav pokud 𝜆1 změńı znaménko a přejde do stavu 1. Žádná změna 𝑦 a
𝜙𝑀 neprob́ıhá, viz obr. 6.3b. Pohyb je dán systémem

M

⎡⎢⎣ 0
0

𝜙𝑆

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−(𝑚𝑆 + 𝑚𝑀)𝑔 + 𝜆2

−𝑐𝜙(−𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

− 𝜙𝑆) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝑀 + ℎ𝑀𝜆1 + 𝑟𝑀𝜆2

−𝑐𝜙(𝜙𝑆 + 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝐺

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.5)
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Stav 3 popisuje výchylku úhlu 𝜙𝑆 během doby, kdy 𝜙𝑀 = 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

, tedy když se úchyt

dotýká (bodem 3 na obr. 6.1) tyče a nav́ıc 𝜙𝑆 <
𝑙𝑀 + 𝑙𝐺 − 𝑙𝑆 − 𝑟0

ℎ𝑆

a �̇� = 0. Systém

opust́ı tento stav pokud 𝜆1 změńı znaménko a přejde do stavu 1. Žádná změna 𝑦 a
𝜙𝑀 neprob́ıhá, viz obr. 6.3c. Pohyb je dán systémem

M

⎡⎢⎣ 0
0

𝜙𝑆

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−(𝑚𝑆 + 𝑚𝑀)𝑔 + 𝜆2

−𝑐𝜙(𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

− 𝜙𝑆) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝑀 − ℎ𝑀𝜆1 + 𝑟𝑀𝜆2

−𝑐𝜙(𝜙𝑆 − 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝐺

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.6)

Stav 4 popisuje klovnut́ı během stav̊u 1,2,3. Klovnut́ı znamená, že se zobák dotkne (bo-
dem 1 na obr. 6.1) tyče. Stav 4 nastane v 𝑡0 pokud 𝜙𝑆(𝑡0) = 𝑙𝑀 + 𝑙𝐺 − 𝑙𝑆 − 𝑟0

ℎ𝑆

a
�̇�𝑆(𝑡0) > 0 a poté se vrát́ı do stavu, ve kterém byl systém před klovnut́ım, viz obr.
6.3d.

q(𝑡0+) = q(𝑡0−),
ẏ(𝑡0+) = ẏ(𝑡0−),

�̇�𝑀(𝑡0+) = �̇�𝑀(𝑡0−),
�̇�𝑆(𝑡0+) = −𝜀�̇�𝑆(𝑡0−),

(6.7)

Protože systém je po částech lineárńı, jsme schopni nalézt analytické řešeńı (6.4), (6.5)
a (6.6). Stav 4 je pouze skok v �̇�𝑆.

Analytické řešeńı (6.5) má tvar:

𝑦(𝑡) = 𝐶1,

𝜙𝑀(𝑡) = −𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

,

𝜙𝑆(𝑡) = −𝑔ℎ𝑀 𝑙𝐺𝑚𝑆 + 𝑐𝜙𝑟0 − 𝑐𝜙𝑟𝑀

𝑐𝜙ℎ𝑀

+ 𝐶2e

√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 + 𝐶3e

−√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 ,

𝜆1 = 1
ℎ𝑀

(𝑔(𝑙𝐺 + 𝑙𝑀)𝑚𝑆 − 𝑔(𝑚𝑀 + 𝑚𝑆)𝑟𝑀 −

𝑐𝜙e
−

√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 (𝐽𝑆 + 𝑙𝐺𝑚𝑆(𝑙𝐺 + 𝑙𝑀 − 𝑟𝑀))(𝐶2e

2√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 + 𝐶3)

𝐽𝑆 + 𝑙2
𝐺𝑚𝑆

),

𝜆2 = 𝑔(𝑚𝑀 + 𝑚𝑆) − 𝑐𝜙𝑙𝐺𝑚𝑆e
−

√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 (𝐶2e

2√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 + 𝐶3)

𝐽𝑆 + 𝑙2
𝐺𝑚𝑆

.
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Analytické řešeńı (6.6) má tvar:

𝑦(𝑡) = 𝐶1,

𝜙𝑀(𝑡) = 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

,

𝜙𝑆(𝑡) = −𝑔ℎ𝑀 𝑙𝐺𝑚𝑆 − 𝑐𝜙𝑟0 + 𝑐𝜙𝑟𝑀

𝑐𝜙ℎ𝑀

+ 𝐶2e

√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 + 𝐶3e

−√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 ,

𝜆1 = 1
ℎ𝑀

(𝑔(𝑙𝐺 + 𝑙𝑀)𝑚𝑆 − 𝑔(𝑚𝑀 + 𝑚𝑆)𝑟𝑀 −

𝑐𝜙e
−

√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 (𝐽𝑆 + 𝑙𝐺𝑚𝑆(𝑙𝐺 + 𝑙𝑀 − 𝑟𝑀))(𝐶2e

2√
𝑐𝜙√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 + 𝐶3)

𝐽𝑆 + 𝑙2
𝐺𝑚𝑆

),

𝜆2 = 𝑔(𝑚𝑀 + 𝑚𝑆) − 𝑐𝜙𝑙𝐺𝑚𝑆e
−

√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 (𝐶2e

2√
𝑐𝜙𝑡√︁

−𝐽𝑆 − 𝑙2
𝐺𝑚𝑆 + 𝐶3)

𝐽𝑆 + 𝑙2
𝐺𝑚𝑆

.

𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 jsou počátečńı podmı́nky při vstupu systému to určitého stavu.
V tomto modelu se bohužel nevyskytuje periodické řešeńı, proto tento model uvád́ıme

jen jako úvod k složitěǰśımu systému.

6.2 Systém se třeńım a nárazy
Nyńı představ́ıme složitěǰśı systém pohybových rovnic datla. V modelu se během do-

tyku datla nebo úchytu uvažuje stick-slip efekt, což znamená, že úchyt nebo zobák se
během dotyku s tyč́ı může pohybovat vertikálńım směrem (tzv. klouzavý pohyb) nebo se
přilepit k tyči. V systému jsou uvažovy odvozené matice z (6.3). Pak označ́ıme

𝑔𝑁1 = (𝑙𝑀 + 𝑙𝐺 − 𝑙𝑠 −𝑟0)−ℎ𝑠𝜙𝑆, 𝑔𝑁2 = (𝑟𝑀 −𝑟0)+ℎ𝑀𝜙𝑀 , 𝑔𝑁3 = (𝑟𝑀 −𝑟0)−ℎ𝑆𝜙𝑀 , (6.8)

w𝑁1 =

⎡⎢⎣ 0
0

−ℎ𝑆

⎤⎥⎦ , w𝑁2 =

⎡⎢⎣ 0
ℎ𝑀

0

⎤⎥⎦ , w𝑁3 =

⎡⎢⎣ 0
−ℎ𝑀

0

⎤⎥⎦ (6.9)

,

w𝑇 1 =

⎡⎢⎣ 1
𝑙𝑀

𝑙𝐺 − 𝑙𝑆

⎤⎥⎦ , w𝑇 2 =

⎡⎢⎣ 1
𝑟𝑀

0

⎤⎥⎦ , w𝑇 3 =

⎡⎢⎣ 1
𝑟𝑀

0

⎤⎥⎦ (6.10)

𝐼𝑁 = {𝑖 : 𝑔𝑁𝑖 = 0}.

Nav́ıc během kontaktu mezi tělesy, d́ıky tuhosti těles vznikaj́ı śıly ve směru pohyb̊u těles,
proto zavedeme kontaktńı śılu v normálovém směru 𝜆𝑁𝑖 a kontaktńı śılu v tečném směru
𝜆𝑇 𝑖. K těmto silám přid́ıme konktakńı impulzy v tečném a normálovém směru, které
budeme značit Λ𝑇 𝑖 a Λ𝑁𝑖. Během kontak̊u vzńıká třeńı mezi tělesy, proto koeficienty
třeńı mezi jednotlivými částmi označ́ıme 𝜇1, 𝜇2 a 𝜇3. Náraz se ř́ıd́ı Newton’s restitution
law, podle kterého se zachovává množstv́ı kinetické energie po nárazu a proto zavedeme
restitučńı koeficienty 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3.
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Obrázek 6.2: Orientovaný graf, který popisuje možnosti pr̊uběh̊u stav̊u systému
1 pohyb datla bez kontakt̊u
2a úchyt se dotýká dolńı část́ı tyče a klouže po tyči
2b úchyt se dotýká dolńı část́ı tyče a je přilepený k tyči
3 úchyt se dotýká horńı část́ı tyče a klouže po tyči
4 náraz úchytu do tyče
5 náraz zobáku datla do tyče

Dále budeme potřebovat relativńı kontaktńı rychlosti v tečném směru, které popisuj́ı
rychlost v tečném směru mezi dvěmi tělesy, které jsou v kontaktu. Relativńı kontakńı
rychlost mezi zobákem daltla a tyči označ́ıme 𝛾𝑇 1. Relativńı kontakńı rychlosti mezi dorńı
a horńı část́ı úchytu a tyč́ı označ́ıme 𝛾𝑇 2 a 𝛾𝑇 3. Tyto rychlosti maj́ı tvar

𝛾𝑇 1 = �̇� + 𝑙𝑀 �̇�𝑀 + (𝑙𝐺 − 𝑙𝑆)�̇�𝑆,

𝛾𝑇 2 = 𝛾𝑇 3 = �̇� + 𝑟𝑀 �̇�𝑀 .

Model se chová podle následuj́ıćıch stav̊u:

Stav 1 popisuje pohyb datla a úchytu bez jakéhokoliv rušeńı nebo klovnut́ı, tedy když plat́ı
|𝜙𝑀 | <

𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

a zároveň 𝜙𝑆 <
𝑙𝑀 + 𝑙𝐺 − 𝑙𝑆 − 𝑟0

ℎ𝑆

. Pohyb je dán systémem

Mq̈ = h, (6.11)

Stav 2 popisuje pohyb modelu během doby, kdy 𝑔𝑁2 = 0, tedy když se úchyt dotýká (bodem
2 na obr. 6.1) tyče. Během doby dotyku nastávaj́ı následuj́ıćı dvě situace:

(a) úchyt v dotyku začne klouzat po tyči, tedy �̇� ̸= 0. Tento pohyb je dán systémem

M

⎡⎢⎣ 𝑦
0

𝜙𝑆

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−(𝑚𝑆 + 𝑚𝑀)𝑔 + 𝜆𝑇 2

−𝑐𝜙(𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

− 𝜙𝑆) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝑀 − ℎ𝑀𝜆𝑁2 + 𝑟𝑀𝜆𝑇 2

−𝑐𝜙(𝜙𝑆 − 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝐺

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.12)
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(a) (b) (c) (d) (e)

(f) (g) (h) (i) (j)

Obrázek 6.3: (a) Pohyb bez jakéhokoliv rušeńı (b) Úchyt se dolńı část́ı dotýká tyče a je
přilepený k tyči (c) Úchyt se horńı část́ı dotýká tyče a je přilepený k tyči (d) Klovnut́ı
datla (e) Klovnut́ı datla během klouzavého pohybu (f) Klovnut́ı datla během přilepeńı
úchytu horńı část́ı k tyči (g) Klovnut́ı datla během klouzavého pohybu (h) Klovnut́ı datla
během přilepeńı úchytu dolńı část́ı k tyči (i) Klouzáńı úchytu po tyči (j) Klouzáńı úchytu
po tyči.

a plat́ı pro pohyb 𝑦 směrem dol̊u

𝜆𝑇 2 = −𝜇𝜆𝑁2 (6.13)

a pro pohyb směrem vzh̊uru plat́ı

𝜆𝑇 2 = 𝜇𝜆𝑁2. (6.14)

Pokud 𝜆𝑁 změńı znaménko, potom systém přejde do stavu 1 nebo pokud rych-
lost �̇� dojde na nulu, pak systém přejde do následuj́ıćıho stavu.

(b) pokud �̇� = 0, pak se úchyt přileṕı k tyči a neprob́ıhá žádný pohyb v 𝑦 a 𝜙𝑀 .
Tento stav popisuje systém

M

⎡⎢⎣ 0
0

𝜙𝑆

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−(𝑚𝑆 + 𝑚𝑀)𝑔 + 𝜆2

−𝑐𝜙(−𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

− 𝜙𝑆) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝑀 − ℎ𝑀𝜆1 + 𝑟𝑀𝜆2

−𝑐𝜙(𝜙𝑆 + 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝐺

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.15)

Tento stav prob́ıhá dokud 𝜆𝑇 2 < 𝜇𝜆𝑁2, pak systém přejde do stavu 2a.

Stav 3 popisuje pohyb modelu během doby, kdy 𝑔𝑁3 = 0, tedy když se úchyt dotýká (bodem
3 na obr. 6.1) tyče. Úchyt je v dotyku a klouže po tyči, tedy �̇� ̸= 0. Tento pohyb je
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dán systémem

M

⎡⎢⎣ 𝑦
0

𝜙𝑆

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−(𝑚𝑆 + 𝑚𝑀)𝑔 + 𝜆𝑇 3

−𝑐𝜙(𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

− 𝜙𝑆) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝑀 − ℎ𝑀𝜆𝑁3 + 𝑟𝑀𝜆𝑇 3

−𝑐𝜙(𝜙𝑆 − 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

) − 𝑚𝑆𝑔𝑙𝐺

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (6.16)

a plat́ı pro pohyb 𝑦 směrem dol̊u

𝜆𝑇 3 = −𝜇3𝜆𝑁3 (6.17)

a pro pohyb směrem vzh̊uru plat́ı

𝜆𝑇 3 = 𝜇3𝜆𝑁3. (6.18)

Pokud pak 𝜆𝑁3 změńı znaménko, tak systém přejde do stavu 1.

Stav 4 popisuje náraz úchytu o tyč před vstupem do stavu 2 nebo 3, kdy v čase 𝑡0 plat́ı
𝑔𝑁𝑖 = 0 pro 𝑖 = 2 nebo 𝑖 = 3. Náraz se ř́ıd́ı Newton’s impact Law a Newton’s
restitution Law. Nav́ıc během nárazu je uvažováńı Coulombovo třeńı mezi tyč́ı a
úchytem. Rovnice nárazu v čase 𝑡0 má tvar

M(q̇(𝑡0+) − q̇(𝑡0−)) = w𝑁𝑖Λ𝑁𝑖 + w𝑇 𝑖Λ𝑇 𝑖, (6.19)

kde q̇(𝑡0±) = lim
𝑡→𝑡0±

q̇(𝑡) a podle Newtonian impact Law plat́ı

�̇�+
𝑀 = −𝜀𝑁𝑖�̇�

−
𝑀 . (6.20)

Dı́ky uvažováńı chováńı systému podle Newton’s restitution Law plat́ı pro hodnoty

Λ𝑁𝑖 > 0 a �̇�𝑀(𝑡0+) = −𝜀𝑁𝑖�̇�𝑀(𝑡0−). (6.21)

Pro Coulombovo třeńı plat́ı

Λ𝑇 𝑖 ∈ 𝜇𝑖Λ𝑁𝑖 Sgn (𝛾+
𝑇 𝑖 + 𝜀𝑇 𝑖𝛾

−
𝑇 𝑖). (6.22)

Po aplikaci zákon̊u přejde ihned systém do jiného stavu.

Stav 5 popisuje náraz, kdy datel se dotkne zobákem do tyče, který proběhne v čase 𝑡0 a
tomto čase plat́ı 𝑔𝑁1 = 0. Tento stav nástává během jednoho z předchoźıch stav̊u
a během klovnut́ı jsou uvažovány stejné zákony jako ve stavu 4. Náraz popisuje
rovnice

M(q̇(𝑡0+) − q̇(𝑡0−)) = Σ
𝑖∈𝐼𝑁

w𝑁𝑖Λ𝑁𝑖 + w𝑇 𝑖Λ𝑇 𝑖, (6.23)

Dı́ky uvažováńı Newton’s restitution Law plat́ı pro hodnoty

Λ𝑁1 > 0 a �̇�𝑆(𝑡0+) = −𝜀𝑁1�̇�𝑆(𝑡0−). (6.24)

Pro Coulombovo třeńı během toho stavu má tvar

Λ𝑇 𝑖 ∈ 𝜇𝑖Λ𝑁𝑖 Sgn (𝛾+
𝑇 𝑖 + 𝜀𝑇 𝑖𝛾

−
𝑇 𝑖), pro všechny 𝑖 ∈ 𝐼𝑁 . (6.25)

Po aplikaci zákon̊u přejde ihned systém do jiného stavu.

Fyzické polohy a pohyb modelu jsou zobrazeny na obr. 6.3, kromě polohy na obr. 2c a 2f,
tyto polohy nastávaj́ı pouze v jednodušš́ım systému, nav́ıc je možný pohyb úchytu vzh̊uru
namı́sto dol̊u.
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6.3 Periodické chováńı
V této podkapitole se budeme věnovat popisu hledáńı periodického chováńı datla

pro systém se třeńım, tedy jakým zp̊usobem vytvoř́ıme bifurkačńı diagram periodického
řešeńı. Pro hledáńı periodického chováńı využijeme Poincarého zobrazeńı.

Poincarého zobrazeńı

Uvažujeme autonomńı n-dimenzionálńı dynamický systém

ẋ(𝑡) = 𝑓(x(𝑡)) (6.26)

s periodickým rešeńım x𝑝(𝑡). Necht’ x* je bod periodického řešeńı a Σ je n-1 dimenzionálńı
nadrovina prot́ınaj́ıćı x𝑝 v x*. Trajektorie vycházej́ıćı z x* protne Σ v x* během času T,
což je perioda periodického řešeńı. Trajektorie vycházej́ıci na Σ v malém okoĺı x* protne
okoĺı x*. Proto x(𝑡) a Σ definuj́ı zobrazeńı z okoĺı 𝑈1(x*) ⊂ Σ do jiného okoĺı 𝑈2(x*) ⊂ Σ.
Zobrazeńı P: 𝑈1 → 𝑈2 je definováno

x𝑖+1 = 𝑃 (x𝑖), (6.27)

kde x𝑖+1 = x(𝑡𝑖+1) je prvńı pr̊useč́ık trajektorie s Σ vycházej́ıćı z x𝑖 = x(𝑡𝑖) ∈ Σ. 𝑃
nazveme Poincarého zobrazeńı a plat́ı x* = 𝑃 (x*).

Pro všechny hodnoty restitučńıho koeficientu od 0 do 1 vytvoř́ıme Poincarého zobra-
zeńı a z každého Poincarého zobrazeńı nalezneme hodnoty, pro které existuje periodické
řešeńı. Tyto hodnoty zaneseme do bifurkačńıho diagramu.

Pro Poincarého zobrazeńı sestroj́ıme pětidimenzionálńı nadrovinu

Σ = {(𝜙𝑀 , 𝜙𝑆, q̇) ∈ R : 𝜙𝑀 = −𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

, q̇ = 0}, (6.28)

podobně jako v [7]. Fyzický význam počátečńı podmı́nky na množině (6.28) je, že úchyt
se dotýká dolńı část́ı tyče tj. bod 2 se dotýká tyče na obr. 6.1 a natočeńı datla je li-
bovolné. Poloha úchytu v 𝑦 je libovolná, protože má klesaj́ıćı tendenci a proto systém
nemůže být nikdy periodický v 𝑦 a nemá vliv na periodické chováńı v ostatńıch sta-
vových proměných. Proto budeme uvažovat periodické řešeńı jen v 5 dimenźıch. q̇(0) = 0
znamená, že počátečńı kinetická energie systému je v tomto stavu nulová.

Poincarého zobrazeńı sestroj́ıme tak, že pro systém se třeńım vytvoř́ıme počátečńı
úlohy, s počátečńımi podmı́nkami

𝜙𝑀(0) = −𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

, q̇(0) = 0, 𝜙𝑆(0) = 𝜙𝑆𝑘
, 𝜙𝑆𝑘

∈ ⟨−2.5, 0.11⟩, 𝑦(0) = 0. (6.29)

Poté budeme sledovat kdy se trajektorie řešeńı vrát́ı zpět do nadroviny (6.28). Při
návratu do nadroviny zjist́ıme hodnotu 𝜙𝑆 a označ́ıme j́ı 𝜙𝑆𝑘+1 . Bod (𝜙𝑆𝑘

, 𝜙𝑆𝑘+1) na-
kresĺıme do grafu. Pokud 𝜙𝑆𝑘

= 𝜙𝑆𝑘+1 , pak jsme nalezli periodické řešeńı.

6.4 Numerická implementace
V této podkapitole se budeme zabývat numerickým hledáńım periodického řešeńı

složitěǰśıho systému datla popsaného v předchoźıch kapitolách a sestrojeńı Poincarého
zobrazeńı, popsaného v předchoźı podkapitole. Pomoćı Poincarého zobrazeńı vytvoř́ıme
bifurkačńı diagram periodického řešeńı.
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Dı́ky nelinearitám a fyzikálńım zákon̊um, kterými se systém ř́ıd́ı, nejsme schopni
nalézt jeho analytické řešeńı. Hlavńım problémem je nalézt hodnoty Λ𝑁𝑖, Λ𝑇 𝑖, 𝜆𝑁𝑖 a 𝜆𝑇 𝑖,
protože nejsou dynamicky jednoznačně dány. Standardńı numerické řešiče diferenciálně
algebraických rovnic (např. ode15s v Matlabu) nelze kv̊uli vysoké složitosti modelu použ́ıt.
Pokud by systém obsahoval pouze nespojitou pravou stranou, potom numerické řešeně lze
použ́ıt ale výpočet by byl časově velmi náročný. Proto použijeme numerickou metodu z
[6], která je vytvořena př́ımo pro složitěǰśı model datla na tyči.

Numerická metoda je založena na Newtonově metodě se změnou pravé strany rovnic a
Banachově větě o kontrakci. Banachova věta o kontrakci zaručuje, že metoda je schopna
spoč́ıtat hodnoty Λ𝑁𝑖, Λ𝑇 𝑖, 𝜆𝑁𝑖 a 𝜆𝑇 𝑖 s předem danou chybou.

K výpočtu Poincarého zobrazeńı použijeme stejné hodnoty jako v [6].

parametr hodnota parametr hodnota
m𝑀 3 10−4 h𝑆 0.02
J𝑀 5 10−9 g 9.81
m𝑆 4.5 10−3 c𝜙 0.0056
J𝑆 7 10−7 𝜇1 0.3
l𝑀 0.01 𝜇2 0.3
l𝐺 0.015 𝜇3 0.3
l𝑆 0.0201 𝜀𝑁2 0
r𝑀 0.0031 𝜀𝑁3 0
r0 0.0025 𝜀𝑁1 𝜀0 ∈ ⟨0, 1⟩
h𝑀 0.0058

Tabulka 6.2: Hodnoty parametr̊u modelu

q̇(0) = 0, q(0) = [0,
𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

, −0.8]𝑇 s 𝜀𝑁1 = 0.1. (6.30)

Pomoćı výše zmı́něného algoritmu źıskáme zdiskretizovanou trajektorii řešeńı jedné
počátečńıch úloh z (6.29) vycházej́ıćı z nadroviny (6.28). Abychom vytvořili Poincarého
zobrazeńı, potřebujeme nalézt pr̊useč́ık trajektorie s nadrovinou pro 𝑡 > 0. Hledáńı
pr̊useč́ıku je vzhledem ke konečné přesnosti výpočtu a rychlých oscilaćı úhlu 𝜙𝑆 obt́ıžná
úloha. Na obr. 6.4 jsou př́ıklady derivaćı výchylek a my potřebujeme aby se všechny hod-
noty zároveň vynulovaly a také 𝜙𝑀 = −𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

. Vzhledem k tomu, že každá křivka
dosahuje jiných hodnot a r̊uzných skok̊u v nespojitostech, vznikaj́ı v každé dimenzi r̊uzné
numerické chyby. Z tohoto d̊uvodu situace, kdy se všechny hodnoty vynuluj́ı, ve většině
př́ıpad̊u nenastane.

Intuitivně nás může napadnout, že můžeme nalézt pr̊useč́ık trajektorie se Σ tak, že
vytvoř́ıme vektor 𝑣 = [�̇�(𝑡), �̇�𝑀(𝑡), �̇�𝑆(𝑡), 𝜙𝑀(𝑡)+𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

] a budeme hledat čas, kdy ‖𝑣‖ =
0 pro 𝑡 > 0. Vzhledem k výše popsaným problémům a diskretizaci času, bychom měli
uvažovat ‖𝑣‖ < 𝜀, kde 𝜀 je malá kladná hodnota. Použit́ım této myšlenky na Poincarého
zobrazeńı vzniknou diskrétńı body s velmi odlǐsnou hodnotou a porovnáńı s výsledky z
[6], se Poincarého zobrazeńı velmi lǐśı. Proto tuto myšlenku nepoužijeme pro vytvořeńı
bifurkačńıho diagramu.

Daľśı uvažovaná možnost spoč́ıvá v tom, že zvoĺıme nějakou kladnou malou hodnotu 𝜀

a hledáme čas takový, kdy |�̇�(𝑡)| < 𝜀, |�̇�𝑀(𝑡)| < 𝜀, |�̇�𝑆(𝑡)| < 𝜀, |𝜙𝑀(𝑡) + 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

| < 𝜀, pro
𝑡 > 0. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě je Poincarého zobrazeńı velmi odlǐsné oproti
výsledk̊um z [6], proto tuto možnost také nepoužijeme.
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Třet́ı možnost́ı podobnou předchoźı, je zvoleńı čtyř r̊uzných kladných konstant 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 𝜀4

a hledáńı hodnot, které splňuj́ı |�̇�| < 𝜀1, |�̇�𝑀 | < 𝜀2, |�̇�𝑆| < 𝜀3, |𝜙𝑀(𝑡) + 𝑟𝑀 − 𝑟0

ℎ𝑀

| <

𝜀4. Určeńı správných hodnot 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, 𝜀4, vyžaduje spoustu numerických experiment̊u.
Výsledné Poincarého zobrazeńı pro hodnotu restitučńıho koeficientu 𝜀𝑁1 = 0.5 je zobra-
zeno na obr. 6.5a a je podobné Poincarého zobrazeńı z [6] je zobrazeno na obr. 6.5b. Tuto
metodu použijeme na vytvořeńı bifurkačńıho diagramu.
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Obrázek 6.4: Derivace řešeńı počátečńı úlohy

Námi źıskané Poincarého zobrazeńı na obr. 6.5a je vytvořeno pro 2611 diskrétńıch
hodnot počátečńı podmı́nky pro 𝜙𝑆 a krok času je 10−5. Poincarého zobrazeńı na obr.
6.5b je vytvořeno z 1000 diskretizovaných hodnot počátečńıch podmı́nek pro 𝜙𝑆.

Zobrazeńı jsou po částech podobná. V hodnotách 𝜙𝑆𝑘
(0) = −1.23 a −0.27 se řešeńı

nevraćı do nadroviny Σ. V hodnotě 𝜙𝑆𝑘
= −0.76 jsou zobrazeńı nespojitá. Nespojitost

v zobrazeńı vzniká při záměně pořad́ı kontakt̊u mezi části modelu, které řešeńı systémů
podstouṕı, než se vrat́ı do nadroviny. Např́ıklad v 𝜙𝑆𝑘

= −0.76 se zaměńı pořad́ı klovnut́ı
datla s horńım dotykem úchytu s tyč́ı.

Zásadńı rozd́ıl mezi zobrazeńımi je na intervalu (−0.15, 0.05). Na obr. 6.6 jsou zob-
razeny řešeńı systému pro 𝜙𝑆𝑘

(0) = 0. Řešeńı na obr. 6.6 s rostoućım časem se neměńı,
proto tvrd́ıme, že řešeńı počátečńı úlohy (6.29) s 𝜙𝑆 ∈ (−0.08, 0.02) se nikdy nevrát́ı do
nadroviny a neproběhne v něm žádny kontakt mezi tělesy kromě v čase 𝑡 = 0.

Hodnoty, 𝜙𝑆𝑘
pro které existuje periodické řešeńı, nalezneme tak, že prolož́ıme graf

Poincarého zobrazeńı př́ımkou, která je osou prvńı a třet́ıho kvadrantu stejně jako na
obr. 6.5b a 6.5a. Body, které př́ımka prot́ıná, jsou body periodického řešeńı a tyto body
vykresĺıme v závislosti na hodnotě 𝜀𝑁1, tak źıskáme body bifurkačńıho diagramu perio-
dického řešeńı v závislosti na 𝜀𝑁1. N obr. 6.5a je vidět, že je velký rozd́ıl mezi jednotlivými
body, mezi kterými by měl být pr̊useč́ık s osou a křivkou. Proto pro zpřesněńı využijeme
metodu střelby s využit́ım p̊uleńı interval̊u, pro hledáńı pr̊useč́ıku mezi křivkami. Námi
źıskaný bifurkačńı diagram je zobrazený na obr. 6.7a a bifurkačńı diagram źıskaný v [6]
je na obr. 6.7b.

Dı́ky rozd́ılné diskretizaci času v numerické metodě a r̊uzné metodě hledáńı návratu
řešeńı do nadroviny Σ a jejich parametr̊u, jsou některé větve v bifurkačńıch diagramech
r̊uzné. V našem bifurkačńım diagramu se objevuje jedna větev řešeńı nav́ıc, v okoĺı hod-
noty 𝜀𝑁1 = 0.1.

Ve větv́ıch bifurkačńıho diagramu jsme nalezli několik typ̊u periodického řešeńı systému.
Fázové portréty nalezených periodických řešeńı jsou na obr. 8.2,8.4,8.6 a 8.8. Výchylky a
derivace periodických řešeńı jsou na obr. 8.3, 8.5, 8.7 a 8.9. Nespojitosti v �̇�𝑆(𝑡), �̇�𝑀(𝑡)
nebo �̇�(𝑡) implikuj́ı počátek kontaktu úchytu s tyč́ı nebo klovnut́ı datla o tyč. Tyto ne-
spojitosti se pak projev́ı tak, že výchylky jsou spojité po částech hladké funkce.
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Obrázek 6.5: Poincarého zobrazeńı pro 𝜀𝑁1 = 0.5

Protože v nebuzeném systému je uvažováno třeńı a také nárazy, které ub́ıraj́ı kinetickou
energii systému, je možné periodické chováńı jen d́ıky změně potencionálńı energie na
kinetickou energii. Model je uvažován v gravitačńım poli a toto pole je potencionálńı a
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Obrázek 6.6: Řešeńı počátečńı úlohy

vertikálńı poloha úchytu je uvažována na nekonečně dlouhé tyči. Proto se potenciálńı
energie se přeměńı na kinetickou energii posunem úchytu směrem ńıže v ose y. Vývoj
potenciálńı a kinetické energie periodického řešeńı z 6.9 je na obr. 6.8. Z obrázku je patrné,
že kinetická energie se v periodickém řešeńı chová periodicky a potencionálńı energie klesá,
což odpov́ıdá tomu, že hledané periodické řešeńı neńı periodické v 𝑦. Periodické řešeńı je
na obr. 6.9.

periodické
řešeńı pr̊uběh stav̊u periodického řešeńı
Viz obr. 8.2. (2) → (1) → (4) → (3) → (1) → (5) → (1) → (4) → (3) → (1) → (4) → (2) →

(1) → (4) → (2)
Viz obr. 8.4. (2) → (1) → (4) → (3) → (1) → (5) → (1) → (4) → (3) → (1) → (4) → (2)
Viz obr. 8.6. (2) → (1) → (5) → (1) → (4) → (3) → (1) → (4) → (2)
Viz obr. 8.8. (2) → (1) → (4) → (3) → (1) → (5) → (1) → (4) → (3) → (1) → (4) → (2) →

(1) → (4) → (2)

Tabulka 6.3: Pr̊uběhy periodických řešeńı
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𝜙𝑆

(a) Źıskaný bifurkačńı diagram

(b) Bifurkačńı diagram převzatý z [7]

Obrázek 6.7: Bifurkačńı diagramy periodického řešeńı
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Obrázek 6.8: Vývoj energíı periodického řešeńı
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Obrázek 6.9: Fázové portréty(s pr̊uběhem stav̊u) se stabilńım periodickým řešeńım úlohy
(6.29), kde 𝜙𝑆(0) = −0.529664271866097 a 𝜀𝑁1 = 0.5. Řešeńı má periodu 0.1462.
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Obrázek 6.10: Výchylky periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 6.9(části (a) (b)
(c)) a derivace periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 6.9 (části (d) (e) (f)).
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Kapitola 7

Závěr

Vytvořili jsme algoritmus, d́ıky kterému se nám povedlo vykreslit bifurkačńı diagram
periodického řešeńı složitěǰśıho modelu datla na tyči. Námi źıskaný bifurkačńı diagram
je podobný bifurkačńımu diagramu v použitých materiálech. Podařilo se nám vytvořit
seznam některých druh̊u periodického řešeńı vyskytuj́ıćıch se pro r̊uzné hodnoty na bi-
furkačńım diagramu. Povedlo se nám sepsat stavy složitěǰśıho systému podobně jako jed-
nodušš́ım modelu. Dále jsme vytvořili diagram pr̊uběhu stav̊u systému.
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Kapitola 8

Př́ıloha
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Obrázek 8.1: Vývoj potencionálńı a kinetické energie periodických řešeńı
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Obrázek 8.2: Fázové portréty(s pr̊uběhem stav̊u) se stabilńım periodickým řešeńım úlohy
(6.29), kde 𝜙𝑆(0) = −0.529664271866097 a 𝜀𝑁1 = 0.5. Řešeńı má periodu 0.1462.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
−20

−15

−10

−5

0

5
x 10

−3

t

y

(a)

2 1

3,1

5,1

1
3

2 1,4,2

(b)

5

(c)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
−0.4

−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

t

ẏ
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Obrázek 8.3: Výchylky periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.2(část (a) (b) (c))
Derivace periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.2 (část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.4: Fázové portréty(s pr̊uběhem stav̊u) se stabilńım periodickým řešeńım úlohy
(6.29), kde 𝜙𝑆(0) = −0.5869140625 a 𝜀𝑁1 = 0.3. Řešeńı má periodu 0.19629.
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Obrázek 8.5: Výchylky periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.4 (část (a) (b)
(c)) Derivace periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.4 (část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.6: Fázové portréty se nestabilńım periodickým řešeńım úlohy (6.29), kde
𝜙𝑆(0) = −0.8995 a 𝜀𝑁1 = 0.1. Řešeńı má periodu 0.34323.
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Obrázek 8.7: Výchylky periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.6(část (a) (b) (c))
Derivace periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.6 (část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.8: Fázové portréty se nestabilńım periodickým řešeńım úlohy (6.29), kde
𝜙𝑆(0) = −0.514407348632812 a 𝜀𝑁1 = 0.75. Řešeńı má periodu 0.11983.
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Obrázek 8.9: Výchylky periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.8 (část (a) (b) (c)
) Derivace periodického řešeńı na základńı periodě z obr. 8.8 (část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.10: Fázové portréty řešeńı úlohy (6.29) s 𝜙𝑆(0) = −2.123456489 a 𝜀𝑁1 = 0.123,
které se vraćı do nadroviny Σ.
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Obrázek 8.11: Výchylky řešeńı z obr. 8.10 (část (a) (b) (c)) Derivace řešeńı z obr. 8.10
(část (d) (e) (f) )
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Obrázek 8.12: Fázové portréty řešeńı úlohy (6.29) s 𝜙𝑆(0) = −1.5 a 𝜀𝑁1 = 1, které se
vraćı do nadroviny Σ.
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Obrázek 8.13: Výchylky řešeńı z obr. 8.12 (část (a) (b) (c)) Derivace řešeńı z obr. 8.12
(část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.14: Fázové portréty řešeńı úlohy (6.29) s 𝜙𝑆(0) = −0.8 a 𝜀𝑁1 = 0.8, které se
vraćı do nadroviny Σ.
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Obrázek 8.15: Výchylky řešeńı z obr. 8.14(část (a) (b) (c)) Derivace řešeni z obr. 8.14
(část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.16: Fázové portréty řešeńı úlohy (6.29) s 𝜙𝑆(0) = −0.9 a 𝜀𝑁1 = 0.9, které se
vraćı do nadroviny Σ.
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Obrázek 8.17: Výchylky řešeńı z obr. 8.16 (část (a) (b) (c)) Derivace řešeńı z obr. 8.16
(část (d) (e) (f))
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Obrázek 8.18: Fázové portréty řešeńı úlohy (6.29) s 𝜙𝑆(0) = −1.23 a 𝜀𝑁1 = 0.5, které se
nikdy nevrát́ı do nadroviny Σ.
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Obrázek 8.19: Výchylky řešeńı z obr. 8.18 (část (a) (b) (c)) Derivace řešeńı z obr. 8.18
(část (d) (e) (f))
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ẏ

y

(c)

Obrázek 8.20: Fázové portréty v okoĺı periodického řešeńı
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