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Anotace

Tato prace se zabyva vyuzitim vybranych numerickych metod pro stanoveni ustélenych stavi
nékterych parcidlnich diferencidlnich rovnic. Hlavni naplni jsou numerické experimenty pro me-
todu typu upwind a numericky vypocet radu této metody pro linedrni a nelinearni rovnice.

Klicovd slova: parcidlni diferencidlni rovnice, numerické metody, rid metody, metoda typu
upwind, Lazxova-Friedrichsova metoda, Larova-Wendroffova metoda, predpodminéni.

Abstract

This work deals with an application of selected numerical methods to determine steady state
conditions of some partial differential equations. The main part is devoted to numerical experi-
ments for the upwind method and a numerical computation of the order of this method for linear
and nonlinear equations.

Key words: partial differential equations, numerical methods, order of numerical method, upwind
method, Lax-Friedrichs method, Laz-Wendroff method, preconditioning.
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Kapitola 1
Uvod

Cilem této bakalarské prace je porovnat vybrané numerické metody pro reseni stacionarnich
parcidlnich diferencidlnich rovnic (metoda typu upwind, Laxova-Friedrichsova metoda, Laxova-
Wendroffova metoda), vyvinout a implementovat algoritmy pro numerické modelovani zvolenych
problému a nésledné realizovat numerické experimenty a porovnat presnost a efektivitu jednotli-
vych metod.

Nejprve odvodime algoritmy vybranych metod, abychom mohli uskutecnit numerické experi-
menty ve zvoleném matematickém softwaru. Pro metodu typu upwind dale uréime numericky rad
metody.

Budeme testovat linearni i nelinedrni modelové problémy.

Metody jsou naprogramované v softwaru MATLAB, vSechny pouzité kédy jsou prilozeny na
CD.



Kapitola 2

Parcialni diferencialni rovnice

Parcidln{ diferencidln{ rovnice (déle znacend jako PDR) je diferencidlni rovnice, kterd obsahuje
jako nezndmé funkce vice proménnych a jejich parcidlni derivace (narozdil od oby¢ejnych diferen-
cidlnich rovnic s funkei jedné proménné a jejimi derivacemi). PDR pouzivdme pro formulaci fady
problému a fesime je analyticky nebo numericky.

PDR lze pouzit k popisu Siroké skaly jevu a déju, jako jsou zvuk, teplo, elektrostatika, elek-
trodynamika, proudéni tekutin nebo pruznost.

2.1 Definice

Nejdiive definujeme obecnou PDR a nékteré specidlni pripady. Bud () oteviend podmmnozina
R™ a bud déno zobrazeni

F: OxRXxR"x---xR" " xR" 5 R.

Pak vyraz
F (x,q(x), Dg(x), D*q(x), ... D*q(x)) =0,

kde

dq dq
Di0) = (L. L),

D% = (b o 51,

BTL‘%’ 010y @

0%q -
k . — —
Dk = (ax?maxzk[al,...ak]zo,|a|Zkik>,

i=1

nazveme parcialni diferencialni rovnici k-tého radu. Funkce
qg: Q=R

je nezndma. Symbol « se nazyva multiindex.
PDR se nazyva linearni, pokud ji lze zapsat ve tvaru

Y aa(x)D%q(x) = f(x),

|| <k

kde f = f(z) je zadand funkce. Je-li f =0, pak rovnici nazveme homogenni linearni PDR.
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2.2 P¥iklady PDR

Na PDR muzeme nahlizet z riiznych hledisek. V této praci budeme uvazovat ¢ jako funkci dvou
proménnych, prostoru x a casu t. V literature, pokud je ¢as t jednou z nezavisle proménnych, se ho-
vori o evoluc¢nich rovnicich, naopak vystupuji-li v rovnici pouze prostorové nezavisle proménné,
hovori se o stacionarnich rovnicich. Nejvyssi fad derivace hledané funkce, ktery se v rovnici
vyskytuje, uréuje Fad rovnice. Je-li vztah mezi ¢ a jejimi derivacemi linedrni (tedy neobsahuje-li
sou¢iny typu q - ¢y, ¢ - ¢z atd.), hovorime o linedrni rovnici, v opa¢ném piipadé rovnici ozna-
Cujeme jako nelinearni. Dile muzeme rozliSovat homogenni a nehomogenni rovnice podle
toho, jestli maji nebo nemaji nulovou pravou stranu.

V nésledujicich odstavcich se sezndmime s nékolika zakladnimi typy PDR.

2.2.1 Transportni rovnice

Bud g: R x (0,00) — R funkce dvou proménnych x a ¢. UvaZzujeme rovnici

dq

)
a(:c7zs)+ai’(:c,t)zo

ox

na R x (0,00) nebo zapsdno jednoduseji ¢; + ag, = 0 na R x (0,00), a € R. Konstantu a lze
interpretovat jako rychlost proudéni. Reseni této rovnice ma tvar

a(a,t) = F(x — at),

kde F je libovolna diferencovatelna funkce. Pro a > 0 se takové feseni nazyva prava postupna
vlna, protoze s rostoucim casem se ,profil funkce“ pohybuje nezménén doprava rychlosti a. Pokud
je parametr a zaporny, feseni nazveme levou postupnou vlnou, coz odpovida tomu, ze proudici
tekutina proudi doleva rychlost{ o velikosti |a|.

2.2.2 PDR druhého radu

Linearni PDR druhého fadu se déli na tfi zédkladni typy. Rovnici mizeme napsat ve tvaru

ez + bQwy + cqyy + dgz + eqy + fq = g(x,y),

kde g = g(x,y) je zadand funkce.
Podle hodnoty diskriminantu D = b? — 4ac rozliSujeme:

e D > 0 hyperbolické,
e D = 0 parabolické,
e D < 0 eliptické.

Z vyse uvedeného je ziejma analogie s kuzeloseckami (piepiSeme-li g, — 22, quy — 2y ... ).

Pro kazdy z téchto typh existuji specidlni metody a algoritmy reseni s ohledem na vlastnosti
Teseni.

Rovnice se vyskytuji pfi feseni tloh vedeni tepla, chemické diftze a jinych obori. Popisuji
prubéh néjakého déje v case. Vzhledem k vyjimeénému charakteru ¢asové proménné se zadava
pocatecni podminka a dale okrajové podminky. Tyto tzv. poc¢atecné-okrajové tlohy maji vaci ¢
charakter poc¢atecni, vzhledem k prostorovym proménnym jde o tlohy okrajové.

Alternativnim zpusobem klasifikace je vypocet determinantu matice

6:det{b?2 b£2],

pak rozlisSujeme eliptické (6 > 0), parabolické (§ = 0) a hyperbolické rovnice (6 < 0).
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Priklady rovnic pro jednotlivé typy:

e eliptické: Poissonova rovnice ¢y + g4y = 9(2,y),

e parabolické: rovnice vedeni tepla ¢; = B¢y, B > 0,
e hyperbolické: vInova rovnice ¢y = c?qypq.

U parabolickych a hyperbolickych rovnic je pouzito ¢ misto y, protoze se jednd o typické casoveé
zévislé rovnice.

Rovnice také muzeme tesit ve vyssich prostorovych dimenzich.
2.2.3 Soustavy hyperbolickych rovnic

Budeme uvazovat jednoduchou soustavu hyperbolickych rovnic v jedné dimenzi
a +Aq, =0,

kde q = q(z,t) : R x Rg — R™ a A je matice o rozmérech m x m, kterd ma realnd vlastni cisla
a uplnou sadu linearné nezavislych vlastnich vektor.

Na nésledujicim prikladu ukdzeme, ze ve specidlnim pripadu zapis q; + Aq; = 0 dokdzeme
prepsat do tvaru, ktery odpovidd hyperbolické rovnici v pfedchozim odstavci, tedy usy = gy

Uvazujme nyni soustavu
q 0 c||g| _ 1O
R ]

qt +cv, =0

tj-
vy + cqr = 0.

Prvni rovnici zderivujeme podle ¢ a druhou podle x, dostaneme
qit = —CUgt

Vte = —Clzg-

Po dosazeni ziskdme vztah uvedeny v predchozim odstavci

2
Ut = C Ugy-



Kapitola 3

Prehled pouzitych metod a
numerické experimenty

Nejprve popiSseme nékteré metody, které jsme pouzili v numerickych experimentech, a jejich
odvozeni a formulujeme jednotlivé problémy, které budeme tesit. Posledni soucéasti jsou samotné
numerické experimenty.

3.1 Prehled metod pro linearni advekéni rovnici s nulovou
pravou stranou
Uvazujme pocatecné-okrajovou tlohu

¢ +agz =0, aeR (3.1)

HASS (Ll,Lg)7 te (O,T)

Q(let) =4dqL,, te (OaT)

Q(L%t) =dL,, te (OaT)

q(z,0) = qo(x), = € (L1, Ls).

Staci ndm jedna okrajovd podminka, kterou vybirame podle znaménka konstantniho parametru
a. V nésledujicich odstavcich odvodime rtzné metody pro feseni této tlohy.

Zavedeme sit
z; =jAzx, Az >0, je{l,2,..,M},

t, = nAt, At>0, ne{0,1,..,N}.

Hodnotu presného feseni v bodé (z;,tn), tj. ¢f = q(;,t,), aproximujeme hodnotou Q7.

Déle popiseme nékolik metod pro vyse uvedenou rovnici.

3.1.1 Laxova-Friedrichsova metoda
Nejprve prevedeme prostorovou derivaci na pravou stranu
qt = —aqg.

Nyni pouzijeme metodu konecénych diferenci, tzn. nahradime derivace pomérnymi diferencemi

Q?H - Q7 o T — Q4
At 2Ax '
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Prendsobime rovnost ¢asovym krokem At a upravime pravou stranu

n n G’At n n
Q=7 - m( e = Q)

Hodnotu Q7 nahradime (Q1+1 + Q7 1)

alt

1
Q= 5 (@1 + Q) — 2Ax (@1 — Q1) (3.2)

Lze ukazat, Ze uvedend metoda je konzistentni, prvniho fddu a stabilni za predpokladu |a| X At <1

3.1.2 Laxova-Wendroffova metoda

Budeme postupovat stejné jako u predchozi metody a vyuzijeme vztahu

gt = —aqg.

K odvozeni metody budeme potiebovat i druhou derivaci podle ¢asové proménné, rovnost zderi-
vujeme podle ¢

it = —Aaqzt = —aGtz-
Nahradime ¢; vyrazem (—aq,)
qit = _a(_aqw)m = QZQEw~
Aproximujeme pomoci Taylorova rozvoje hodnotu g(z;, tn+1)
q(@j tny1) = (@), tn) + At(q)] + T(Qtt)j'
Derivace ¢; a ¢ nahradime derivacemi podle x

2

At "
Q(xjatn-ﬁ-l) ~ q(-xw n) — At(%) + TGQ(wa)j-
Derivace nahradime pomérnymi diferencemi
2
a1 alAt a® (At)
Qi =Qj - AL (@1 —Qj_1) + (A0 (@1 —2QF +Qf_1). (3.3)

Tato metoda je konzistentni, druhého ¥addu a stabilni pii dodrzeni podminky |a| ﬁ—; <1.

3.1.3 Metoda typu upwind

Nejprve odvodime vztah pro vypocet Q}’“ pro kladné a. Postupujeme stejné jako v predchozim
ptipadé

gt = —agyx
QH-H Qn - Qn n
At Aa:
Q= - Q- (3.4)

Jak se vztah zméni pro a < 07 V kazdém cyklu pouzijeme pro vypocet nové hodnoty jiné hodnoty
sitové funkce Q7
gt = —aqg
Qn+1 Qn n
= —a ]+1 Q
At Ax
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n+l _ nn aAt n n
QG =Qf - . (@ - Q7). (3.5)
Obecné muzeme psat
n+l _ n At + n n — n n 3.6
QYT =Qf — 7 [0 (QF — Q1) + a7 (@1 — QF)], (3.6)
kde a™ = maz {a,0} a a= = min{a,0}.
Také tato metoda je konzistentni, prvniho faddu a stabilni za pfedpokladu |a] % <1

3.2 Numerické experimenty pro linearni advekcéni rovnici
s nulovou pravou stranou

Porovnejme nyni vyse uvedené metody. Parametry volime tak, jak je uvedeno v nésledujici
tabulce

a N M | Q_poc | okr_pod | At Ax
1 ] 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01
0.5 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01

kde a predstavuje rychlost (a uvazujeme kladné, zdporné znaménko obraci smér proudéni), N
je pocet ¢asovych kroki, M je pocet prostorovych kroku, At a Az jsou velikosti kroku. Q_ poc je
pocatecni hodnota, nastavend pro vSechny prostorové indexy, okrajovou hodnotu okr_pod dosa-
zujeme v kazdém casovém kroku do Q7. Na ose x je v grafu vyneseno j a na ose y je aproximace
ustaleného resent, tj. funkce Q7. Obrazky ukazuji stav po skonceni ¢asového cyklu. Sto prostoro-
vych kroki po Az = 0.01 dévd interval x € (0, 1).

V pripadé line4drni advekéni rovnice jsme schopni stanovit presné feseni stacionarntho problému

¢t + agz = 0.
Ustélené Teseni znamend, ze casova derivace je rovna nule, tj. plati
aqz = 0.
Z toho vidime, Ze ¢ je konstantni. Z okrajové podminky ¢(0) = p plyne, Ze q(z) = p, kde p je
okrajova hodnota, v tabulce oznacovana jako okr_ pod.

Pro lepsi predstavu vypocitdme a vykreslime v kazdém kroku chybu a reziduum. Reziduum je
rozdil hodnoty z aktualniho a minulého kroku

M

r(n) = | > (@ —Qn)2.

Jj=1

Chyba je urc¢ena jako rozdil presného a numerického feseni
M
) = 03 )
j=1

Grafy (popsané jako ,reziduum® a ,chyba®) jsou vykresleny s logaritmickym méritkem na ose y;
na ose x je n, tedy v obou ptipadech zobrazujeme casovy vyvoj.

Déle popiSeme zpiisob, jak stanovit numericky fad metody. Rad vypoéitame jako podil chyb
e(n) a velikosti kroku Az pro zvolené a poloviéni Az, chybu uréime jako rozdil pfesné a vypoci-
tané hodnoty @ v poslednim podéitaném kroku (pokud diky podmince ukonéime cyklus difve nez
probéhne od jedné do zvoleného N).
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Vztah pro vypocet fddu jsme odvodili podle [2]. Necht U(T,z) je presné feseni a V, (T, z) je
numerické feseni problému v ¢ase T’

ug + f(u)e =0, u(0,x) =ug(z), zeR. (3.7
Numerické feseni je fadu r, pokud
Vi(T,z) = U(T,z) = Ch" 4+ o(h"), (3.8)

konstanta C' neni zavisla na velikosti prostorového kroku h.

Odhadnéme ad r pro pfipad, kdy presné feSeni problému (3.7) je pfedem nezndmé. K vy-
poctu fadu (zalozeno na Rungeho pravidlu) sta¢i mit 3 numerické vysledky s pomérné malymi
prostorovymi kroky hy = h, he = % a hg = %. Pro kazdy krok vztahu (3.8) je splnén, proto

oVi = ’Vhi - Vhi+1| = ‘Cl (hl - hi-‘rl) + O(hr>7 =12
Proto ziskdme s presnosti o(h")

Vi _hi-hp o 1-(3) .

Wby ks () - (3)

z ¢ehoz plyne
r=1lo —5‘/1
- g2 (5‘/2,

kde §V; a §V4 jsou chyby pro hy a hs.
Druhou variantou je stanovit fad metody piimo ze vzorce

€Az
eAx/2’

order = log,

ten lze pouzit pouze v ptripadé, ze zname presné Teseni. Predchozi vztah lze upravit do tvaru

eAx
log Zx% 73

log AA9372

order = (3.9)

Pokud je na daném intervalu feSeni hladké, numericky rdd se rovné teoretickému radu, jinak
je rad mensi. V nasem pripadé ocekavame, ze bude rad roven 2.

0.5 05

048+
0sr
046

044+ 0&r

0421
0a

04r

03t usl
03}
0sf
034}

03 L L L L L L ! I I 05 L I L L L L L L I
o 10 20 30 40 50 60 70 G0 40 100 ] 10 20 30 40 50 B0 70 a0 S0 100

I I

Obr. 3.1: Rovnice ¢; + aq, = 0, metoda upwind; parametr a = 1, vlevo stav pro n = 1000, vpravo
ustdlené fesen{ (n = N = 5000)
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Obr. 3.2: Rovnice ¢; 4+ aq, = 0, metoda upwind; parametr ¢ = 1, ustélené feseni (n = N = 5000),
podrobnéjsi popis hodnot na ose y
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Obr. 3.3: Rovnice ¢; + aq, = 0, metoda upwind; parametr a = 1, vlevo reziduum, vpravo chyba
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Obr. 3.4: Rovnice ¢; +aq,; = 0, metoda upwind; parametr a = 0.5, vlevo stav pro n = 1000, vpravo
ustélené Teseni (n = N = 5000)



KAPITOLA 3. PREHLED POUZITYCH METOD A NUMERICKE EXPERIMENTY 10

0.50000000008 T T T T

0.50000000004 - -

0.50000000002 - B

05

0.49999399998 - B

0.43993399936 - B

0.49993999924 L : 4 ] ; ; : - L
1} 10 20 30 40 50 B0 70 80 a0 100

Obr. 3.5: Rovnice ¢; +agq, = 0, metoda upwind; parametr a = 0.5, ustdlené feseni (n = N = 5000),
podrobnéjsi popis hodnot na ose y
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Obr. 3.6: Rovnice ¢; + ag, = 0, metoda upwind; parametr a = 0.5, vlevo reziduum, vpravo chyba
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Obr. 3.7: Rovnice ¢; + aq; = 0, metoda; parametr a = 1, vlevo stav pro n = 1000, vpravo ustalené
feSeni (n = N = 5000)
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Obr. 3.8: Rovnice ¢; + aq, = 0, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 1, ustdlené reseni
(n = N = 5000), podrobnéjsi popis hodnot na ose y

reziduum (logaritrnické méfitka)
chyba {logaritrické méfitka)
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Obr. 3.9: Rovnice ¢; + aq, = 0, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 1, vlevo reziduum,
vpravo chyba
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Obr. 3.10: Rovnice ¢; + ag, = 0, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 0.5, vlevo stav pro
n = 1000, vpravo ustélené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.11: Rovnice ¢; 4+ aq, = 0, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 0.5, vlevo reziduum,
vpravo chyba
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Obr. 3.12: Rovnice ¢; + aq, = 0, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 1, vlevo stav pro
n = 1000, vpravo ustélené Teseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.13: Rovnice ¢; + aq, = 0, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 1, ustdlené reseni
(n = N = 5000), podrobnégjsi popis hodnot na ose y
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Obr. 3.14: Rovnice ¢; + aq, = 0, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 1, vlevo reziduum,

vpravo chyba
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Obr. 3.15: Rovnice ¢; + ag, = 0, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 0.5, vlevo stav pro

n = 1000, vpravo ustélené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.16: Rovnice ¢; + aq, = 0, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 0.5, vlevo reziduum,

vpravo chyba
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3.3 Linearni advekc¢ni rovnice s konstantni pravou stranou
Nyni uvazujme rovnici s nenulovou pravou stranou
@ +agq: =1, q(0,t) =p, (3.10)

hodnota p predstavuje poc¢atecni podminku.
Presné Tesen{ v ustdleném stavu (Casovd derivace ¢; je rovna nule) ziskdme tpravou vyrazu
aq, = 1. Po intergaci ziskdme

i
== 3.11
¢=_+p, (3.11)

hodnota ¢ je tedy linearni.
Nyn{ uvedeme pouZzité metody (jejich odvozeni je analogické odvozeni z predchoziho odstavce).

e Metoda upwind

oa>0 At
n+1 _ n n n
Q" =Qj —ay (QF — Qj-1) + At (3.12)
ca<0 A
n+1 n n n
QyT = Qf —a— (@1 —QF) + A, (3.13)
e Laxova-Wendroffova metoda
n+1 n aAt n n CL2 (At)z n n n
Qi =Qj - oAL (@1 — Q1) + 2 (M) (@1 —2QF +Qf1) + A, (3.14)
e Laxova-Friedrichsova metoda
n 1 n n aAt n n
it = 3 (@ + Q7)) - Ar (@1 — Qf) + AL (3.15)
Dosazené parametry:
a N M | Q_poc | okr_pod | At Ax
1 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01

0.5 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01

Vyznam parametru je stejny jako v predchozim pripadé.
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Obr. 3.17: Rovnice ¢; +aq, = 1, metoda upwind; parametr a = 1. Vlevo stav pro n = 1000, vpravo

ustélené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.18: Rovnice ¢; + ag, = 1, metoda upwind; parametr a = 1, vlevo reziduum,

Obr. 3.19: Rovnice ¢; + aq, = 1, metoda
vpravo ustalené feseni (n = N = 5000)
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a = 0.5. Vlevo stav pro

n = 1000,
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Obr. 3.20: Rovnice ¢; + aq, = 1, metoda upwind; parametr a = 0.5, vlevo reziduum, vpravo chyba
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Obr. 3.21: Rovnice ¢; + aq, = 1, Laxova-Wendroffova

n = 1000, vpravo ustélené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.22: Rovnice ¢; 4+ agq, = 1, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 1, vlevo reziduum,

vpravo chyba
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Obr. 3.24: Rovnice ¢; + aq,
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. 3.23: Rovnice ¢; + aq, = 1, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 0.5. Vlevo stav pro
1000, vpravo ustélené feseni (n

1, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 0.5, vlevo reziduum,
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Obr. 3.25: Rovnice ¢; + aq, = 1, Laxova-Friedrichsova
n = 1000, vpravo ustélené feSeni (n = N = 5000)

metoda; parametr a = 1. Vlevo stav pro
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Obr. 3.26: Rovnice ¢; + aq, = 1, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 1, vlevo reziduum,

vpravo chyba
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Obr. 3.27: Rovnice ¢; + aq, = 1, Laxova-Friedrichsova metoda;
n = 1000, vpravo ustédlené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.28: Rovnice ¢; + aq, = 1, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 0.5, vlevo reziduum,

vpravo chyba



KAPITOLA 3. PREHLED POUZITYCH METOD A NUMERICKE EXPERIMENTY 19

3.4 Vypocet radu pro linearni advekcni rovnici s konstantni
pravou stranou

Stanovime numericky ¥4d metody upwind pro rovnici ¢; + ag, = 1. ReSeni, reziduum a chyba
pro Az jsou zobrazeny na obr. 3.17 - 3.20. Vypod¢itand hodnota fadu vychédzi nulova. Je to ddno
tim, Ze chyba je pro Az i Az /2 velmi malé, zpisobend pouze zaokrouhlovacimi chybami a volbou
zastavovaci podminky, obé hodnoty si jsou témér rovny a logl = 0. Pomineme-li jejich vliv,

dostavame presné fFeseni.
Dosazené parametry:

a N M | Q_poc | okr_pod At Azx order

1 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01 | -0.0013

0.5 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01 | 0.1690
155 1.5
Al 14}
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1} 1
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Obr. 3.29: Vypocet pro rovnici ¢; + aq, = 1, metoda upwind; vypocet s parametrem Ax/2 je urcen
pro potfeby stanoveni fadu; vlevo parametr a = 1, vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.30: Reziduum pro rovnici ¢; + ag, = 1, metoda upwind; vypocet s parametrem Az/2 je
urcen pro potieby stanoveni fadu; vlevo parametr a = 1, vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.31: Chyba pro rovnici ¢; + agq, = 1, metoda upwind; vypocet s parametrem Ax/2 je uréen

pro potfeby stanoveni fadu; vlevo parametr a = 1, vpravo parametr a = 0.5

3.5 Linearni advekc¢ni rovnice s obecnou pravou stranou

Konstantni pravou stranu zaménime za ¢, tedy
g +ag, = q.
Presné feseni v ustdleném stavu (Casovd derivace ¢; je rovna nule) mé tvar
g=eate = cea,

za ¢ dosadime okrajovou podminku.
Prehled metod:

e Laxova-Friedrichsova metoda:

alt

1
QI =S (Q1 + Q1) — AT (Qy — Q1) + AtQy,

2
e Laxova-Wendroffova metoda:
2 A 12
n+1l n ClAt n n a At n n n n
QYT =QF — AT (@i — Q1) + SAZZ (QFy —2Q7 + Q1) + AtQY,
e Metoda typu upwind:

At At
QI = Q= T (QF - Q) + 5 Q1+ Q2).

Dosazené parametry:

a N M | Q_poc | okr_pod | At Ax
1 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01
0.5 | 5000 | 100 0.1 0.5 0.001 | 0.01

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Obr. 3.32: Rovnice ¢; +aq, = ¢, metoda upwind; parametr a = 1. Vlevo stav pro n = 1000, vpravo

ustélené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.33: Rovnice ¢; + ag, = ¢, metoda upwind; parametr a = 1, vlevo reziduum,
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Obr. 3.34: Rovnice ¢; + aq, = ¢, metoda

vpravo ustalené feseni (n = N = 5000)
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upwind; parametr a = 0.5. Vlevo stav pro n = 1000,
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Obr. 3.35: Rovnice ¢; + ag, = q, metoda upwind; parametr a = 0.5, vlevo reziduum, vpravo chyba
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Obr. 3.36: Rovnice q; + aq, = q, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 1. Vlevo stav pro
n = 1000, vpravo ustélené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.37: Rovnice ¢; + aq, = q, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 1, vlevo reziduum,
vpravo chyba
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Obr. 3.38: Rovnice ¢; + aq, = ¢, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 0.5. Vlevo stav pro
n = 1000, vpravo ustélené feSeni (n = N = 5000)
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Obr. 3.39: Rovnice ¢; + ag, = q, Laxova-Wendroffova metoda; parametr a = 0.5, vlevo reziduum,
vpravo chyba
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Obr. 3.40: Rovnice ¢; + aq, = ¢, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 1. Vlevo stav pro
n = 1000, vpravo ustélené feSeni (n = N = 5000)
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Obr. 3.41: Rovnice ¢; + aq, = g, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 1, vlevo reziduum,
vpravo chyba
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Obr. 3.42: Rovnice ¢; + aq, = ¢, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 0.5. Vlevo stav pro

n = 1000, vpravo ustédlené feseni (n = N = 5000)
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Obr. 3.43: Rovnice ¢; + aq, = ¢, Laxova-Friedrichsova metoda; parametr a = 0.5, vlevo reziduum,
vpravo chyba
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3.6 Vypocet radu pro linearni advekcéni rovnici s obecnou
pravou stranou

Pro pt¥ipad pfedchozi rovnice budeme realizovat vypodet fddu metody (opét pro metodu typu
upwind). Vypocet je upraven tak, aby byl pri velikosti rezidua mensi nez nastavené eps ukoncen
cyklus. Vztah pro vypocet radu je uveden v odstavci 3.2.

Jak je vidét z nasledujici tabulky, dospéli jsme k druhému Ffadu metody.

Dosazené parametry:

a N M | Q_poc | okr_pod At Ax eps | vypocitany rad
1 | 2000 | 100 0 1 0.0005 | 0.001 | 10~1° 1.9910
0.5 | 2000 | 100 0 1 0.0005 | 0.001 | 10~1° 1.9922
1.14 T T T T T T T T T 125
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Obr. 3.44: Vypocet pro rovnici ¢;+aq, = ¢, metoda upwind; ustalené feseni pro Ax; vlevo parametr
a = 1, vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.45: Vypocet pro rovnici ¢; + aq, = ¢q, metoda upwind; reziduum pro Az; vlevo parametr
a = 1, vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.46: Vypocet pro rovnici g; + ag, = ¢, metoda upwind; chyba pro Az; vlevo parametr a = 1
vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.47: Vypocet pro rovnici ¢; + aq, = ¢, metoda upwind; ustlené feSeni pro Az/2; vlevo
parametr a = 1, vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.48: Vypocet pro rovnici ¢; + ag, = ¢, metoda upwind; reziduum pro Az /2; vlevo parametr
a =1, vpravo parametr a = 0.5
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Obr. 3.49: Vypocet pro rovnici ¢; + ag, = ¢, metoda upwind; chyba pro Az/2; vlevo parametr
a = 1, vpravo parametr a = 0.5

3.7 Linearni advekc¢ni rovnice s nehladkou pravou stranou

Uvazujme jesté rovnici
g +agy =22, x<0 (3.21)

qt + ady =T, T > 07 (322)

x je z intervalu (—1,1), v grafech je na vodorovné ose hodnota x.
Urceni presného feseni:

e pro z < O:
Gt +aqy = 2z.

Casova derivace je v ustdleném stavu rovna nule, tedy ¢ = 0
aq; = 2x.

Po separaci proménnych a intergraci dostaneme

1
g=-z>+c, (3.23)
a
pro z = —1 musime dostat hodnotu okr_ pod, tedy ¢ = okr_ pod — %
e pro xz > O:
Gt +aqz: =z
Ustaleny stav, ¢ =0
aqy = x.

Po separaci proménnych a integraci dostaneme

1

q= %xZ +c, (3.24)

pro z = —1 musime dostat hodnotu okr_ pod, tedy ¢ = okr__pod — i
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Od této chvile se budeme zabyvat pouze metodou typu upwind:

e proa >0
o prox <0
n+1 _ n At n n A
QT =Qf —ar (QF — Q1) + 2Atay, (3.25)
o prox >0
n+1 n At n n
QI =Qr - ax (QF — Q) + Atay, (3.26)
e proa <0
o proxz <0
n+1 n At n n
QI =Qr - ax (QF1 — QF) + 2Atxy, (3.27)
o prox >0
n+1 n At n n
Qi =q; _afx( " —QF) + Aty (3.28)

z je ddno vztahem z; = jAzx — 1.
Dosazené parametry:

a N M | Q_poc | okr_pod | At Ax
0.25 | 10000 | 200 0 1 0.001 | 0.01
0.50 | 5000 | 200 0 1 0.001 | 0.01
0.75 | 5000 | 200 0 1 0.001 | 0.01
1.00 | 5000 | 200 0 1 0.001 | 0.01

L L L L 1 L 1 1 1 - L 1 L L n L L L 1
! 08 08 04 D2 0 02 04 0e 08 1 = 08 08 04 02 i} 02 04 0B 0B 1
¥ X

Obr. 3.50: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 0.25, vlevo stav pro n = 2500,
vpravo ustalené feseni (n = N = 10000)



KAPITOLA 3. PREHLED POUZITYCH METOD A NUMERICKE EXPERIMENTY 29

1™ g
=y
= =
= =
m E= 03
= ao10T R 4
o £
k] k-
%
g 510 ]
i 9
=
= ERl 1
1w g
D'a 1 1 1 1 L 1 L L L 1 L 1 1 1 1 1 L
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 BO00 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 AO00 5000 10000
n n

Obr. 3.51: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 0.25, vlevo reziduum, vpravo chyba
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Obr. 3.52: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 0.5, vlevo stav pro n = 2500, vpravo
ustélené Teseni (n = N = 5000)

reziduum {logaritrnické méfitka)
chyba (logaritrnické méfitka)
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Obr. 3.53: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 0.5, vlevo reziduum, vpravo chyba
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Obr. 3.54: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 0.75, vlevo stav pro n = 2500,
vpravo ustalené feseni (n = N = 5000)

reziduurn (logaritrnické méfitko)
I
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Obr. 3.55: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 0.75, vlevo reziduum, vpravo chyba

Obr. 3.56: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 1, vlevo stav pro n = 2500, vpravo
ustdlené fesen{ (n = N = 5000)
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reziduum {logaritmické méfitka)
chyba (logaritmické maftka)
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Obr. 3.57: Rovnice s nehladkou pravou stranou, parametr a = 1, vlevo reziduum, vpravo chyba

3.8 Linearni advekcéni rovnice s prostorové proménnym pa-
rametrem

Nyni budeme uvazovat rovnici s proménnym parametrem ve tvaru

qr + vg; = 1. (3.29)

Opét pouzijeme zastavovaci podminku: pokud je reziduum mensi nez zadané eps, ukonc¢ime vy-
pocet.

V kazdém kroku potfebujeme znat x;

zj =1+ Az(j - 1), (3.30)
x je z intervalu (1,100).
Metoda typu upwind:
At
Qi =Qr - N (QF — Q) + At. (3.31)

Dale popiseme moznost, jak urychlit konvergenci metody k ustalenému feSeni, myslenka urych-
leni je z ¢lanku [1]. Staciondrni rovnici ve tvaru

a(q(z),2)qx = f
nahradime
maxgers a(g(z), )
max {[a (¢(z), z)| . e}
kde I je zadany interval pro hodnotu .
Lze pak ukazat, Ze numerické feSeni evoluéni rovnice

(a(q(w),z)q. — f) =0,

maXgeyr a (Q(Jﬁ)a x)
max {|a (¢(z),x)|, e}

konverguje k ustalenému stavu rychleji nez reseni evoluéni rovnice

Gt + (a(q(z),z)q: — f) =0

q +a(q(x),r)q. = f.

V nasem ptipadeé si vyjadrime ustaleny stav, pro ktery plati ¢, = %, a prenasobime tuto rovnost
zlomkem %, protoZe x je z intervalu (1,100), maximum je tedy hodnota 100 a ve jmenovateli je
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x, protoze x je vzdy kladné a vétsi nez zvolené . Velikost citatele v nasem pripadé neovliviiuje

rychlost konvergence (volba citatele ma vyznam u soustav PDR)
Ustédleny stav, tedy casova derivace je rovna nule

Ty =1,
prenasobime zlomkem 122
100
100q, = .
Doplnime ¢,
100
q: +100q, = —.

Metoda typu upwind s urychlenim konvergence ma tedy tvar

At At (100 100
n+1 n n n
07 - 2100 (Q" — Q" = -
QJ Q] N (QJ ]—1) + 9 <xj1 + z;
P1i volbé parametr musi zvolené hodnoty splnovat podminku
100 At <1
Az — 7

).

(3.32)

Na obrazcich, které znazornuji reziduum a chybu (obr. 3.59, 3.60), je zfetelné vidét urychleni.

Urceni presného Teseni v ustdleném stavu:

Casova derivace je v ustaleném stavu nulova

Tq, = 1.

Provedeme separaci proménnych a integraci, dostaneme vztah

(3.33)

qg=Inlz|+c,
x zaCina hodnotou 1, logaritmus z tohoto ¢isla je nulovy, tedy ¢ = okr_ pod.
Dosazené parametry:
N M | Q_poc | okr_pod At Ax | eps
12000 | 100 0 1 0.0005 | 0.1 | 10720
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reziduum (logaritmické méfitko)
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Obr. 3.59: Rovnice q; + ¢,
méfitko
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= 1, reziduum; vlevo normélni zptsob vypoctu, vpravo urychlené; log.
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Obr. 3.60: Rovnice ¢; + xq, = 1, chyba; vlevo normélni zptisob vypoctu,

méritko

vpravo urychlené; log.
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3.9 Nelinearni problém

1
@ + (2612)9; =f,

Uvazujme rovnici ve tvaru

kde
f=99.80012 — 9990. (3.34)
Derivaci kvadratického ¢lenu mutzeme rovnici prepsat takto:
4 + 940 = - (3.35)
Nastavime Q; = 1000 pro j = 1,..., M. Jelikoz cyklus probiha pro j = 2,..., M — 1, musime

pro kazdy casovy cyklus dourcit Q7' a Q7f'. Hodnotu Q7' stanovime podle znaménka Q3

na hodnotu 1000 nebo Q;‘H. Hodnotu pro j = M urcime podle znaménka Q’Xj}l > 0 takto: bud
"M+_11 nebo 1. Podobné budeme postupovat u vsech nasledujicich fesenych problémi.

Pouzitd metoda (typu upwind):

e pro Q7 kladné:

At (1 1 At
= -5 (@) -3@ )+ S -, 6
e pro 7 zdporné:
At (1 1 At
Qi =Qy - N (2 (@) - B (Q?)Q) + 5 fivr = fi)- (3:37)

Urychleni vypoctu je podobné odvozeni v odstavci 3.8, pro tento piiklad je maximum rovno
1000 (déno okrajovymi podminkami) a ve jmenovateli je hodnota ¢. Zde je nutnd p¥itomnost e,
protoze se s hodnotou ¢ blizime nule.

Ustéalené Teseni, tedy casova derivace je rovna nule

99 =/,
prendsobime zlomkem %
1000
1000q, = — f,
q

pridame casovou derivaci:
1000
q¢ + 1000¢q, = Tf.

Opét pouzijeme metodu typu upwind

At 1000 1 2 1 2
n+1 __ n__ = -Yvv (= n - n
@ K[ ) (3@ -3 @)+
At 1000

+?m(fj+fj—1)v (3.38)

pro zaporné hodnoty pouzijeme jiné koeficienty:

At 1000 < 1

n+1l _ n__ =" - n 2_1 n\2
G = Rrla 5 3 (@) 5 @)7)

At 1000
2 maflgge PH) )
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Abychom mohli stanovit chybu metody, zvolime si presné linearni reseni spliujici okrajové pod-
minky (v z =0 bude ¢ = 1000 a v = 100 bude ¢ = 1) ve tvaru

g = 1000 — 9.992

. Prava strana méa pak tvar

1 1000 — 9.99z)?
fe <2qz> _ <(2$>> — 99.80012 — 9990. (3.40)

Parametr ¢ ve jmenovateli zlomki je nastaven na hodnotu 10710,
Presné reSeni v ustdleném stavu uréime ze vztahu

1
q + (2(12) = f =99.8001z — 9990.

Pro ustédleny stav plati, ze ¢asova derivace je rovna nule
qq: = 99.8001z — 9990.

Rovnici upravime a zintegrujeme, vyjadiime g pro obecnou okrajovou podminku

¢ = 1/99.800122 — 19980z + 2, (3.41)

za 2c dosadime okr_ pod?.
Dosazené parametry:

N M At Az | eps
20000 | 1001 | 0.00005 | 0.1 | 10~7

Pocitdme s 1001 prostorovymi kroky o velikosti 0.1, abychom ziskali uzavieny interval (0, 100)
vcetné krajnich bodu.

1000 T T T T T 1000

900 q 900 -

800 A 800

700 . 700+

600 A 600 -

S00 1 A 500 -

400 4 400+

300 F A 300 -

200 7 200

100 q 100 -

L ! ! L I L L I
o 200 400 BO0 800 1000 1200 0 200 400 B00 800 1000 1200
i i

Obr. 3.61: Rovnice ¢; + qq, = 99.8001x — 9990, feseni; vlevo normélni zptisob vypoctu, vpravo
urychlené
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reziduum {logaritmické méfitka)
reziduumn {logaritrmické mafitka)
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Obr. 3.62: Rovnice ¢ + qq; = 99.8001z — 9990, reziduum; vlevo normélni zpisob vypoctu, vpravo
urychlené; log. méritko

chyba (logaritrické méfitka)
=]
L

chyba {logaritrnické rmafitka)
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o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 500 1000 1500 2000 2500

Obr. 3.63: Rovnice ¢; + qq, = 99.8001z — 9990, chyba; vlevo normélni zptisob vypoctu, vpravo
urychlené; log. méritko

3.10 Vypocet radu pro nelinearni problém

Pouzijeme stejny vztah pro vypocet fadu jako v kapitole 3.2, tentokrat ale musime upravit
kéd tak, abychom zustali na stejném intervalu pro x, pro poloviéni krok Ax zdvojndsobime pocet
krok.

Parametr € ve jmenovateli zlomki je nastaven na hodnotu 10710,

Vypoctem dospéjeme ke druhému fadu metody. Systém se ale vyznacuje vysokou tuhosti a ma
velmi Spatné konvergencéni vlastnosti, tento problém bude tfeba v budoucnosti jesté podrobné
analyzovat.

Dosazené parametry:

N M At Az | eps
25000 | 500 | 0.0001 | 0.2 [ 10~7

V tabulce je uvedeno M = 500, ale pro krok o velikosti Ax pouzijeme M = 501, abychom
pifi vypoftu pocitali s 21 = 0 a xpr = 100. Pro krok o velikosti Axz/2 pocitdme s M = 1001,
abychom uvazovali stejny interval. Obé zmény jsou provedeny piimo v kédu béhem vypoctu.
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Obr. 3.64: Rovnice ¢; + qg, = 99.8001x — 9990, feseni pro Ax; vlevo normalni zpusob vypoctu,
vpravo urychlené

reziduum {logaritrnické méfitka)
reziduum {logaritrnické méfitka)
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Obr. 3.65: Rovnice g; 4+ g, = 99.8001x — 9990, reziduum pro Ax; vlevo normélni zptisob vypoctu,
vpravo urychlené; log. méritko
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Obr. 3.66: Rovnice ¢; + qg, = 99.8001x — 9990, chyba pro Az; vlevo normdlni zpusob vypoctu,
vpravo urychlené; log. méritko
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Obr. 3.67: Rovnice ¢; + qq, = 99.8001z — 9990, feSeni pro Ax/2 - potfebujeme jej ke stanoveni
radu metody; vlevo norméalni zptisob vypoctu, vpravo urychlené
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reziduum {logaritrnické méfitka)
=]
|

5 L L 1 1 1 L L L 3
o 2000 4000 BOOO 8OO0 10000 12000 14000 16000 18000 0 05 1 15 248

" n vt

ra

Obr. 3.68: Rovnice ¢; + qg, = 99.8001x — 9990, reziduum pro Az /2 - potiebujeme jej ke stanoveni
radu metody; vlevo normélni zptisob vypoctu, vpravo urychlené; log. méfitko
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Obr. 3.69: Rovnice ¢; + g, = 99.80012 — 9990, chyba pro Az /2 - potiebujeme jej ke stanoveni
radu metody; vlevo normélni zptsob vypoctu, vpravo urychlené; log. méritko
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3.11 Modifikovany nelinearni problém

V predchozi kapitole bylo Q1 = 1000, fesenim byla tsecka s krajnimi hodnotami QY = 1000
a QAN/[ = 1. Pricteme k obéma hodnotam 1000, tedy Q1 = 2000 a ocekdvame TeSeni s krajnimi
hodnotami QY = 2000 a Q}; = 1001. Smérnice tisetky ktera je feSenfm ziistava stejnd. Timto
postupem zménime tuhost prislusného systému.

Volime tedy g = 2000 — 9.99z, f urcime takto:

1
f= (2q2> = 99.8001z — 19980. (3.42)
T

Nastaveni hodnot Q?H a Q’;jl je analogické s postupem uvedenym v odstavci 3.9, hodnoty jsou
zvétseny o 1000. Parametr ¢ ve jmenovateli zlomkii je nastaven na hodnotu 1071°. P¥i urychleni
konvergence dosadime za maximum v ¢itateli hodnotu 2000.

Dosazené parametry:

N M At Ax | eps
10000 | 1001 | 0.000025 | 0.1 | 10~ 10

2000 T T T T T 2000

1900 - 5 1900

1800 A 1800 -

1700 . 1700 1

1600 A 1600

1500 B 1500

1400 4 1400 -

1300 B 1300

1200 - = 1200 -

1100 - 41 1100+

1000 4 4 4 L 1000 : L L :

o 200 400 E.EIEI 800 1000 1200 0 200 400 E.EIEI 800 1000 1200

I I

Obr. 3.70: Rovnice ¢; + gq, = 99.8001x — 19980, feseni; vlevo normélni zptsob vypoctu, vpravo
urychlené
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Obr. 3.71: Rovnice ¢; + qq, = 99.8001z — 19980, reziduum; vlevo normélni zptsob vypoctu, vpravo
urychlené; log. méritko
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Obr. 3.72: Rovnice ¢; + qq, = 99.8001x — 19980, chyba; vlevo normélni zptisob vypoctu, vpravo
urychlené; log. méritko

3.12 Vypocet radu pro problém z kapitoly 3.11

Stanovime Fad pouzitim stejného vztahu jako v kapitole 3.2, opét dospéjeme ke druhému radu
metody.

Parametr € ve jmenovateli zlomki je nastaven na hodnotu 10710,

Dosazené parametry:

N

M

At

Az

eps

10000

500

0.00004

0.2

5-1073

V kédu se hodnota M piepocitd na 501 pro krok Az a na 1001 pro krok Az/2.
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Obr. 3.73: Rovnice ¢; + qq, = 99.8001z — 19980, feseni pro Az; vlevo normalni zpusob vypoctu,
vpravo urychlené
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Obr. 3.74: Rovnice ¢; +qq, = 99.8001x — 19980, reziduum pro Ax; vlevo normalni zptisob vypoctu,
vpravo urychlené; log. méritko
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Obr. 3.75: Rovnice g; + qq; = 99.8001x — 19980, chyba pro Az; vlevo normalni zpusob vypoctu,
vpravo urychlené; log. méritko
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Obr. 3.76: Rovnice q; + qq, = 99.8001z — 19980, feSeni pro Axz/2 - potiebujeme k urceni fadu
metody; vlevo norméalni zptisob vypoctu, vpravo urychlené

reziduum {logaritrnické méfitka)
reziduum {logaritrnické méfitka)

L L L L 1 L 1 1 1 L 1 L L 1 L
o 200 400 BOD BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 BO0 600 1000 1200 1400
n n

Obr. 3.77: Rovnice ¢; 4+ qq. = 99.8001z — 19980, reziduum pro Az /2 - potfebujeme k urceni fadu
metody; vlevo normalni zptusob vypoctu, vpravo urychlené; log. méfitko
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Obr. 3.78: Rovnice ¢; + qg, = 99.8001z — 19980, chyba pro Az/2 - potifebujeme k uréeni fadu
metody; vlevo normalni zptsob vypoctu, vpravo urychlené; log. méritko
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3.13 Nelinearni rovnice s kubickou tokovou funkci

Stejny postup, jako u predchoziho uplatnime i u rovnice

1
@ + (3613)00 = f,

kde
f = —0.00999(1 — 0.00999z)>. (3.43)
Derivaci tfeti mocniny muzeme rovnici prepsat do nasledujiciho tvaru
G+ g =1 (3.44)
Metoda typu upwind:
" . At (1 3 1, . .3 At
QG =Q - &, (3 (@) =3 (@F-1) ) + = (fi + fi-1)- (3.45)

Zvolili jsme ¢ tak, aby ¢ =1 a gpy = 0.001, napr.
qg=1-0.00999z.

Pouzili jsme podobny predpis jako u 3.9, ale kvili vyssi mocniné v tokové funkci jsme zmensili
interval z (0,1000) na (0,1)

1 1-0. 3
f= <3q3> - ((00;999”3)) = —0.00999(1 — 0.00999z)>. (3.46)

Okrajové podminky Q?H a Q’X/}H jsou osetfeny podobné jako v predchozich odstavcich.
Popiseme urychleni konvergence metody k ustdlenému feSeni, viz odstavec 3.8; maximem v
citateli je 1 a ve jmenovateli je (Q?)Z. Metoda typu upwind s predpodminénim:

1 n 3_1 n 3
Qi+ = Qi - % (3 (@) =3 (2QJ—1) ) n % (f5 +fj721) ' (3.47)
z max{(Q}‘) ,5} max{(Q}‘) 75}

Parametr € mé stejny vyznam jako u predchoziho feseného problému a je nastaven na hodnotu
107
Urceni presného reseni v ustdleném stavu:

1
q + (3q3) = f=-0.00999 (1 — O.()0999ac)2 .

Casova derivace je v ustdleném stavu nulova, rovnici upravime a vyjadiime ¢ pro obecnou okrajo-
vou podminku

q= Y/—0.02997 + 3 - 0.0099922% — 0.00999323 + 3c, (3.48)

za 3¢ dosadime okr_ pod®.

Posloupnost aproximaci reseni v Case konverguje k ustialenému reseni velmi pomalu, z tohoto
dtvodu neni na obr.3.79 vlevo (vypocet bez predpodminéni) dopocteno ustdlené feseni, z toho
plyne i vétsi chyba. Lze ocekavat, ze pro vétsi hodnotu N bychom se vice blizili presnému feseni
(podobné jako vypoétem s predpodminénim) a chyba by byla mensi. Béhem vypoctu s predpod-
minénim muze v okoli nuly dochéazet k chybam, protoze nemame obecné konvexni nebo konkavni
funkci - bylo by tfeba pouzit kompletni Riemanniv Fesic.

Dosazené parametry:

N M At | Ax | eps
25000 | 1001 | 0.05 | 0.1 | 107>
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Obr. 3.79: Rovnice ¢; + ¢>¢, = —0.00999(1 — 0.00999x)?, Fesen{; vlevo normalni zpiisob vypoétu,
vpravo urychlené
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Obr. 3.80: Rovnice ¢;+¢%q, = —0.00999(1—0.00999z)?, reziduum; vlevo normélni zptisob vypoctu,
vpravo urychlené; log. méritko
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Obr. 3.81: Rovnice ¢; + ¢>¢, = —0.00999(1 — 0.00999x)2, chyba; vlevo normaln{ zptisob vypoctu,
vpravo urychlené; log. méritko
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3.14 Upravy funkce na pravé strané pro nelinearni problém
s vys$si mocninou

Podobné jako jsme upravili rovnici ¢; +qq, = f, budeme postupovat i v piipadé q; +¢%q, = f.
Zvolime linedrni ¢ tak, aby na okrajich nabyvalo hodnot 2 a 1.001 (tedy o 1 vic nez v predchozim
piikladé): ¢ = 2 — 0.009992. Potom

1
f= (3(]3) = —0.00999(2 — 0.00999z)2. (3.49)
V krajnich bodech dopocitdvame hodnoty analogicky predchozim problémtm. Pfi urychleni kon-
vergence dosazujeme do ¢itatele max |¢?| a to je rovno 4.

Dosazené parametry:

N M At | Ax | eps
5000 | 1001 | 0.025 | 0.1 | 10~1°

2 T 2

19 19
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17 17
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15 15

14 14

13 13

1.2 1.2

1.1 11
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Obr. 3.82: Rovnice ¢; + ¢>¢, = —0.00999(2 — 0.00999z)2, fegen{; vlevo normalni zptisob vypoctu,
vpravo urychlené

reziduum (logaritmické méfitka)
=
reziduum (logaritrické méfitka)
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Obr. 3.83: Rovnice ¢;+¢%q, = —0.00999(2—0.00999z)?, reziduum; vlevo normalni zptisob vypoétu,
vpravo urychlené; log. méritko
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chyba (logaritmicke méfitko)
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Obr. 3.84: Rovnice ¢; + ¢2q, = —0.00999(2 — 0.00999x)2, chyba; vlevo normalni zpiisob vypoétu,
vpravo urychlené; log. méritko



Kapitola 4
Zaver

Porovnali jsme rizné numerické metody FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic (upwind,
Laxova-Friedrichsova metoda a Laxova-Wendroffova metoda) pro linedrni advekéni rovnice. Laxo-
va-Friedrichsova metoda je pomalejsi, protoze pruméruje hodnoty z (j — 1)-nfho a (j + 1)-niho
kroku. Laxova-Wendroffova metoda se vyznacuje tim, ze osciluje kolem presného feseni. Metoda
upwind vychazi pro zadané parametry trochu rychlejsi a bez ,,vlnéni*“.

Pro metodu upwind jsme za pouziti presného feseni béhem vypocétu urcovali fdd metody u
linearnich advekénich rovnic a ovérili jsme, ze metoda je druhého radu.

Formulovali jsme nelinearni problémy a porovnavali rychlost vypoctu metodou upwind kla-
sicky odvozenymi predpisy a vypocty s predpodminénim, které znacné urychli vypocet, protoze
postac¢uje méné opakovani cyklu.

Pro tyto problémy jsme stejné jako u linedrnich advekénich rovnic uréovali fad metody, dospéli
jsme ke druhému radu, ale dosud nevyresenym problémem v nékterych pripadech je zavislost nu-
mericky vypocteného fadu na dosazovanych parametrech, pocate¢nich podminkéach a zastavovaci
podmince. Tato zavislost by méla byt podrobné prozkouména a popsana, stejné jako stabilita jed-
notlivych formulovanych problémii. Déale existuje mnoho rovnic, které v této praci nejsou popsany,
a rozsiteni do vice prostorovych dimenzi, takze zkouméani zde uvedenych numerickych metod ma
Siroké moznosti pokracovani.
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