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Abstrakt

Ćılem této bakalářské práce je shrnout základńı teorii Lebesgueovy a Hausdorffovy
mı́ry a vysvětlit ji použit́ım jednotného a srozumitelného značeńı, popsat vlastnosti
Lebesgueovy i Hausdorffovy mı́ry a ukázat množiny, které jsou z pohledu měřeńı
komplikované. Tato práce se dále zabývá Hausdorffovou dimenźı a hlubš́ı analýzou
několika druh̊u Cantorových množin (od Cantorova diskontinua k zobecněným Can-
torovým množinám). Na závěr je definována Minkowského dimenze, která je na
př́ıkladech Cantorových množin také porovnána s dimenźı Hausdorffovou.

Kĺıčová slova: Lebesgueova mı́ra, Hausdorffova mı́ra, Hausdorffova dimenze, Can-
torovo diskontinuum, zobecněná Cantorova množina, Minkowského dimenze

Abstract

The main goal of this bachelor thesis is to explain the basic theory of Lebesgue and
Hausdorff measure using unified and simple symbols and notation, to describe some
properties of these measures and also to show examples of sets, which are not easy to
measure. This thesis also discusses the Hausdorff dimension and thoroughly analyzes
some types of Cantor sets (not only Cantor ternary set, but also generalized Cantor
sets). At the end of this thesis, the Minkowski dimension is defined and compared
to the Hausdorff dimension on some Cantor set examples.

Keywords: Lebesgue measure, Hausdorff measure, Hausdorff dimension, Cantor
ternary set, general Cantor set, Minkowski dimension
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Použité značeńı

[a, b] - uzavřený interval

(a, b) - otevřený interval

[a, b]× [c, d] - kartézský součin interval̊u

`n(A) - elementárńı objem n-rozměrné množiny A

`(a, b) - délka intervalu

A,X, {a, b, c} - množina

N - množina přirozených č́ısel

Q - množina racionálńıch č́ısel

R - množina reálných č́ısel

R∗ - množina reálných č́ısel včetně prvk̊u +∞ a −∞

f(x) - funkce f proměnné x

∞⋂
i=1

- pr̊unik nekonečně mnoha prvk̊u

∞⋃
i=1

- sjednoceńı nekonečně mnoha prvk̊u

(0, a1a2...an)10 - č́ıslo v deśıtkové soustavě

∞∑
i=1

- součet (suma) nekonečně mnoha prvk̊u

A→ B - zobrazeńı z množiny A do množiny B

2X - množina všech podmnožin množiny X (potenčńı množina)

B \ A - doplněk množiny A do množiny B

A - uzávěr množiny A

(ak) - posloupnost reálných č́ısel

π(ak) - přerovnáńı posloupnosti (ak)

λ(A) - Lebesgueova mı́ra množiny A
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Hs(A) - Hausdorffova mı́ra rozměru s množiny A

dimH(A) - Hausdorffova dimenze množiny A

Pa(ξa) - rozděleńı množiny N podle Cantorovy množiny a jej́ıho bodu ξa

‖a− b‖ - eukleidovská metrika vyjadřuj́ıćı vzdálenost bod̊u a, b ∈ Rn

dimM(A) - Minkowského dimenze množiny A
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Úvod

Podstatným nástrojem matematiky pro uchopeńı libovolné kvantity je mı́ra množiny.
Jej́ı zavedeńı je pouze d̊usledkem přirozeného požadavku umět nějak kvantitativně
popsat (v ideálńım př́ıpadě) libovolnou množinu a t́ım přesně vymezit takové pojmy
jako délka, obsah a objem. Na mı́ru, jakožto nějakou funkci, která množině přǐrad́ı
reálné č́ıslo, budeme také klást několik d̊uležitých požadavk̊u, aby se s měřitelnými
množinami dobře zacházelo, čili aby bylo možné je v̊ubec změřit a aby se taková
mı́ra dala nějak

”
rozumně“ spoč́ıtat.

Problematikou měřeńı množin se zabývalo mnoho matematik̊u, např. francouzský
profesor Henri Lebesgue (1875 - 1941), německý matematik Felix Hausdorff (1868 -
1942), ale např́ıklad i Bernhard Riemann (1826 – 1866) nebo rakouský matematik
narozený v Děč́ıně Johann Radon (1887 – 1956).

V následuj́ıćı práci jsem se pokusil shrnout základy Lebesgueovy a Hausdorffovy
mı́ry (ty jsou včetně obecné teorie mı́ry velmi podrobně shrnuty v [6] a [8], po-
psat jejich vlastnosti a také ukázat některé množiny, které jsou z pohledu měřeńı
komplikované, těmi se zabýval mimo jiných Vojtěch Jarńık v [5]. Text pokračuje
definováńım Hausdorffovy dimenze (zavedena a analyzována v [3]) a jej́ımi odhady
pro některé obecněǰśı typy Cantorových množin (viz také [2]). Závěrečná kapitola se
věnuje Minkowského dimenzi a jej́ımu výpočtu na př́ıkladech Cantorových množin.
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1 Lebesgueova mı́ra

1.1 Základńı pojmy

Pro zavedeńı mı́ry (a speciálně Lebesgueovy mı́ry) je nejprve nutné definovat několik
d̊uležitých pojmů, jako délka intervalu, elementárńı objem (viz [8]) atd.

Definice 1.1 (Spočetná a nespočetná množina)
Spočetná množina je taková nekonečná množina, jej́ıž mohutnost je stejná jako mo-
hutnost množiny přirozených č́ısel. Jinými slovy umı́me naj́ıt takové zobrazeńı, které
na sebe vzájemně jednoznačně zobraźı prvky naš́ı testované množiny a množiny
přirozených č́ısel. Např. množina sudých přirozených č́ısel je spočetná, umı́me naj́ıt
zobrazeńı

s = 2 · n,

kde s je sudé č́ıslo a n č́ıslo přirozené. Na druhou stranu u nespočetných množin
takové zobrazeńı nalézt neumı́me, jejich mohutnost je větš́ı než mohutnost množiny
přirozených č́ısel. Př́ıkladem nespočetné množiny je množina reálných č́ısel.

Definice 1.2 (Vnitřńı bod množiny, uzavřenost, otevřenost, uzávěr)
Necht’ X ⊂ R a X1 ⊂ X. Potom:

• Bod B je vnitřńım bodem množiny X1, pokud do ńı nálež́ı i s nějakým svým
(libovolně malým) okoĺım.

• X1 je otevřená, pokud všechny jej́ı body jsou vnitřńımi body.

• X1 je uzavřená v X, pokud jej́ım doplňkem X \X1 do množiny X je otevřená
množina.

• uzávěrem množiny X1 nazveme množinu X1 =
⋂
{M : M jsou uzavřené v X,

X1 ⊂M}.

Nav́ıc pokud X1 je otevřená, pak R \X1 je uzavřená.

Definice 1.3 (Funkce intervalu (aditivńı)) Zobrazeńı m, které přǐrad́ı libo-
volnému intervalu nějakou hodnotu z R se nazývá aditivńı funkce intervalu, pokud
pro každou trojici reálných č́ısel a, b, c plat́ı

a ≤ b ≤ c⇒ m((a, c)) = m((a, b))+ m((b, c)).

Pro konstrukci Lebesgueovy mı́ry je velmi d̊uležitým př́ıkladem takové aditivńı
funkce délka intervalu, která se definuje:

`((a, b)) = b− a.

Obecně každá funkce intervalu vzniká z nějaké funkce F : R→ R předpisem

m((a, b)) = F (b)− F (a).
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Definice 1.4 (Elementárńı objem) Máme n-rozměrný interval I = I1×I2×...×In
(kartézský součin jednorozměrných interval̊u). Jeho elementárńı objem `n(I) je mu
přǐrazen předpisem `n(I) = `(I1) · `(I2) · ... · `(In).

Zavedeńı elementárńıho objemu je zcela přirozené vzhledem k tomu, že právě
takové veličiny jako objem, obsah a délka chceme pomoćı Lebesgueovy mı́ry měřit.

Definice 1.5 (Potenčńı množina) Množina obsahuj́ıćı všechny podmnožiny li-
bovolné množiny X (včetně samotné množiny X) se nazývá potenčńı množina.
Znač́ıme ji symbolem 2X .

Definice 1.6 (Množinová funkce) Mějme množinu X a G ⊂ 2X . Potom jakákoli
funkce

f : G→ R∗,

(kde R∗ = R ∪ {+∞,−∞}) je množinová funkce, čili např. funkce vhodná k libo-
volnému měřeńı dané množiny.

Např. G bud’ množinou všech rovnoběžnostěn̊u a nějaká funkce f každému z nich
přǐrad́ı jeho povrch, objem nebo třeba počet hran.

Definice 1.7 (σ-algebra) Máme množinu X a jej́ı potenčńı množinu 2X . Požadu-
jeme-li, aby sjednoceńı spočetného počtu podmnožin patřilo také do potenčńı množi-
ny (jinými slovy - sjednoceńı spočetně mnoha podmnožin X je také podmnožinou
X), zavád́ıme množinový systém Σ ⊂ 2X nebo také σ-algebru, který požadavk̊um
vyhovuje a plat́ı pro něj axiomy:

1. ∅ ∈ Σ

2. A ∈ Σ⇒ X \ A ∈ Σ

3. Aj ∈ Σ, j = 1, 2, ...⇒
⋃
j

Aj ∈ Σ

Dvojice (X,Σ) se nazývá měřitelný prostor, množiny A ze Σ jsou Σ-měřitelné,
zkráceně: měřitelné.

Př́ıklad: Jako množinu X vezměme všechna jednociferná přirozená č́ısla. σ-algebru
na množině X pak tvoř́ı např́ıklad systém množin

{∅, {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}, {1, 2, 3, 4, 5, 6}, {1, 2, 3, 7, 8, 9},
{4, 5, 6, 7, 8, 9}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}}.

Snadno ověř́ıme, že doplněk i sjednoceńı každé z těchto množin nálež́ı to téhož
systému a vid́ıme, že prázdná množina je v něm také, takže všechny axiomy σ-
algebry jsou splněny.

Definice 1.8 (Mı́ra) Bud’ (X,Σ) měřitelný prostor a množiny Aj ⊂ 2X . Množino-
vá funkce µ : Σ→ [0,∞] se nazývá mı́ra, pokud
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1. µ(∅) = 0,

2. µ(
⋃
j

Aj) =
∑
j

µ(Aj), kde Aj jsou po dvou disjunktńı.

Jednoduchým př́ıkladem mı́ry je aritmetická mı́ra, je to funkce, která přǐrazuje
množině počet jej́ıch prvk̊u. Zapsáno symbolicky:

µ(A) = |A| ∨ µ(A) =∞.

Symbolem |A| rozumı́me velikost (počet prvk̊u) množiny A. Má-li množina A ne-
konečně mnoho prvk̊u, označ́ıme jej́ı aritmetickou mı́ru symbolem ∞. Tato mı́ra
zřejmě splňuje obě vlastnosti mı́ry – prázdná množina neobsahuje žádný prvek a
sjednoceńı disjunktńıch množin je vlastně součtem počt̊u jejich prvk̊u, tedy i arit-
metické mı́ry se sč́ıtaj́ı.

Definice 1.9 (Vněǰśı mı́ra) Máme množinu X a množiny A,B ⊂ 2X . Funkce
γ, která zobrazuje potenčńı množinu 2X na interval [0,∞] a splňuje následuj́ıćı
požadavky, je vněǰśı mı́rou na množině X.

1. γ(∅) = 0,

2. A ⊂ B ⇒ γ(A) ≤ γ(B),

3. γ(
∞⋃
j=1

Aj) ≤
∞∑
j=1

γ(Aj).

1.2 Konstrukce Lebesgueovy mı́ry

Lebesgueova mı́ra byla zavedena francouzským matematikem Henri Lebesguem (1875
- 1941) a představuje standardńı nástroj, kterým je nějaké podmnožině euklidovského
prostoru přǐrazena délka, plošný obsah nebo objem.

Lebesgueovu mı́ru nějaké množiny M můžeme označovat v́ıce zp̊usoby, např.
µ(M) nebo meas M , ale pokud chceme zd̊uraznit, že máme na mysli př́ımo Lebes-
gueovu mı́ru, nahrazujeme zápis µ(M) zápisem λ(M). Všechny množiny, kterým se
dá přǐradit Lebesgueova mı́ra, se označuj́ı jako lebesgueovsky měřitelné.

V následuj́ıćım textu týkaj́ıćım se konstrukce Lebesgueovy mı́ry je čerpáno přede-
vš́ım z [5], [6] a [8].

Konstrukce 1.10 (Lebesgueova mı́ra) V Rn uvažujme následuj́ıćı množinu Ai:

Ai = [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [an, bn].

Elementárńı objem `n(Ai) této množiny definujeme

`n(Ai) =
n∏
i=1

(bi − ai).

Pro libovolnou podmnožinu M ⊂ Rn definujeme jej́ı vněǰśı mı́ru

λ∗(M) = inf
A

(
∑
Ai∈A

`n(Ai)), kde M ⊆
n⋃
i=1

Ai = A
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a neprázdná množina A je spočetný systém množin Ai (tj. počet těchto množin je
konečný nebo nejvýše spočetně nekonečný), který pokrývá množinu M (množinu A
lze interpretovat jako systém n-rozměrných krychĺı pokrývaj́ıćıch množinu M).

Zápis inf
A

(
∑
Ai∈A

`n(Ai)) ř́ıká, že ze všech možných spočetných systémů A pokrývaj́ı-

ćıch množinu M vyb́ıráme pokryt́ı s nejmenš́ım elementárńım objemem.

Definice 1.11 Řekneme, že množina M je lebesgueovsky měřitelná, pokud pro libo-
volnou podmnožinu S ⊂ Rn plat́ı:

λ∗(S) = λ∗(M ∩ S) + λ∗(S \M) (1)

Takové množiny tvoř́ı σ-algebru a Lebesgueova mı́ra

λ(M) = λ∗(M). (2)

Rovnost (1) se nazývá Carathéodoryova podmı́nka a tvrzeńı (2) plyne z Ca-
rathéodoryovy věty o měřitelnosti množin splňuj́ıćıch (1). Důkaz této věty spoč́ıvá
v ověřeńı vlastnost́ı σ-algebry a mı́ry pro množiny splňuj́ıćı (1), je ale poměrně
rozsáhlý a celý je k nalezeńı v [8].

Ani Lebesgueovou mı́rou se ale nedaj́ı změřit všechny množiny. Do problémů
se můžeme dostat u nespočetných množin s nulovou mı́rou (sṕı̌se se jedná jen o
překvapivý výsledek, protože jde stále o měřitelné množiny), ale můžeme také nara-
zit na př́ıpady, kdy danou množinu v̊ubec nezměř́ıme. Vı́ce informaćı o těchto jevech
je v kapitole o speciálńıch množinách.

1.3 Vlastnosti Lebesgueovy mı́ry

Definice 1.12 Lebesgueova mı́ra prázdné množiny λ(∅) = 0.

Lemma 1.13 Lebesgueova mı́ra (otevřeného i uzavřeného) intervalu je rovna jeho
délce. Na uzavřenosti intervalu nezálež́ı, protože bod má nulovou mı́ru.

Důkaz
Libovolný interval I na reálné ose je pokryt́ım sebe samého. Elementárńım objemem
(i Lebesgueovou mı́rou) tohoto intervalu je jeho délka `(I). Bod můžeme chápat jako
nějaký interval nulové délky [a, a]. Potom

`([a, a]) = a− a = 0,

tj. bod má skutečně nulovou mı́ru.

�
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Lemma 1.14 Je-li množina X kartézkým součinem interval̊u X = I1× I2× ...× In,
potom X je lebesgueovsky měřitelná a plat́ı: λ(X) = `n(X) = `(I1) · `(I2) · ... · `(In).

Důkaz
Tvrzeńı plyne př́ımo z Konstrukce 1.10.

�

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı budou uvedena bez d̊ukazu.

Tvrzeńı 1.15 Pokud je množina X sjednoceńım spočetně mnoha disjunktńıch, le-

besgueovsky měřitelných množin X =
∞⋃
i=1

Xi, pak je sama lebesgueovsky měřitelná

a plat́ı

λ(X) =
∑
i

λ(Xi).

Tvrzeńı 1.16 Mějme množiny X a Y , přičemž X ⊂ Y . Potom, jsou-li X a Y
lebesgueovsky měřitelné, je měřitelný i doplněk množiny X (Y \X) do množiny Y .

Lemma 1.17 Pro všechny lebesgueovsky měřitelné množiny X plat́ı:

λ(X) ≥ 0.

Důkaz
Tato vlastnost vyplývá př́ımo z konstrukce Lebesgueovy mı́ry, kdy pokrýváme měře-
nou množinu systémem množin o nezáporném elementárńım objemu. Hodnota Le-
besgueovy mı́ry je rovna součtu těchto objemů, tj. nezáporných č́ısel, a proto zřejmě
nemůže být záporná.

�

Tvrzeńı 1.18 Necht’ X a Y jsou lebesgueovsky měřitelné množiny. Je-li X podmnoži-
nou Y , potom

λ(X) ≤ λ(Y ).

Důkaz
X je lebesgueovsky měřitelná, dle Tvrzeńı 1.15 je tedy měřitelný i jej́ı doplněk do
množiny Y . Nyńı pro spor předpokládejme, že

X ⊂ Y ∧ λ(X) > λ(Y ). (3)

Množina X a jej́ı doplněk do množiny Y (Y \X) jsou navzájem disjunktńı – součet
jejich měr je dle Tvrzeńı 1.15 roven λ(Y ). Z předpokladu (3) je ale zřejmé, že λ(Y \X)
by muselo být záporné č́ıslo, a to je spor s Lemmatem 1.17.

�
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Plat́ı, že mı́ra spočetné množiny, t́ım pádem i jakékoli množiny obsahuj́ıćı konečný
počet prvk̊u, je nulová. Nejlépe si to lze představit na podmnožinách R - množina
A konečně nebo spočetně mnoha bod̊u neobsahuje žádný interval nenulové délky. Z
Tvrzeńı 1.15 vyplývá, že Lebesgueova mı́ra takové množiny je součtem měr bod̊u,
které ji tvoř́ı. Podle Lemmatu 1.13 jde o součet spočetně (nebo dokonce konečně)
mnoha nul.

λ(X) =
∞∑
n=1

0 = 0.

Nespočetné množiny mohou mı́t nenulovou mı́ru, existuj́ı ovšem také nespočetné
množiny mı́ry nula. Mimo množin, na kterých můžeme mı́ru definovat a které
označujeme jako měřitelné, existuj́ı také množiny, na kterých mı́ru definovat neumı́me
- tyto množiny se nazývaj́ı neměřitelné.

1.4 Speciálńı množiny

Konstrukce 1.19 (Cantorovo diskontinuum / Cantorova množina) Mějme
interval, který je podmnožinou reálné osy (zde budeme uvažovat interval [0, 1]). Z
něj odebereme prostředńı třetinu, tedy otevřený interval (1

3
, 2
3
). Ze zbylých inter-

val̊u opět odebereme prostředńı třetiny – celkem se ze zbytku tedy odeberou 2
9
.

Konkrétně odebereme intervaly (1
9
, 2
9
) a (7

9
, 8
9
). Množinu, která vznikne, pokud ta-

kových odebráńı provedeme nekonečně mnoho, nazveme Cantorovým diskontiuem /
Cantorovou množinou a budeme značit C.

Základńı otázkou tedy je, zda v̊ubec Cantorova množina obsahuje nějaké body a
pokud ano, tak jakou má mohutnost.

Tvrzeńı 1.20 C je nespočetná množina.

Důkaz
Tento d̊ukaz vycháźı z [9]. Uvědomme si, že v konstrukci C odeb́ıráme intervaly
v diskrétńıch kroćıch. Nekonečným odeb́ıráńım otevřených interval̊u tedy z̊ustane
neodebráno spočetně mnoho bod̊u, které jsou počátkem, nebo koncem (námi ode-
braného) intervalu (např. 1

3
, 1
9
,

2
3
, 2
9
, ...) Tyto body už nemohou být odebrány v žádném následuj́ıćım kroku, ne-

bot’ daľśı odeb́ırané intervaly jsou vždy prostředńı třetinou těch, které zbyly. Z toho
plyne, že množina C je nejen neprázdná, ale dokonce je alespoň spočetná – ovšem za
předpokladu, že by v C zbyly jen hraničńı body odebraných interval̊u. Odeb́ıráńım
se ale také nezbav́ıme nespočetně mnoha bod̊u, které tzv. stř́ıdaj́ı svoji pozici: to
znamená, že v n-tém kroku lež́ı nalevo od odebrané třetiny, v (n+ 1)-ńım kroku lež́ı
napravo od odeb́ırané třetiny, v (n + 2)-tém kroku lež́ı opět nalevo – jinými slovy
docháźı tak k neustálému stř́ıdáńı stran bez jakékoli možnosti odebráńı těchto bod̊u.

Vyjádř́ıme-li si tyto body jako součet geometrické řady
∞∑
i=1

an
3n
, an ∈ {0, 1, 2}, n ∈ N,

pak ani v jednom z nekonečně mnoha sč́ıtanc̊u se nebude v čitateli vyskytovat č́ıslo
1. Je tomu tak z těchto d̊uvod̊u: body odebrané v prvńım kroku (nálež́ı intervalu

9



(1
3
, 2
3
), viz výše) můžeme zapsat ve tvaru:

1

3
+
a2
32

+
a3
33

+ ...+
an
3n
, ai ∈ {0, 1, 2}, i = 2, ..., n; n ∈ N, (4)

přičemž alespoň jedno z č́ısel ai je r̊uzné od 0, alespoň jedno z č́ısel ai je r̊uzné od
2 (tyto požadavky budeme klást i v následuj́ıćıch kroćıch) a součet č́ısel za 1

3
může

být maximálně součet geometrické řady

2
9

+ 2
27

+ 2
81

+ ... =
2
9

1− 1
3

= 1
3
, obecně

2
3n
2
3

= 1
3n−1 := 1

3k
v k-tém kroku odeb́ıráńı.

Všechny po prvńım kroku odebrané body tedy nálež́ı intervalu (1
3
, 2
3
). Po druhém

kroku jsou odebrány intervaly (1
9
, 2
9
), (3

9
, 6
9
) a (7

9
, 8
9
). Body z těchto interval̊u můžeme

zapsat ve tvaru:

0
3

+ 1
9

+ ...+ an
3n

+ ..., an ∈ {0, 1, 2} (body z intervalu (1
9
, 2
9
),

1
3

+ ...+ an
3n

+ ..., an ∈ {0, 1, 2} (body odebrané už v předchoźım kroku)

2
3

+ 1
9

+ ...+ an
3n

+ ..., an ∈ {0, 1, 2} (body z intervalu (7
9
, 8
9
).

Tuto úvahu je možné aplikovat v každém kroku odeb́ıráńı interval̊u. Vyjádř́ıme-
li si bod intervalu [0, 1] jako součet řady (4) a vyskytuje-li se ve kterémkoli ze
sč́ıtanc̊u čitatel 1, jde o bod, který množině C nenálež́ı (s výjimkou meźı odeb́ıraných
interval̊u). V C ale z̊ustává množina všech bod̊u, které (vyjádřené jako součet (4))
sč́ıtanec 1

3n
neobsahuj́ı. Jde o body, které můžeme zapsat ve tvaru

∞∑
i=1

an
3n
, an ∈ {0, 2} = 2 ·

∞∑
i=1

an
3n
, an ∈ {0, 1}.

Ke každému takovému bodu můžeme jednoznačně přǐradit bod z intervalu [0, 1]
předpisem

∞∑
i=1

an
2n
, an ∈ {0, 1}. (5)

(Zjednodušeně: je to jako kdybychom v nekonečném sč́ıtáńı ve všech jmenovateĺıch
přepsali trojku na dvojku). Předpis (5) nepředpokládá, že se někdy jedničky a nuly
začnou periodicky opakovat, či od př́ıslušného desetinného mı́sta budou následovat
jen samé nuly. Zápis (5) tak neńı nič́ım jiným, než zcela libovolným reálným č́ıslem z
intervalu [0, 1] převedeným do dvojkové soustavy. Např. (0, 75)10 = 1

2
+ 1

22
= (0, 11)2.

Nalezli jsme tedy jednoznačné zobrazeńı množiny C na interval [0, 1] Množina C
a interval [0, 1] tedy zřejmě maj́ı stejnou mohutnost. Jakýkoliv interval nenulové
délky z množiny reálných č́ısel je nespočetná množina. Z toho plyne, že množina C
je nespočetná.

�
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Tvrzeńı 1.21 Lebesgueova mı́ra Cantorova diskontinua λ(C) = 0.

Důkaz
Vı́me, že délka intervalu [0, 1] = 1 a tedy i λ([0, 1]) = 1. Pro určeńı Lebesgueovy
mı́ry množiny C muśıme zjistit, jaká je Lebesgueova mı́ra odebraných interval̊u. V
prvńım kroku odeb́ıráme prostředńı třetinu, tedy interval délky 1

3
. Ve druhém kroku,

jak už bylo řečeno, odebereme 2
9
. Vždy odeb́ıráme prostředńı třetiny ze zbylých inter-

val̊u. Počet zbylých interval̊u je v každém kroku dvojnásobný (odebráńım vzniknou
z jednoho intervalu dva menš́ı), délka odeb́ıraného intervalu je v každém daľśım
kroku třetinová oproti předchoźımu. Délka odebraných interval̊u tedy odpov́ıdá
následuj́ıćımu součtu:

1
3

+ 2
9

+ 4
27

+ 8
81

+ ... =
∞∑
n=0

2n

3n+1 , což je geometrická řada s kvocientem 2
3
.

Po úpravě:

∞∑
n=0

2n

3n+1 = 1
3
·
∞∑
n=0

2n

3n
= 1

3
·
∞∑
n=0

(2
3
)n = 1

3
· 1
1− 2

3

= 1.

Délka (a tedy i Lebesgueova mı́ra) odebraných interval̊u je stejná jako mı́ra intervalu
[0, 1] a je rovna jedné. To ale znamená, že Lebesgueova mı́ra množiny, která zbyla
je λ(C) = 1− 1 = 0.

�

Konstrukce 1.22 (Neměřitelná množina) Konstrukce lebesgueovsky neměřitelné
množiny vycháźı z [5] (věta 31). Základńı myšlenka je taková: máme dvě reálná č́ısla
x, y. Tato č́ısla jsou v relaci, pokud x− y ∈ Q. Všechna reálná č́ısla se t́ım rozděluj́ı
na disjunktńı množiny tak, že x a y patř́ı do stejné množiny právě tehdy, plat́ı-li
x − y ∈ Q. Podle axiomu výběru (předpokládáme, že umı́me vybrat jakoukoli, byt’

velmi specifickou množinu) existuje taková množina V ⊂ [0, 1] ⊂ R, která z každé
množiny určené výše zmı́něnou relaćı obsahuje právě jedno č́ıslo a nav́ıc je disjunktńı
se svým posunut́ım o libovolné č́ıslo q ∈ Q. To znamená, že pro každé x reálné na-
lezneme ve V právě jedno y tak, že x − y ∈ Q a posuneme-li množinu V o q (ke
všem prvk̊um množiny V přičteme q, označme tuto posunutou množinu Vq, pak

V ∩ Vq = ∅. (6)

Předpokládejme, že V je měřitelná, tedy λ(V ) = a ≥ 0. Lebesgueova mı́ra se při
posouváńı měřeného intervalu neměńı, tj. λ(V ) = λ(Vq). Sjednot’me nyńı všechna
možná posunut́ı Vq množiny V (znovu připomeňme, že posouváme o libovolné ra-

cionálńı č́ıslo q). T́ımto sjednoceńım
⋃
q

Vq, q ∈ Q źıskáme celou množinu R, protože

máme-li x ∈ R, existuje y ∈ V takové, že x− y = q, q ∈ Q.
To ale znamená, že x = y + q, tedy x ∈ “V posunuto o q” := Vq. Z toho a ze (6)

plyne:

+∞ = λ(R) = λ(
⋃
q

Vq) =
∑
q∈Q

λ(Vq) = a+ a+ a+ ...

11



Zřejmě
∞∑
i=1

0 = 0, tedy je patrné, že a > 0.

Posouvejme nyńı množinu V o racionálńı č́ısla z konečného intervalu [a, b]. Množinu
V posunutou o racionálńı č́ıslo k ∈ [a, b] označme Vk. Nyńı položme

U =
⋃

k∈[a,b]
Vk.

Lebesgueova mı́ra množiny U je tedy λ(U) =
∑

k∈[a,b]
λ(Vk) = a+ a+ ... = +∞, nebot’

už v́ıme, že a > 0.

Množina U ovšem celá lež́ı v intervalu [0 − 1, 1 + b] - vzhledem k tomu že do
V vyb́ıráme z intervalu [0,1] a posouváńım o k ∈ [a, b] se dostaneme maximálně do
intervalu [0− a, 1 + b]. Lebesgueova mı́ra λ([0− a, 1 + b]) = 1 + b− (−a) = a+ b+ 1.
Množina U je podmnožinou intervalu [0 − a, 1 + b], a tedy λ(U) ≤ a + b + 1, ale
zároveň už bylo výše řečeno, že λ(U) = +∞, což je spor. Z toho plyne, že množina
V je neměřitelná. Tato konstrukce množiny V se nazývá Vitaliho konstrukce.
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2 Hausdorffova mı́ra

2.1 Konstrukce Hausdorffovy mı́ry

V této části zavedeme Hausdorffovu mı́ru, pojem, který je definován v [3], odkud
text druhé kapitoly rovněž čerpá.

Definice 2.1 (Spočetné pokryt́ı) Bud’ A ⊂ Rn množina tvořená množinami
Ai, i ∈ N. Takové množině ř́ıkáme spočetné pokryt́ı množiny X ⊂ Rn právě tehdy,
když plat́ı

X ⊆
∞⋃
i=1

Ai.

Definice 2.2 (eukleidovská metrika) Necht’ a, b ∈ Rn. Zobrazeńı a × b 7→ R
takové, že a × b 7→

√
(a1 − b1)2 + ...+ (an − bn)2 nazveme eukleidovskou metrikou

na Rn a znač́ıme jej d (a, b).

Definice 2.3 (diametr (pr̊uměr) množiny) Necht’ X ⊂ Rn. Č́ıslo diam X, vy-
jadřuj́ıćı vzdálenost dvou navzájem nejvzdáleněǰśıch prvk̊u množiny X, kde

diam X = sup
x,y∈X

d(x, y),

nazveme diametrem množiny X.
Pro přibĺıžeńı významu předchoźı definice si uvedeme některé př́ıklady. Diame-

trem reálného otevřeného intervalu je jeho délka, ale v prostoru R3 je diametrem
koule jej́ı pr̊uměr.

Definice 2.4 (ε -pokryt́ı)
Bud’ ε kladné, reálné č́ıslo (speciálně velmi bĺızké nule). Množiny Ai, které tvoř́ı
pokryt́ı A, jsou množiny o pr̊uměru diam Ai. Řekneme, že pokryt́ı A množiny X je
ε - pokryt́ı, pokud plat́ı

diam Ai ≤ ε

pro všechny množiny Ai ∈ A.

Definice 2.5 Necht’ X ⊂ Rn. Potom pro ε > 0 a s > 0 bud’

Hs
ε(X) = inf{

∞∑
i=1

(diam(Ai))
s : X ⊆ ∪Ai, diam(Ai) ≤ ε},

č́ıslu s ř́ıkáme rozměr, Ai ∈ A, A je tedy ε - pokryt́ı množiny X.

Vzhledem k tomu, že množinu X chceme popsat co nejpřesněji, je přirozené
požadovat velmi malá ε, kdy se pokrývaj́ıćımi množinami co nejv́ıce přibĺıž́ıme po-
pisované množiněX. Speciálně požadujeme ε→ 0+. Potom definujeme Hausdorffovu
mı́ru:
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Definice 2.6 (Hausdorffova mı́ra rozměru s)

Hs(X) = lim
ε→0+

Hs
ε(X).

Zobrazeńı Hs, X 7→ Hs(X) se nazývá Hausdorffova mı́ra (rozměru s).

Z definice vyplývá, že výsledná hodnota Hs(X) bude ležet v intervalu [0,+∞].
Nav́ıc se dá ukázat, že v některých př́ıpadech splývá Hausdorffova mı́ra s mı́rou

Lebesgueovou, a proto ji také můžeme pokládat za jakési zobecněńı pojmu objem.
Definovali jsme tedy zobrazeńı, kterému ř́ıkáme Hausdorffova mı́ra. Nejprve je

ovšem nutné ověřit, že jde skutečně o mı́ru – ukážeme, že Hausdorffova mı́ra splňuje
vlastnosti vněǰśı mı́ry a využit́ım Carathéodoryovy podmı́nky (1) źıskáme mı́ru na σ-
algebrách prostoru Rn. Tato úvaha je naznačena v [7], strana 398, poznámka 51.37.
Technika d̊ukaz̊u je převzata a upravena z [10] (to plat́ı i pro podkapitolu 2.2).

Tvrzeńı 2.7 Hausdorffova s-rozměrná mı́ra prázdné množiny Hs(∅) = 0 pro li-
bovolné s.

Důkaz
Prázdnou množinu můžeme pokrýt jedinou množinou, např́ıklad otevřenou kouĺı o
pr̊uměru ε. Tedy

0 ≤ Hs
ε(∅) = inf(

∑
Aj∈A

(diam Aj)
s.

V sumě se nacháźı pouze jeden člen (pokrýváme jen jednou množinou) a diam
Aj = ε. Plat́ı:

0 ≤ Hs
ε(∅) = inf εs.

Pro ε→ 0+ pak plat́ı

εs → 0+, a tedy Hs(∅) = 0.

�

Tvrzeńı 2.8 Necht’ X ⊂ Y . Potom Hs(X) ≤ Hs(Y ).

Důkaz
Protože X ⊂ Y , je zřejmě každé ε-pokryt́ı množiny Y také pokryt́ım X. Vybereme-li
infimum ze všech pokryt́ı, plat́ı

Hs
ε(X) ≤ Hs

ε(Y ).

Tedy i pro ε→ 0+ źıskáváme

Hs(X) ≤ Hs(Y ).

�
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Tvrzeńı 2.9 Necht’ (Mi) je konečná nebo spočetná posloupnost disjunktńıch množin.
Potom

Hs(
⋃
i

Mi) ≤
∞∑
i=1

Hs(Mi).

Důkaz

Předpokládejme, že výraz
∞∑
i=1

Hs
ε(Mi) <∞ pro nějaké ε-pokryt́ı posloupnosti množin

Mi. Z definice infima vyplývá, že každou množinu Mi z dané posloupnosti množin
lze pokrýt množinami Ai,j takovými, že plat́ı

Hs
ε(Mi) ≤ (

∞∑
j=1

(diam Ai,j)
s) < Hs

ε(Mi) + β(ε),

kde β je kladnou funkćı ε, která splňuje ε → 0+ ⇒ β → 0+. Množiny Ai,j, i, j ∈ N
tvoř́ı ε-pokryt́ı sjednoceńı

⋃
i

Mi, tedy plat́ı

Hs
ε(
∞⋃
i

Mi) ≤
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

(diam Ai,j)
s)).

Zvoĺıme-li nyńı funkci β ve tvaru β(ε) = ε
2i

(obecně stač́ı zvolit jakoukoli funkci,

která pro ε → 0+ jde k nule zprava a plat́ı, že
∞∑
i=1

β(ε) = 1 (to využijeme v daľśım

kroku d̊ukazu), tedy např. β(ε) = (n−1)·ε
ni , n ≥ 2, n ∈ N), plat́ı následuj́ıćı nerovnosti:

Hs
ε(
∞⋃
i

Mi) ≤
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

(diam(Ai,j)
s))

≤
∞∑
i=1

(
Hs
ε(Mi) + ε

2i

)
= ε+

∞∑
i=1

Hs
ε(Mi).

Tyto nerovnosti jsou splněny pro jakékoli kladné ε a z toho vyplývá, že limitńım
přechodem dostaneme

Hs(
⋃
i

Mi) ≤
∞∑
i=1

Hs(Mi).

�

Z předchoźıch tř́ı tvrzeńı vyplývá, že definované zobrazeńı splňuje vlastnosti vněǰśı
mı́ry, tj. na množinách σ-algebry (splňuj́ıćıch (1) z prvńı kapitoly) je Hausdorffova
mı́ra skutečně mı́ra.
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2.2 Vlastnosti Hausdorffovy mı́ry

Tvrzeńı 2.10 Bud’ X ⊂ Rn konečná množina. Potom hodnota 0-rozměrné mı́ry
H0(X) je rovna počtu bod̊u tvoř́ıćıch množinu X.

Důkaz
Necht’ množiny Ai tvoř́ı ε-pokryt́ı množiny X. Zřejmě pro každou množinu tvoř́ıćı

pokryt́ı plat́ı (diam Ai)
0 = 1, potom tedy

∑
i

(diam Ai)
0 je počet množin v pokryt́ı.

Je-li X tvořena k body, potom

H0
ε(X) ≤

k∑
i=1

ε0 = k.

Pro libovolné ε > 0 plat́ı ε0 = 1, a tedy i pro ε→ 0+. Tj. plat́ı

H0(X) = k.

�

Tvrzeńı 2.11 Necht’ X je konečná podmnožina Rn a s > 0. Potom

Hs(X) = 0.

Důkaz
Konečnou množinu pokryjeme sférami o pr̊uměru ε a středy v bodech tvoř́ıćıch X.
Plat́ı:

Hs
ε(X) ≤

k∑
i=1

εs,

k je konečné přirozené č́ıslo. Pro ε→ 0+ potom

Hs(X) = 0.

�

Tvrzeńı 2.12 V prostoru reálných č́ısel (R1) splývá jednorozměrná Hausdorffova
mı́ra H1 s mı́rou Lebesgueovou.

Důkaz
Zvolme interval I v oboru reálných č́ısel s konečnou délkou `(I), kde

`(I) = sup I − inf I. Označme sup I := b, inf I := a.

Tento interval I = (a, b) lze rozdělit pomoćı bod̊u xi ve smyslu

a = x0 < x1 < ... < xn = b.

Dále můžeme ∀ε > 0 zavést takové děleńı intervalu, že

∀i ∈ 0, 1, ..., (n− 1) : xi − xi+1 ≤ ε.
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Př́ıkladem takového děleńı může být rozděleńı na n stejně dlouhých interval̊u

∀ε > 0 ∃n ∈ N : `(I) = n · b−a
n
, kde b−a

n
≤ ε.

Interval I je tedy pokryt spočetným systémem n stejně dlouhých interval̊u [xi, xi+1],
přičemž ε→ 0+ ⇒ n→∞. Plat́ı:

H1(I) = lim
n→∞

inf
n∑
i=1

(diam[xi, xi+1])
1 = lim

n→∞
inf
(
n · b−a

n

)
= b− a = λ(I).

Dle tohoto d̊ukazu, na jednorozměrném intervalu, skutečně odpov́ıdá Hausdorffova
mı́ra mı́̌re Lebesgueově.

�
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3 Zobecněné Cantorovy množiny

3.1 Cantorovo diskontinuum, Hausdorffova dimenze

V této kapitole poprvé bĺıže nahlédneme na vlastnosti Cantorových množin. Dále si
ukážeme, že pojem Cantorova množina je mnohem obecněǰśı, než představa Canto-
rova diskontinua, vznikaj́ıćıho nekonečným odeb́ıráńım prostředńıch třetin zbylých
interval̊u. Každá Cantorova množina je charakterizována mezerami, tj. intervaly,
které byly v určitém kroku konstrukce odebrány.

Zvoĺıme-li tedy posloupnost kladných č́ısel takovou, že suma přes všechny jej́ı
prvky je konečné č́ıslo, můžeme zkonstruovat Cantorovu množinu odeb́ıráńım in-
terval̊u délky odpov́ıdaj́ıćı pro daný krok daným prvk̊um posloupnosti (viz [2]).
Ukáže se, že pokud prvky posloupnosti takto přǐrazené př́ıslušné Cantorově množině
přerovnáme, můžeme źıskat jinou Cantorovu množinu. Pokud ovšem dvě posloup-
nosti odpov́ıdaj́ı stejné Cantorově množině, potom jedna je určitě přerovnáńım
druhé. Daľśı otázkou také bude, jak se měńı Hausdorffova mı́ra a dimenze, změńıme-li
Cantorovu množinu přerovnáńım posloupnosti odebraných interval̊u. Touto proble-
matikou se široce zaob́ırá článek [2].

Před podrobněǰśım zkoumáńım otázek týkaj́ıćıch se těchto zobecněných Can-
torových množin se ještě zaměř́ıme na některé vlastnosti Cantorova diskontinua z
prvńı kapitoly a definujeme několik d̊uležitých pojmů (bude čerpáno z [3]).

Definice 3.1 (Hustá množina) Necht’X ⊂ R a X1 ⊂ X. Potom nazveme množinu
X1 hustou v X, je-li jej́ım uzávěrem celá množina X.

Př́ıkladem husté množiny je množina racionálńıch č́ısel Q, která je hustá v R.
Opačným př́ıpadem je však Cantorovo diskontinuum - jde o uzavřenou množinu,
protože jeho doplňkem do intervalu [0, 1] je sjednoceńı odebraných otevřených inter-
val̊u (tj. otevřených podmnožin R). Uzávěrem Cantorova diskontinua je opět Can-
torovo diskontinuum, jde tedy o množinu, která neńı hustá vzhledem k intervalu
[0, 1].

Nyńı přejdeme od Cantorova diskontinua k definici Hausdorffovy dimenze. Pro
připomenut́ı uved’me napřed znovu definici Hausdorffovy mı́ry, tentokrát pouze na
množině R.

Definice 3.2 (Hausdorffova mı́ra v R) Necht’ X ⊂ R, č́ıslo s > 0. Potom pro
ε > 0 bud’

Hs
ε(X) = inf{

∞∑
i=1

(diam (Ai))
s : X ⊆ ∪∞i=1Ai, diam (Ai) ≤ ε}. (7)

Limitńım přechodem výrazu (7) pro ε→ 0+ definujeme Hausdorffovu mı́ru rozměru
s množiny X :

Hs(X) = lim
ε→0+

Hs
ε(X).

Zde je vhodné poznamenat, že Hs(X) je pro rostoućı s klesaj́ıćı, protože pro
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0 < diam(Ai) ≤ ε < 1

plat́ı

s1 < s2 ⇒ (diam(Ai))
s1 > (diam(Ai))

s2 .

Definice 3.3 (Hausdorffova dimenze)
Č́ıslo

dimH(X) = sup{s : Hs(X) > 0}

nazveme Hausdorffovou dimenźı množiny X.

Poznámka 3.4 Pojem Hausdorffovy dimenze lze zobecnit při uvážeńı následuj́ıćı
definice Hausdorffovy mı́ry. Pokud fh je neklesaj́ıćı, zprava spojitá funkce taková že
fh(0) = 0, je Hausdorffova fh-mı́ra definována vztahem

Hfh(X) = lim
ε→0

inf{
∞∑
i=1

fh(diam(Ai)) : X ⊆ ∪Ai, diam(Ai) ≤ ε}.

Definice 3.5 (s-množina) Necht’ 0 ≤ s ≤ 1. Potom se množina X ⊂ R nazývá
s-množina, jestliže jej́ı Hausdorffova mı́ra rozměru s je kladná a zároveň konečná.
Tedy plat́ı

0 < Hs(X) <∞.

Pokud fh je jako v poznámce 3.4, potom Hausdorffova fh− mı́ra opět splňuje
vztah

0 < Hfh(X) <∞,

ale Hausdorffovu mı́ru nekonstruujeme pomoćı součtu (diam(Ai))
s, sč́ıtáme

fh(diam(Ai)).

Nyńı prozkoumáme, jakých hodnot nabývá Hausdorffova mı́ra v závislosti na
rozměru s a t́ım si ukážeme význam Hausdorffovy dimenze. Je vhodné předem po-
znamenat, že všechny zkoumané Cantorovy množiny jsou sice podmnožinou R, ale
protože jsme Hausdorffovu mı́ru definovali obecně na podmnožinách Rn (viz definici
2.3), lze formulovat následuj́ıćı lemma a větu obecněji.

Lemma 3.6 Necht’ r, s ∈ R, r > s, množina X ⊂ Rn. Potom

Hr
ε(X) ≤ εr−s · Hs

ε(X).

Důkaz
Necht’ množiny Ai tvoř́ı spočetné pokryt́ı množiny X. Pak

Hr
ε(X) = inf(

∑
diam(Ai)

r) = inf(
∑

diam(Ai)
s · diam(Ai)

r−s) ≤ inf(εr−s·∑
diam(Ai)

s) ≤ εr−s · Hs
ε(X),
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přičemž εr−s je konstanta, kterou lze ze sumy vytknout. �

Věta 3.7 Bud’te r > s > t kladná reálná č́ısla a necht’ množina X ⊂ Rn. Potom
plat́ı následuj́ıćı vztahy:

Hs(X) > 0⇒ Hr(X) = 0

a

Hs(X) > 0⇒ Ht(X) =∞.

Důkaz
Využit́ım Lemmatu 3.6 źıskáme vztahy

Hr
ε(X) ≤ εr−s · Hs

ε(X)

a

Ht
ε(X) ≥ Hs

ε(X)
εs−t .

Uvažujeme-li ε→ 0+ , potom nutně

Hr(X) = 0 a Ht(X) =∞.

�

Pozorováńı 3.8 Podle předchoźı věty tedy Hausdorffova mı́ra množiny X nabývá
hodnot 0 nebo ∞, až na př́ıpad s. Právě č́ıslo s z předpokladu Věty 3.7 neńı nič́ım
jiným, než Hausdorffovou dimenźı množiny X - je to totiž největš́ı rozměr Hausdor-
ffovy mı́ry, pro který je ještě nenulová. Hausdorffova mı́ra je tedy

• Hs(X) =∞ pro s < dimH(X)

• Hs(X) = 0 pro s > dimH(X)

• Hs(X) = konstanta pro s = dimH(X).

Nyńı se ještě jednou vrat’me ke Cantorovu diskontinuu z prvńı kapitoly:

Tvrzeńı 3.9 Hausdorffova dimenze Cantorova diskontinua C je nenulová, konečná
a plat́ı

dimH(C) = log3 2.

Důkaz
Cantorovo diskontinuum můžeme po n-tém kroku odeb́ıráńı interval̊u pokrýt inter-
valy délky ε = 1

3n
, jichž bude přesně 2n. Plat́ı:

Hs
ε(C) = inf(

∑
( 1
3n

)s) = 2n · 1
3ns .

Po nekonečném odeb́ıráńı přejdeme k limitě

Hs(C) = lim
n→∞

2n · 1
3ns .
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Hledáme takové maximálńı s, aby platilo

lim
n→∞

2n · 1
3ns = lim

n→∞
( 2
3s

)n > 0.

Výraz v limitě je typu xn. Pro x ∈ (0, 1) plat́ı, že lim
n→∞

xn = 0. Pokud ovšem x = 1,

je už limita nenulová. Hledáme tedy takové s, aby platilo

2
3s

= 1.

Po úpravě výrazu źıskáváme Hausdorffovu dimenzi Cantorova diskontinua.

2 = 3s

log3 2 = s = dimH(C).

�

3.2 Konstrukce zobecněných Cantorových množin

Nyńı již opust́ıme klasickou představu Cantorovy množiny jako Cantorova diskonti-
nua s odeb́ıranými třetinami interval̊u. Provedeme konstrukci obecněǰśıch množin a
pokuśıme se mezi nimi nalézt nějaký vztah.

Definice 3.10 Bud’ (ak), k ∈ N posloupnost kladných reálných č́ısel taková, že∑
k

ak = K <∞.

Potom řekneme, že (ak) je posloupnost generuj́ıćı danou Cantorovu množinu na in-
tervalu [0, K] délky K a to tak, že z intervalu [0, K] odeb́ıráme v k-tém kroku 2k−1

interval̊u délky a2k−1 , a2k−1+1, ..., a2k−1 (viz konstrukce 3.11).

Nyńı máme k dispozici posloupnost (ak), kde
∑

k ak = K a interval I0 = [0, K].
Zavedeme označeńı délky intervalu `(I) = diam(I).

Konstrukce 3.11 Nejprve odebereme z I0 otevřený interval délky a1, z čehož
źıskáme po prvńım kroku dva uzavřené intervaly I10 a I11 oddělené mezerou délky a1.
Po druhém kroku už zbyde 22 uzavřených interval̊u a tři mezery - p̊uvodńı o délce
a1 a dvě nové o délkách a2 a a3.

Po k-tém kroku už tedy z̊ustává 2k uzavřených interval̊u (označ́ıme je Iki , i =
0, 1, ..., 2k − 1). Opět z každého intervalu odebereme otevřený interval délky od-
pov́ıdaj́ıćı daľśımu prvku ak posloupnosti (ak). Přesněji: z intervalu Iki odebereme
otevřený interval délky a2k+i.

Interval Iki se tedy rozlož́ı ve dva menš́ı intervaly a mezeru mezi nimi, plat́ı:

`(Iki ) = `(Ik+1
2i ) + a2k+i + `(Ik+1

2i+1).

A dále můžeme zapsat

`(Ik+1
2i ) = `(Ik+2

4i ) + a2k+2i + `(Ik+2
4i+1).
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Stejným zp̊usobem můžeme rozepsat i interval Ik+2
4i a daľśı.

Tento postup nám ř́ıká, že délku libovolného zbylého intervalu můžeme zapsat jako
součet mezer, které v něm vzniknou, neboli jako součet délek “v budoucnu”odebra-
ných interval̊u. To znamená, že pozice, odkud interval odeb́ıráme, neńı libovolná.
Po prvńım kroku vypadá situace takto:

`(I10 ) =
∞∑
n=1

2n−1−1∑
i=0

a2n+i a `(I11 ) =
∞∑
n=1

2n−1∑
i=2n−1

a2n+i.

Obecněji: ∀k ∈ N0 a ∀i ∈ N ∩ [0, 2k − 1], k ∈ N plat́ı

`(Iki ) =
∞∑
n=k

(i+1)2n−k−1∑
l=i2n−k

a2n+l

Označ́ıme-li (ak) = a a dále

Ck
a =

2k−1⋃
i=0

Iki ,

potom

Ca =
∞⋂
k=0

Ck
a ,

kde množina Ca je Cantorova množina vytvořená podle generuj́ıćı posloupnosti
a = (ak). Množina Ca je stejně jako klasické Cantorovo diskontinuum tvořena pouze
body, protože mı́ra odebraných interval̊u je rovna K.

Definice 3.12 (přerovnáńı posloupnosti) Bud’ π : N → N vzájemně jedno-
značné zobrazeńı. Pak posloupnost (aπ(k)) nazveme přerovnáńım posloupnosti (ak)
a označ́ıme jej π(ak).

Je patrné, že př́ıpadné přerovnáńı přǐrazené posloupnosti (ak) může výrazně
změnit výslednou množinu Ca, protože vznikaj́ıćı mezery se objevuj́ı na jiných
mı́stech, tj. v daném kroku jsou odebrány intervaly jiných délek než před přerovnáńım
posloupnosti.

Definice 3.13 (zobecněná Cantorova množina) Necht’ (ak) je posloupnost jako
v Definici 3.10. Potom množinu vytvořenou podle Konstrukce 3.11 a značenou Ca
nazveme zobecněnou Cantorovou množinou přiřazenou posloupnosti (ak).

Definice 3.14 Necht’ Ca je zobecněná Cantorova množina přǐrazená posloupnosti
(ak). Potom mezera mak je odebraný interval délky ak, tj. plat́ı

`(mak) = ak.

Jsou-li m1 a m2 dvě mezery, pak

m1 < m2 ⇔ ∀x1 ∈ m1 a ∀x2 ∈ m2 : x1 < x2.

22



Definice 3.15 (rozděleńı množiny N podle Cantorovy množiny) Necht’ Ca je
jako v Definici 3.13. Pak řekneme, že rozděleńı množiny N na právě dvě disjunktńı
podmnožiny P,Q takové, že pro všechny mezery plat́ı:

N = P ∪Q ∧ P ∩Q = ∅

a

∀p ∈ P a ∀q ∈ Q: map < maq

je rozděleńım množiny N podle Cantorovy množiny (Cantorova množina se tak
rozděĺı na dvě podmnožiny mezer).

Lemma 3.16 Každý bod v Ca definuje rozděleńı a naopak, každé rozděleńı N podle
Cantorovy množiny Ca definuje jediný bod v Ca.

Důkaz
Zvoĺıme libovolný bod z ∈ Ca a urč́ıme množinu P (z definice 3.15) jako P = {p :
map ⊂ [0, z]}.

V př́ıpadě, že máme dáno rozděleńı (P,Q), definujeme:

κ := sup{c ∈ R : c je pravý okraj libovolné mezery map , p ∈ P},

λ := inf{d ∈ R : d je levý okraj libovolné mezery maq , q ∈ Q}.

Zřejmě κ ≤ λ, protože ∀p ∈ P a ∀q ∈ Q: map < maq .
Pokud by platila ostrá nerovnost κ < λ, znamenalo by to existenci neodebrané me-
zery, tedy intervalu [κ, λ] ⊂ Ca, což je spor, nebot’ Ca neobsahuje interval kladné
délky.
To znamená, že κ ≤ λ, ale už neplat́ı, že κ < λ.
Tedy nutně κ = λ a je to zároveň bod definovaný rozděleńım. Jeho polohu vypočteme
jednoduše sečteńım délek všech mezer definovaných množinou P :

κ = λ =
∑
k∈P

`(mak)

�

Ve zbytku této podkapitoly si ukážeme jistou ekvivalenci (právě vzhledem k
uvedeným rozděleńım, viz [13]) mezi Cantorovými množinami přǐrazenými r̊uzným
posloupnostem.

Mějme tedy Ca a Cb Cantorovy množiny přǐrazené posloupnostem (ak) a (bk). Z
konstrukce množin Ca a Cb vyplývá: pokud pro zvolená k, l ∈ N, k 6= l plat́ı:

mak < mal ,

potom také

mbk < mbl .
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Tato vlastnost zřejmě plyne právě z konstrukce, kde některé indexy symbolizuj́ı
odeb́ıráńı v určité části intervalu. Např́ıklad a2 i b2 jsou délky intervalu, který je
vždy odebrán ”vlevo”. Lǐśı se právě jen svoj́ı délkou. Dané mezery mak a mbk sice
nebudou mı́t stejnou délku, ale určitě budou menš́ı (ve smyslu Definice 3.14) než
mal , respektive mbl).

Potom můžeme definovat zobrazeńı ϕ, které bodu ξa ∈ Ca přǐrad́ı bod ξb ∈
Cb určený stejným rozděleńım množiny vzhledem k ξa (tvaru Pa(ξa) = {p ∈ N :
map ⊂ [0, ξa]}). Symbol Pa(ξa) tedy vyjadřuje rozděleńı množiny N podle Cantorovy
množiny Ca tak, aby bod ξa j́ım byl definován. Plat́ı:

ϕ(ξa) =
∑

k∈Pa(ξa)

`(mbk) = ξb,

přičemž zároveň

ξb =
∑

k∈Pb(ξb)

`(mbk).

Zjednodušeně řečeno, použijeme-li rozděleńı N podle Ca, źıskáme množinu me-
zer mak délek ak. Zobrazeńı ϕ použije přesně ty indexy k určené rozděleńım podle
Ca, ale sečte délky mezer mbk - těmi je určen bod ξb. Zároveň můžeme zkonstruo-
vat rozděleńı množiny N podle Cb definuj́ıćı tutéž množinu index̊u k a mezer mbk ,
abychom jejich součtem opět jednoznačně určili bod ξb. Vid́ıme tedy, že zobecněné
Cantorovy množiny jsou jistým (netriviálńım) zp̊usobem ekvivalentńı.

3.3 Cantorovy množiny podle geometrických posloupnost́ı

V této podkapitole se budeme krátce zabývat Cantorovými množinami přǐrazenými
posloupnostem s alespoň geometrickým poklesem a urč́ıme jejich Hausdorffovu di-
menzi. Tyto množiny jsou zkoumány předevš́ım v článku [2].

Definice 3.17 Necht’ q ∈ (0, 1). Potom posloupnost (ak) takovou, že ∀k ∈ N :
0 ≤ ak ≤ qk nazveme posloupnost́ı s minimálně geometrickým poklesem.

Následuj́ıćı tvrzeńı si uvedeme bez d̊ukazu, viz [2].

Tvrzeńı 3.18 Každá posloupnost (ak), pro nǐz plat́ı

lim
k→∞

ak = 0

m̊uže být rozložena na disjunktńı sjednoceńı nejvýše spočetně mnoha podposloupnost́ı
s minimálně geometrickým poklesem.

Definice 3.19 (Cantorova množina přǐrazená posloupnosti s minimálně
geometrickým poklesem) Necht’ (ak) je posloupnost s minimálně geometrickým
poklesem. Potom Cantorovu množinu Ca přǐrazenou posloupnosti (ak) nazveme zo-
becněnou Cantorovou množinou přiřazenou posloupnosti s minimálně geometrickým
poklesem
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Při d̊ukazu daľśıho tvrzeńı využijeme následuj́ıćıho lemmatu, viz [4], strana 114.

Lemma 3.20 (opačná Hölderova nerovnost) Necht’ (ak) a (bk) jsou posloupnosti
kladných reálných č́ısel (m̊užou být i konečné, stejné délky). Dále necht’ s < 1∧r < 0
jsou taková č́ısla, pro něž plat́ı 1

s
+ 1

r
= 1. Potom

∞∑
k=1

(akbk) ≥ (
∞∑
k=1

ask)
1/s · (

∞∑
k=1

brk)
1/r.

Tvrzeńı 3.21 Necht’ Ca je Cantorova množina přiřazená posloupnosti s minimálně
geometrickým poklesem (ak). Potom dimH(Ca) = 0.

Důkaz
Necht’ ε > 0, 0 < s < 1. Nyńı předpokládejme, že z intervalu [0,

∑
ak] jsme ode-

brali n otevřených interval̊u a že
∞∑

i=n+1

qi ≤ ε. Intervaly, které po odeb́ıráńı zbyly lze

zapsat jako sjednoceńı uzavřených interval̊u Ii, i = 1, 2, ..., n+ 1. Zároveň plat́ı:

n+1∑
i=1

|Ii| =
∞∑

i=n+1

ai ≤
∞∑

i=n+1

qi ≤ ε.

To ovšem znamená, že
⋃
i

Ii je ε-pokryt́ım Ca. Použijeme li opačnou Hölderovu ne-

rovnost (Lemma 3.20), kde polož́ıme (ak) = |Ii| a ∀k ∈ N : bk = 1, plat́ı pro každé
s ∈ (0, 1):

n+1∑
i=1

|Ii · 1| ≥ (
n+1∑
i=1

|Ii|s)1/s · (
n+1∑
i=1

1
−1

1/s−1 )1−
1
s

Po úpravě (umocněńım na s):

(
n+1∑
i=1

|Ii · 1|)s ≥
n+1∑
i=1

|Ii|s · (
n+1∑
i=1

1
−1

1/s−1 )s−1

(
n+1∑
i=1

|Ii · 1|)s ≥
n+1∑
i=1

|Ii|s · (n+ 1)s−1

n+1∑
i=1

|Ii|s ≤ (
∞∑

i=n+1

|qi|)s · (n+ 1)1−s

Źıskáváme:

n+1∑
i=1

|Ii|s ≤ (
∞∑

i=n+1

|qi|)s · (n+ 1)1−s = ( q
n+1

1−q )s · (n+ 1)1−s −→ 0 pro n→∞.

Z toho ale vyplývá, že lim
n→∞

n+1∑
i=1

|Ii|s = 0. Pak ovšem dimH(Ca) ≤ s (viz Pozo-

rováńı 3.8). Protože předchoźı vztahy plat́ı pro libovolně malé kladné s, je zřejmé,
že dimH(Ca) = 0.

�
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Tvrzeńı 3.22 Necht’ (ak) je libovolná posloupnost taková, že

∀k ∈ N : (ak) > 0 a
∞∑
k=1

ak <∞.

Potom existuje přerovnáńı posloupnosti (ak) (ve smyslu definice 3.12) π(ak), k němuž
přiřazená posloupnost Cπ(ak) má Hausdorffovu dimenzi dimH(Cπ(ak)) = 0.

Důkaz (náznak)
Posloupnost (ak) rozlož́ıme do nejvýše spočetně mnoha podposloupnost́ı s minimálně
geometrickým poklesem (viz Tvrzeńı 3.18). Potom sjednoceńım Cantorových množin
přǐrazených všem těmto podposloupnostem definujeme novou Cantorovu množinu
Cπ(ak). Máme spočetně mnoho Cantorových množin, můžeme je tedy pokrýt sjed-
noceńım spočetně mnoha spočetných pokryt́ı, která určovala nulovou Hausdorffovu
dimenzi Cantorových množin přǐrazených posloupnostem s minimálně geometrickým
poklesem, z nichž je složena množina Cπ(ak). Délky odebraných interval̊u jsou shodné
s p̊uvodńı posloupnost́ı (ak), protože jsme Cπ(ak) tvořili z jej́ıch podposloupnost́ı.
Nalezli jsme tedy přerovnáńı posloupnosti (ak), jemuž přǐrazená Cantorova množina
Cπ(ak) má nulovou Hausdorffovu dimenzi.

�

3.4 p-Cantorovy množiny

Posledńım př́ıkladem zobecněných Cantorových množin v tomto textu budou p-
Cantorovy množiny. Nejprve je definujeme, a potom se zaměř́ıme na zkoumáńı jejich
Hausdorffovy dimenze. Tato podkapitola je zjednodušeńım rozboru p-Cantorových
množin z článku [2], který se jimi zabývá velmi široce.

Definice 3.23 (p-Cantorova množina) Bud’ (ak) posloupnost tvaru ak = 1
kp

,
kde k ∈ N a p > 1. Cantorovu množinu přǐrazenou této posloupnosti nazveme p-
Cantorovou množinou.

Nyńı uvedeme závěrečné tvrzeńı této kapitoly, pomoćı nějž je možné provést
horńı odhad Hausdorffovy dimenze p-Cantorových množin.

Tvrzeńı 3.24 Necht’ Ca je p-Cantorova množina přiřazená posloupnosti ak = 1
kp
, p >

1. Potom

dimH(Ca) ≤ 1
p
.

Důkaz
Toto tvrzeńı dokážeme podobně jako Tvrzeńı 3.21. Necht’ ε > 0, 0 < s < 1.
Nyńı předpokládejme, že z intervalu [0,

∑
ak] jsme odebrali n otevřených inter-

val̊u a že
∞∑

i=n+1

1
ip
≤ ε. Intervaly, které po odeb́ıráńı zbyly lze zapsat jako sjednoceńı

uzavřených interval̊u Ii, i = 1, 2, ..., n+ 1. Zároveň plat́ı:

n+1∑
i=1

|Ii| =
∞∑

i=n+1

ai =
∞∑

i=n+1

1
ip
≤ ε
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To ovšem znamená, že
⋃
i

Ii je ε-pokryt́ım Ca.

Stejným použit́ım opačné Hölderovy nerovnosti jako v d̊ukazu Tvrzeńı 3.21 źıskáme
vztah:

n+1∑
i=1

|Ii|s ≤ (
∞∑

i=n+1

|Ii|)s · (n+ 1)1−s = (
∞∑

i=n+1

1
ip

)s · (n+ 1)1−s.

Užit́ım integrálńıho kritéria pro konvergenci řady
∞∑

i=n+1

1
ip

lze dosáhnout tohoto od-

hadu:

n+1∑
i=1

|Ii|s ≤ (n
1−p

p−1 )s · (n+ 1)1−s = ( 1
p−1)s · ( (n+1)1−s

ns(p−1) ).

Potom ale ∀s ≥ 1
p

(potřebujeme omezit výraz (n+1)1−s

ns(p−1) ) je konečná i následuj́ıćı
limita.

lim
n→∞

n+1∑
i=1

|Ii|s ≤ ( 1
p−1)s <∞.

To ovšem znamená, že Hausdorffova mı́ra rozměru s : Hs
ε(Ca) <∞⇔ s ≥ 1

p
. Z toho

(použit́ım Pozorováńı 3.8) vyplývá, že dimH(Ca) ≤ 1
p
.

�

Hausdorffova dimenze p-Cantorových množin je tedy omezena konstantou závislou
na parametru p, j́ımž je určena posloupnost (ak) = 1

kp
, k ńıž je množina Ca přǐrazena.
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4 Minkowského dimenze

4.1 Horńı a dolńı odhad Minkowského dimenze

Doposud jsme se zabývali určováńım, př́ıpadně odhadováńım Hausdorffovy dimenze
Cantorových množin. V následuj́ıćı kapitole zavedeme obecně na podmnožinách Rn

pojem Minkowského dimenze, později s ńı budeme pracovat na intervalech z R. Před
samotnou defińıćı je opět nezbytné zavést několik pojmů.

Definice 4.1 (vzdálenost bodu od množiny) Necht’ X ⊂ Rn je neprázdná
množina. Č́ıslo d(a,X) := inf

x∈X
d (a, x) vyjadřuje vzdálenost bodu a od množiny X.

Definice 4.2 (ε-pokrývaj́ıćı množina) Bud’teX neprázdná, omezená podmnožina
Rn a ε > 0. Množinu

Aε := {a ∈ Rn : d(a,X) < ε}, kde X ⊂ Aε,

nazveme ε-pokrývaj́ıćı množinou množiny X.

Definice 4.3 MnožinuBn(0, r) = {x ∈ Rn : d (0, x) < r} nazýváme n-dimenzionálńı
kouĺı se středem v počátku a poloměrem r.

Následuj́ıćı úvaha je motivaćı (čerpaj́ıćı z počátku článku [11]) k zavedeńı Min-
kowského dimenze množiny X ⊂ Rn. Množina Aε je neprázdnou podmnožinou Rn

a má nenulovou Lebesgueovu mı́ru λ(Aε). Uvažujme nyńı podprostor Rs prostoru
Rn, 0 ≤ s ≤ n. Předpokládejme, že množina X je jednotkovou kouĺı prostoru Rs,
označme X := Bs(0, 1). Abychom zd̊uraznili, že Bs(0, 1) lež́ı v Rn, užijeme zápisu
X := Bs(0, 1)× {0}n−s. Pokrýváme-li tuto množinu množinou Aε, plat́ı ∀ε ∈ (0, 1)

Bs(0, 1)×Bn−s(0, ε) ⊂ Aε ⊂ Bs(0, 2)×Bn−s(0, ε)n−s,

Bs(0, 2) je koule o poloměru 2 v prostoru Rs a Bn−s(0, ε) vyjadřuje ε-kouli v prostoru
Rn−s, tedy zjednodušeně řečeno v dimenźıch, ve kterých nemá pokrývaná množina
X = Bs(0, 1) žádný objem (jako např. čtverec nezasahuje svým obsahem do třet́ı
dimenze prostoru R3).

Lebesgueovu mı́ru množiny Bn−s(0, ε) lze vyjádřit jako εn−s. Polož́ıme-li

λ(Bs(0, 1)) = c1 a λ(Bs(0, 2)) = c2,

můžeme zapsat následuj́ıćı nerovnost odhaduj́ıćı objem množiny Aε:

c1 · εn−s ≤ λ(Aε) ≤ c2 · εn−s. (8)

Zd̊urazněme, že nejd̊uležitěǰśım parametrem vystupuj́ıćım v nerovnosti (8) je
č́ıslo s, nebot’ X ⊂ Rs. Úpravou vztahu (8) lze źıskat vyjádřeńı jisté formy dimenze
s pokrývané množiny, závislé pouze na znalosti několika parametr̊u.

s = lim
ε→0

(
n− log(λ(Aε))

log ε

)
.
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Definice 4.4 (Minkowského dimenze) Necht’ X je omezená podmnožina Rn a
Aε je jej́ı ε-pokrývaj́ıćı množinou. Č́ıslo

dimM(X) := lim sup
ε→0

(
n− log(λ(Aε))

log ε

)
nazveme horńım odhadem Minkowského dimenze a č́ıslo

dimM(X) := lim inf
ε→0

(
n− log(λ(Aε))

log ε

)
nazveme dolńım odhadem Minkowského dimenze. Plat́ı-li rovnost

dimM(X) = dimM(X),

definujeme č́ıslo

dimM(X) := dimM(X) = dimM(X),

které nazveme Minkowského dimenźı množiny X.

4.2 Minkowského dimenze Cantorových množin

V tomto odstavci budeme určovat Minkowského dimenzi Cantorových množin. Nej-
prve se zaměř́ıme na klasické Cantorovo diskontiuum a zjist́ıme, že jeho Minkovského
dimenze je stejná jako dimenze Hausdorffova (viz [3], strana 43), zde však použijeme
poněkud jiné techniky výpočtu.

Tvrzeńı 4.5 Minkovského dimenze Cantorova diskontinua

dimM(C) = dimH(C) = log3 2.

Důkaz
V k-tém kroku odeb́ıráńı interval̊u pokryjeme zat́ım nedokončenou množinu C 2k in-
tervaly, každý o délce 1

3k
. Objemem ε-pokrývaj́ıćı množiny je tedy délka všech těchto

interval̊u 2k · 1
3k

. Nyńı budeme hledat horńı odhad Minkowského dimenze množiny
C

dimM(C) = lim sup
ε→0

(
n− log(λ(Aε))

log ε

)
,

přičemž libovolně malé ε > 0 nahrad́ıme hodnotou 3−k (tj. délkou jednotlivých
odeb́ıraných interval̊u v k-tém kroku) a polož́ıme n = 1, protože se pohybujeme v
prostoru R1. Pro výpočet Minkowského dimenze množiny C tedy plat́ı:

dimM(C) = lim sup
ε→0

(
1− log(λ(Aε))

log ε

)
= lim sup

k→∞

(
1− log(2k/3k)

log 3−k

)
.

Po úpravách

lim sup
k→∞

(
1− k·log 2

3

−k·log 3

)
=
(

1− (−1) · log
2
3

log 3

)
= 1 + log 2−log 3

log 3
= 1 + log 2

log 3
− 1 = log3 2.
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Protože na k výpočet limity nazáviśı, mohli bychom stejně postupovat i při určováńı
dolńıho odhadu Minkovského dimenze množiny C. To ale znamená, že

dimM(C) = dimM(C) = dimM(C) = log3 2 = dimH(C).

�

Nyńı se budeme věnovat Cantorovým množinám přǐrazeným posloupnostem s mi-
nimálně geometrickým poklesem ze třet́ı kapitoly (Definice 3.19). Nejprve si bez
d̊ukazu uved’me jedno d̊uležité tvrzeńı, viz [3], (3.17).

Tvrzeńı 4.6 Mezi Hausdorffovou a Minkowského dimenźı množiny X ∈ Rn existuje
vztah

dimH(X) ≤ dimM(X) ≤ dimM(X).

Mějme tedy (ak) posloupnost s minimálně geometrickým poklesem, která gene-
ruje Cantorovu množinu Ca. Vı́me, že dimH(Ca) = 0, čehož využijeme v d̊ukazu
následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.7 Minkowského dimenze Cantorovy množiny Ca přiřazené posloupnosti
s minimálně geometrickým poklesem je nula, tedy dimM(Ca) = 0.

Důkaz
Množinu Ca lze po odebráńı k interval̊u pokrýt sjednoceńım interval̊u, které ještě

maj́ı být odebrány, o celkové délce
∞∑

i=k+1

ai, přičemž ∀k ∈ N : 0 ≤ (ak) ≤ qk,

q ∈ (0, 1). Přitom zvoĺıme ε = qk. Tedy

dimM(C) = lim sup
ε→0

(
1− log(λ(Aε))

log ε

)
= lim sup

k→∞

1−
log

(
∞∑

i=k+1
qi

)
log qk

.

Po úpravě:

lim sup
k→∞

(
1− log(qk+1+qk+2+...)

k·log q

)
= lim sup

k→∞

(
1− log(qk+1(1+q+q2+...))

k·log q

)
=

lim sup
k→∞

(
1− log qk+1+log( 1

1−q )
k·log q

)
= lim sup

k→∞

(
1− (k+1)·log q+0−log(1−q)

k·log q

)
=

lim sup
k→∞

(
1− (k+1)

k
+ log(1−q)

k·log q

)
= 0.

Tedy dimM(Ca) = 0. Obdobně bychom mohli postupovat při výpočtu dimM(Ca),
ale to neńı nutné. Při znalosti horńıho odhadu Minkowského dimenze dimM(Ca) = 0
a Hausdorffovy dimenze dimH(Ca) = 0 použijeme Tvrzeńı 4.7, ze kterého vyplývá,
že také dimM(Ca) = 0. To ovšem znamená, že Minkowského dimenze Cantorových
množin přǐrazených posloupnosti s minimálně geometrickým poklesem je nula.

�
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Na závěr této kapitoly se ještě vrát́ıme k p−Cantorovým množinám (Definice
3.23), u nichž jsme provedli horńı odhad Hausdorffovy dimenze hodnotou 1

p
. Apli-

kaćı Tvrzeńı 3.7 bohužel nedojdeme k žádnému rozumnému odhadu Minkowského
dimenze těchto množin. Lze tedy pouze předpokládat, že hodnota Minkowského di-
menze p-Cantorových množin bude ležet mezi hodnotou jejich Hausdorffovy dimenze
a jedničkou, protože jde o podmnožiny reálné (jednorozměrné) osy. To se potvrd́ı i
př́ımým výpočtem, stejným jako v obou předcházej́ıćıch d̊ukazech. Dosad́ıme-li do
vztahu

dimM(C) = lim sup
ε→0

(
1− log(λ(Aε))

log ε

)
hodnoty ε = 1

kp
a λ (Aε) =

∞∑
i=k+1

1
ip

, můžeme použit́ım integrálńıho kritéria pro

konvergenci řady
∞∑

i=k+1

1
ip

a úpravami založenými na vlastnostech logaritmů dospět

k závěrečnému vztahu

lim sup
k→∞

(
1− k1−p

log k
· 1
−p2+p

)
= 1.

Podle definice p-Cantorových množin je p > 1, jde tedy pro k rostoućı do nekonečna
zlomek k1−p

log k
k nule.

Provedli jsme tedy pouze hrubý horńı odhad Minkowského dimenze. Při výpočtu
dolńıho odhadu bychom postupovali stejně, s dosažeńım stejného výsledku. Neńı
ovšem zaručeno, že při přesněǰśım odhadováńı by se horńı a dolńı odhady Min-
kowského dimenze p-Cantorových množin rovnaly. Přesné určeńı Minkowského di-
menze p-Cantorových množin tedy na závěr ponecháme otevřeným problémem, mo-
tivuj́ıćım k jejich daľśımu zkoumáńı.
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5 Závěr

V této práci jsme si dali za úkol ukázat odlǐsné př́ıstupy k měřeńı množin, zejména na
př́ıkladech Cantorova diskontinua a zobecněných Cantorových množin. Nejprve jsme
se zabývali Lebesgueovou mı́rou a na př́ıkladu Cantorova diskontinua předvedli, že i
nespočetné množiny mohou mı́t nulovou mı́ru. Na závěr prvńı kapitoly jsme uvedli
také př́ıklad množiny, jej́ıž Lebesgueovu mı́ru nelze určit.

V následuj́ıćıch dvou kapitolách jsme se zaměřili na Hausdorffovu mı́ru i di-
menzi. Po definici r̊uzných typ̊u zobecněných Cantorových množin jsme se také v
některých př́ıpadech pokusili provést alespoň horńı odhad jejich Hausdorffovy di-
menze. V závěru práce jsme definovali Minkowského dimenzi a pokusili se opět
aplikovat jej́ı výpočet na př́ıklady Cantorových množin.

Hausdorffova mı́ra a dimenze evidentně nejsou jedinými nástroji k popisu “ob-
jemu”množin. Např. [3] nab́ıźı ve formě “packing measure”a “packing dimension”
jakýsi protipól k Hausdorffově mı́̌re, nebot’ popisovaná množina neńı pokrývána
zvněǰsku. Narozd́ıl od Minkowského dimenze je však “packing”dimenze vystavena
na pojmu mı́ry (stejným zp̊usobem jako dimenze Hausdorffova). Zkoumáńı daľśıch
alternativńıch měr a dimenźı ovšem přesahuje rámec této práce a je tak zaj́ımavým
podnětem k dalśımu studiu, stejně jako využit́ı některých matematických softwa-
rových nástroj̊u k alespoň přibližnému výpočtu r̊uzných typ̊u měr a dimenźı měře-
ných množin.
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