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Uvod
Jiz v 18. stoleti se zabyvali astronomové, fyzici a matematici problematikou
nebeské mechaniky, jejiz matematické vyjadfeni vedlo na soustavy linedrnich
diferencialnich rovnic. Pfi feSeni téchto soustav hraji dulezitou roli charakteristicky
polynom, vlastni ¢isla, k nim prislusné vlastni vektory. S touto dilezitou ¢asti teorie matic

jsou uzce spjaty kanonické tvary.

Jednim z téchto kanonickych tvarG je rovnéz Jordanv tvar matice, o kterém
pojednava tato bakalaiska prace. V druhé poloviné 19. stoleti se vedle C. M. E. Jordana
tomuto problému vénovali dal$i vyznamni matematici jako K. T. Weierstrass, L.
Kronecker, ale také ¢esky matematik Eduard Weyr. Problematika charakteristické rovnice
a kanonickych tvart se stala dtlezitou soucasti teorie matic, kterd se zacala rozvijet v 20.
stoleti. Dnes pojmy charakteristického polynomu a vlastnich Cisel a kanonického tvaru
matice, pomoci nichz se fes$i soustavy linearnich diferencialnich rovnic, maji uplatnéni

v mnoha védnich oborech, napft. fyzice a kybernetice.

Tato bakalatska prace je rozdélena do Ctyf kapitol, které jsou pro piehlednost
¢lenéné podkapitolami. Prvni kapitola pojednava o ctvercovych maticich nad télesem,
které jsou pfedmétem této prace. V tomto oddilu jsou definovany zakladni pojmy a operace
maticového poctu. V podkapitolach 1.1 az 1.3 jsou definice a véty tykajici se matic spise
pfipomenuty, a proto zde neni detailné ukazana napt. Gaussova elimina¢ni metoda, anebo
jeji uziti pii feSeni soustav linedrnich rovnic. PfestoZe znacna ¢ast je vymezena pro matice

nad télesem T typu (m, n), v§echny piiklady se tykaji pouze ¢tvercovych matic fadu n.

Druhé kapitola, kterd je nazvana Charakteristicky polynom ¢tvercové matice nad
télesem T, se vénuje urceni tohoto polynomu, vypoctu jeho kofend, vlastnich ¢isel, a k nim

piislusnych (vlastnich) vektord.

Tyto pojmy jsou zasadni pro pochopeni tématu této bakalarské prace. Priklady jsou
sefazeny podle obtiznosti a doplnény pro porovnani o vypocty matematického programu
Mathematica® 7. Podobnosti matic se vénuje tieti kapitola. Podobnost matic se jiz Gzce
dotykéd problematiky kanonickych tvar, mezi néz patii také Jordanova matice, nebot’
¢tvercova matice A nad télesem T ma Jordantiv kanonicky tvar, jestlize existuje matice J

takova, ze matice A a J jsou podobné.



O samotném Jordanovu tvaru matice pojednava posledni c¢tvrta kapitola.
Neodmyslitelnou soucésti algoritmu pro vypocet Jordanovy matice je nalezeni
transformacni matice T slozené zvlastnich vektord. S otazkou linedrni nezavislosti
vlastnich vektorti souvisi dal$i vlastnost Jordanova tvaru matice, diagonalizovatelnost a
pojem zobecnénych vlastnich vektord. Priklady v této kapitole jsou uspotfadany podle
jednotlivych podkapitol a obtiznosti. Rovnéz pocitacové vypocty, které priklady dopliuji,
obsahuji postupné uzitené piikazy. Vétsina prikladl pocitd s ¢tvercovymi maticemi fadu 3

nad télesem C.



1 Ctvercové matice nad télesem.

Za zrod teorie matic miizeme povazovat zverejnéni Cayleyova ¢lanku A memoir on
the theory of matrices v casopise Philosophical Transactions of the Royal Society of
London roku 1858. Ve své slavné prdaci charakterizoval Arthur Cayley matici jako a set of
quantities arranged in the form of a square (soubor hodnot usporddanych ve tvaru
Ctverce), zavedl termin matrix (mn. cislo matrices) a témér soucasny symbol — kulaté
zavorky u prvniho rFadku, Které pokracuji svislymi ¢arami u radkii ostatnich. Velka Cdst
prace se tyka ctvercovych matic (square matrix). Teprve na necelych trech poslednich
strankach se A. Cayley vénoval maticim obdélnikovym;, tuto partii je vSak mozno povazovat

za jakysi neprilis vyznamny dodatek, ktery zZadné zdvazné vysledky neprindsi.

V matematice hraji dilezitou roli matice nad télesy, nebot’ pro takovéto matice je
mozné rozumnym zpusobem definovat séitani a nasobeni matic. Piikladem télesa T je
mnozina racionalnich ¢isel Q, mnozina realnych ¢isel R, nebo mnozina komplexnich ¢isel
C. V celé této praci budeme piedpokladat, ze matice uvedené v ptikladech jsou matice nad

télesem komplexnich cisel C.

Definice. 1.1.

Soubor

8 ... 4y
A:(aij): . . .
a

ml t mn

prvki z télesa T nazyvame matici typu (m, n), (nad télesem T). Aritmeticky vektor (ajs, aiz,
«+, @jn) Z T" nazyvame i-tym fadkem matice A a aritmeticky vektor (auj, agj, -+, amj) Z ™

nazyvame j-tym sloupcem matice A.

Souctem dvou matic téhoz typu (m, n)

TR b, ... b,
A=l a B= '

ml e mn ml e mn

rozumime matici



a+b, ... a+b,
A+B= ' :

a+b a+b

ml mn

Je-li r € T libovolny prvek, pak r-nasobkem matice A rozumime matici
ra, .. fra,

ra ra

ml mn

Matice A se rovna matici B, praveé kdyz aj; = bj; pro vSechnai=1,2,...,m,j=1, 2,
..., N. O prvcich a1, a, ..., ak matice A typu (m, n), kde k = min (m, n), fikame, Ze lezi
na (hlavni) diagonale, nebo ze tvoii diagonalu matice A. Matice A sestavajici ze samych
nul, tj. takova, ze & = 0 pro vSechna i = 1,2, ..., maj =1, 2, ..., n, se nazyva nulova
matice. Matice A typu (n, n) se nazyva &tvercova matice stupn&’ n. Ctvercova matice
stupné N, kterd ma mimo hlavni diagonalu samé 0, tj. a; =0 proi#j,i,j=1,2, ..., n, se
nazyva diagonalni. Diagonalni matice E = (gjj) stupné n takova, Ze €;; = 1 pro kazdé i = 1,

2, ..., n, se nazyva jednotkova matice stupné n (4, s. 40 — 41).

Priklad. 1.1.

a) C¢tvercova matice stupné 3, b) diagonalni matice, ¢) jednotkova matice E

30 2 00 100
a1 2 4 b) 30 olo 1 0
5 3 0 01 001

DalSimi pojmy, které se tykaji matic a které je tfeba si definovat, jsou

opacna matice, trojuhelnikova a symetricka matice.

Definice. 1.2.
Opacnou matici k matici A = (a;;) typu (m, n) nad télesem T budeme rozumét matici

stejného typu - A = (— ajj) pro kazdéi=1,...,maj=1,...,n.

! t¢7 ¥adu, typu



Definice. 1.3.

Matice A typu (m, n) nad télesem T je horni (resp. dolni) trojuhelnikova matice,
jestlize pro kazdé i, j =1, 2, ..., n, i > j (resp. i < j) je aj = 0. Rekneme, Ze &tvercova
matice A fadu n nad t€lesem T je symetricka, jestlize pro kazdé i, j =1, 2, ..., n je ajj = ;.
Ctvercova matice A fadu n nad télesem T se nazyva antisymetricka, jestlize pro kazdé i, j =
1,2,...,njeaj;= —aj.

Priklad. 1.2.

a) horni trojuhelnikova matice fadu n, b) dolni trojuhelnikova matice fadu n

18 -5 1 0 0
a)lo 2 4 b6 —2 0
00 -3 7 -1 3

¢) ¢tvercova matice symetrickd, d) ¢tvercovad matice antisymetricka

1 -4 3 1 -4 3
ol-4 2 1 A4 2 1
3 1 -5 -3 -1 -5

1.1. Transponovani matic

Definice. 1.4.

Necht A = (aj) je matice typu (m, n) nad télesem T. Transponovanou matici

k matici A rozumime matici A" = (&) typu (n, m), kde prokazdé¢ i=1,...,maj=1,...,n
je dji = ajj.

Priklad. 1.3.

Transponovana matice A" ke &tvercové matici A fadu n = 3.

1 3 -9 1 2 -1
A=2 0 5|A'=3 0 7
-1 7 0 -9 5 0

Transponovand matice vznikne zaménou tadkii a sloupct. Nasledujici véta 1.1
popisuje vlastnosti, které plynou jiz z definice 1.3.
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Veta. 1.1.

1.

2.

Matice A je symetricka pravé tehdy, kdyz AT = A,

Pro kazdou matici A plati: (A" = A (9, s. 20).

1.2. Operace s maticemi

V definici 1.1 jsme zaroven definovali s¢itdni matic a nasobeni matic Cislem.

V nasledujicich dvou vétach shrneme vlastnosti téchto operaci s maticemi.

Véta. 1.2. (sCitani matic)

Jestlize A, B, C, 0 jsou matice stejn¢ho typu nad télesem T (O je nulovd matice),

potom plati:

1.

A+B=B+A,
A+((B+C)=(A+B)+C,
A+0=0+A=A

(A+B) =A™+ B"(9,s. 21).

Véta. 1.3. (nasobeni matice Cislem)

Jsou-li matice A, B matice stejného typu (m, n) nad télesem T, 0 nulova matice typu

(m, n), r, ry, rp € T, potom, plati:

1.

r(A+ B)=rA +rB,

(r1 + A=A+ rA,

(rirz)A = ri(r2A),

1A =A,

(rA)" = rAT,

(—1)A = —A, kde —A je matice opacna k matici A,

A+ (-B)=A-B.
11



Definice. 1.5.
Bud A = (a;) matice typu (m, n) a B = (bj) matice typu (n, p) nad télesem T.

Soucinem AB téchto matic (v tomto potfadi!) rozumime matici C = (cj) typu (m, p), kde
n
C; :Zaikbkj provSechnai=1,2,...,n,j=1,2,...,p (4, s. 42).
k=1
Soucin AB je definovan jen pro ptipad, Ze pocet sloupcti matice A se rovna poctu
tadk matice B. V jiném ptipadé nelze matice nad télesem T vynasobit. Ctvercové matice
A tadu n a B tadu n spliuji podminku, ze pocet sloupcii prvni matice A se rovna poctu

fadkt matice B. Je dokonce definovan i sou¢in BA. OvSem neplati rovnost AB = BA, tedy

soucin ¢tvercovych matic nad télesem T neni komutativni.

Piiklad. 1.4.
10 2 3
A= ,B=
baele s
2 3 8 9
AB = , BA=
(16 15] (10 9)

Vlastnosti nasobeni matic si shrneme v nasledujici véte 1.4.

Veta. 1.4.

Pro kazdé tfi matice A, B, C nad télesem T a pro libovolny prvek r € T plati,

kdykoli alesponi jedna strana rovnosti je definovana:
1. A(BC)=(AB)C,
2. (A+B)C=AC+ BC,
3. C(A+B)=CA+CB,
4. (AB)" =B'A",
5. (rA)B =A(rB) =r(AB).

Pro jednotkovou matici E a nulovou matici O a pro kazdou matici A nad télesem T

plati, kdykoliv leva strana rovnosti je definovéna:

12



6. AE=A EA=A

7. A0O=0,0A=0.

1.3. Hodnost matice

Definice. 1.6.
Necht” A je matice typu (m, n) nad télesem T. Hodnosti h(A) matice A budeme
rozumét dimenzi vektorového prostoru generovaného sloupci matice A (jako vektory

prostoru T").

Mizeme také fici, ze hodnost h(A) matice A typu (m, n) je &islo udavajici

maximalni pocet jejich linedrné nezavislych radkovych vektort.

Definice. 1.7.

Pfi praci s maticemi budeme sloupcovymi elementdrnimi ipravami rozumét:
Q) vynasobeni né&jakého sloupce nenulovym prvkem b € T;

(i) pficteni b-nasobku néjakého sloupce k jinému sloupci (ptitom b € T).
Podobné budeme fadkovymi elementarnimi Gpravami rozumét:

(i) vynasobeni n¢jakého fadku nenulovym prvkem b € T;

(i) pficteni b-nasobku néjakého fadku k jinému fadku (ptitom b € T).

Elementarni upravy (jak sloupcové, tak fadkové) matice neméni jeji hodnost.

Z nejcastéji pouzivanych metod vypoctu hodnosti matice je Gaussova eliminacni metoda.

Veéta. 1.5.
Ctvercovou matici A fadu n nazveme reguléarni pravé tehdy, kdyz plati h(A) = n.

Neni-li ¢tvercova matice A regularni, fikame, Ze je singulérni.

Priklad. 1.5.

a) regularni matice A fadu 3

13



11 1) (1 1 1) (1 1 1
A=[2 1 -1|-|0 -1 -3|~|0 -1 -3|, h(A)=3=n
32 1)10-1-2)loo0 1

b) singularni matice A fadu 3

11 1 11 1 11 1
A=|1 3 4|~-/0 2 5|~|0 2 -5,
2 4 3 0 2 5 0 0 O

h(A) = 2 # 3, tedy matice A neni regularni, je singularni.

Do této chvile byly definovany pojmy a operace, které se tykaly vSech matic typu
(m, n) nad télesem T. Ctvercové matice fadu n byly pouze specifickym piipadem téchto
matic. Dal$i podkapitoly budou vénovany podstatné ¢ésti studia ¢tvercovych matic fadu n

nad télesem T.

1.4. Determinant a subdeterminant

NeZ zavedeme pojem determinantu matice, pfipomenme nejdiive permutaci.

Permutace kone¢né mnoziny M = {1, 2, ..., n} je prosté zobrazeni mnoziny M na
sebe. Jestlize vpermutaci © je m(i) = r; pro kazdé i € M, potom zapisujeme
1 2 ... n
= nebo zkracené m = (ry, ra, ..., ) (9, s. 30).
L or ..r

Permutaci, v niz vzajemné zaménime dva ¢leny a vSechny ostatni ¢leny ponechame

beze zmény poradi, nazyvame transpozici pivodni permutace (1, s. 161).

Na mnozin¢, kterd ma n prvkda, je n! permutaci. Protoze kazdd permutace je
zobrazeni, mizeme permutace skladat. Permutace se nazyva suda, je-1i slozenim sudého
poctu transpozic. permutace se nazyva lichd, je-li sloZenim lichého poctu transpozic.
Znaménko permutace je 1, je-li permutace suda, -1, je-li permutace licha. PiSeme zn(n) =

=1, je-li permutace 7 suda a zn(n) = — 1, je-li permutace = licha (9, s. 30 a s. 32).

14



Mnozina vS8ech permutaci na mnoziné M = {1, 2, ..., n} je vzhledem k operaci

nasobeni permutaci grupa fadu n!. Tato grupa se nazyva symetrickd grupa permutaci

stupné n a znaci se Sy, (4, S. 55).

Definice. 1.8.
Bud’
a; a, a,
A— aZl a22 a2n
an1 an2 ann

¢tvercova matice stupné n nad télesem T. Determinantem matice A rozumime prvek

detA=) zn(r)a,a, ...a, telesa T, kde s¢itime pres viechny permutace

es,

1 2 ... n
ﬁ:(r ] , j mnoziny M = {1, 2, ..., n}. Determinant matice A budeme téZ
A AR

znacit symbolem detA nebo

& & ... &,
a 4, ... 4, (4 s 63)
a‘nl anZ ann
Veta. 1.6.
Pro libovolnou c¢tvercovou matici A = (&) stupné n nad telesem T plati

determinant detA = detAT, kde AT je matice transponovana k matici A.

Determinant trojuhelnikové matice A je roven soucinu prvkia hlavni diagonaly
a;. 'V specidlnim pripadé detE (determinant jednotkové matice) je roven 1 a detQ

(determinant nulové matice) je roven 0.
Metody vypoctu determinantu
Definice determinantu je pomérné jednoduch3, ale je nevhodna pro prakticky

vypocet. Metody vypoctu determinantu lze rozdélit podle radu n ¢tvercové matice.

15



Pro n = 2 existuji dvé permutace, kterym odpovidaji souciny prvki aia; a

apan. Druhy soulin ajpap; bude se znaménkem —1,

8y 8y

=8y, — 8,y -
ay Ay

Je patrné, Ze determinant matice fadu n = 2 se vypocte vynasobenim prvkl hlavni

diagonaly a odectenim soucinu prvkl vedlejsi diagonaly.

Pro n = 3 existuje jiz n! permutaci, tedy 3! = 6. Determinant ¢tvercové matice

tretiho fadu se vypocte pomoci metody, kterd se nazyva Sarrusovo pravidlo, tj.

a; dp
Ay 8y Oyg| = A 88 + 8,838y + 838,85, — 338,85 —8,;8p385 —81,8,,85;-
8y 8y g

Metoda vypoctu determinantu ¢tvercové matice fadu n nad télesem T se nazyva
rozvoj determinantu podle fadku. Nejdiive je ovSem nutné vymezit pojmy subdeterminantu

a algebraického doplflkuz.

Definice. 1.9.

Subdeterminantem (minorem) k-tého fadu matice A typu (m, n)® nazyvame
determinant takové matice, ktera vznikne z matice A po vypusténi tolika fadku a sloupct,
aby z ni zbyla ¢tvercova matice k-tého fadu (dil¢i ¢tvercova matice fadu n — k). Specialné
pro k = 1 ziskame subdeterminant fadu n - 1, My (prvni minor) pfislusny prvku ajx matice
A tadu n jako determinant matice, kterou dostaneme z matice A, vynechame-li v ni i-ty
radek a k-ty sloupec. Algebraickym doplnkem Ajx prvku aj matice A fadu n nazyvame

soudin subdeterminantu M a &isla (-1)".

Determinant detA ¢&tvercové matice A fadu n se rovna souétu soudinu, které
ziskdme, vyndsobime-li kazdy prvek nékteré fady jeho algebraickym doplitkem. Tomuto

postupu vypoctu determinantu detA fikdme rozvoj determinantu podle jedné fady.

2 Této metody Ize vyuzit pro libovolnou matici ¥adu n, prakticky je vhodna pro matice vyssiho fadu.
¥ Matice A nemusi byt nutn& &tvercova.
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Rozvoj determinantu podle i-tého fadku lze zapsat
detA=ZaikAk' provSechnai=1,2,...,n.
k=1
Analogicky lze dostat rozvoj determinantu podle k-tého sloupce

detA=ZaikAk’pr0 vSechnak=1,2,...,n.
i=1
Definice. 1.10.

. , . Al v P . . vz ry ’ .
Adjungovana matice adjA™ ke ¢tvercové matici A fadu n se nazyva takova matice,

ktera je transponované slozena z algebraickych doplikii matice A.

1.5. Invertibilita a inverzni matice

Tato podkapitola je vénovand inverzni matici, ktera je opét dilezitou soucasti

tématu ¢tvercovych matic nad télesem T.

Definice. 1.11.

Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak ¢tvercova matice Al fadun
se nazyva inverzni matici k matici A, jestlize AA™ = AA = E. Matice A tadu n, ke které

existuje inverzni matice, se nazyva invertibilni.

Veta. 1.7.

Ke ¢tvercové matici A fadu n nad télesem T muze existovat nejvyse jedna inverzni

matice A ¥adu n.

Zvéty 1.7 vyplyva, Ze ke kazdé Ctvercové matici neexistuje inverzni matice.
Ctvercova matice, k niZ existuje inverzni matice, je reguldrni matice. Nasledujici véta

vysvétluje vztah mezi invertibilni a reguldrni, resp. singularni matici.

Veéta. 1.8.

Jestlize je Ctvercova matice fadu n invertibilni, tj. existuje k této matici inverzni

matice, pak je také regularni. Jestlize matice neni invertibilni, pak je singularni.

4 Adjungovana matice se téZ znaci AA, nebo A.
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Pro vypocet inverzni matice se pouziva tzv. Gaussova metoda konstrukce inverzni
matice. Tato metoda je zaloZzena na tom, Ze regularni Ctvercova matici A spole¢né
s jednotkovou matici E pomoci elementarnich tuprav (definice 1.7) je pievedena na
jednotkovou matici E a jednotkova matice na inverzni matici A™. Vedle této metody je

mozné inverzni matici ziskat pomoci adjungované matice adjA a determinantu detA.

Veéta. 1.9.

Je-li tvercova matice A fadu n regulérni, potom A™ = (det A)fl adjA (9, s. 84)°.

Priklad. 1.6.

Urceme inverzni matici ke ¢tvercové matici A tretiho fadu, jestlize

1 2

Nejdiive je nutné urcit determinant matice A, ktery lze vypocitat rozvojem
determinantu podle prvniho fadku®, nebo Sarrusovym pravidlem, nebot matice A je
¢tvercova matice tretiho fadu. V tomto piikladé bude také pocitand adjungovand matice

adjA, proto volbou je rozvoj determinantu podle prvniho fadku.

-2 1‘+2.(_1)1+20 1
0 3 0

=1-(0-4)+(-2)-(0-3)+3-(0+6)=—4+6+18=20

1+1

detA=1.(-1) +3-(-1)"

0 -2
3 4|

Nyni zbyva vypocitat zbylé algebraické dopliiky pro prvky druhé¢ a tfeti fady.

2 3
4 0

1 3
30

2+2

‘: ~1-(-12) =12, A,, = (<)

‘:1-(—9):—9,

> Z tohoto vztahu je zfejmé, 7e determinant se nesmi rovnat 0.

® Rozvoj determinantu podle prvniho #adku je nejast&jsi volba.
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s |12 s |23

M= () -2 m =[5 Jore-e
32 |13 sz |12

n= () Jr ) 2o

Nyni lze slozit adjungovanou matici adjA,

-4 12 8
adjA=| 3 -9 -1]|.
6 2 -2

Matice A je regularni, protoze determinant této matice se nerovna 0. Pak existuje

7 . r . _1
také inverzni matice A,

-4 12 8
_1=$'adj =2—]6' 3 -9 -1
6 2 =2

Ové¢fit si tento vysledek je mozné Gaussovou metodou konstrukce inverzni matice:

2
-2
4

1 00 1 2 3|1 0O
0 1 0(~f0 -2 1|10 1 0|~
3 01 0 2 9|3 01
1 2 1 0 O 10 20 O |1 -3 3
~£0 -2 1 /0 1 O0f~0 -20 O |-3 9 1|~
0 -10|-3 -1 1 O 0 -10]-3 11

o b, W
w o O B+

10 0 0 ]-2 6 4 10 10 10
-0 =20 0 —391~0102%;—§;—(1).
0 0 -10|-3 -1 1 2 1
00 1|2 = =

10 10 10

. , . -1 , . . ..
Tedy inverzni matice A~ pomoci Gaussovy metody inverze matic se objevila na

misté jednotkoveé matice E. Po vytknuti 1/20 inverzni matice Al vypada takto:
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4 12 8
At-Ll3 o |
20
6 2 -2

2 Charakteristicky polynom ¢tvercové matice nad télesem T

Dulezité myslenky maticového poctu jsou spjaty s metodami vypoctu pohybu planet
a jejich satelitii. J. Kepleriiv popis slunecni soustavy a jejiho chodu byl postaven na
geometrickém zaklade. Behem 18. stoleti upresnovali astronomove, fyzici a matematici
teorii pohybu jednotlivych téles slunecni soustavy a postupné budovali jeji matematicky
model. Pohyb planet a jejich satelitii je ovlivnén nejen pritazlivosti Slunce, ale i
pritazlivosti ostatnich téles slunecni soustavy. Vzajemna gravitacni piisobeni jednotlivych
teles zpusobuji mensi ci vetsi odchylky jejich drah od idedlnich eliptickych orbiti.
Zavaznou otdzkou, kterda se v této souvislosti objevila, byla stabilita slunecni soustavy.
V druhé poloviné 18. stoleti byla zkoumana zejména dlouhodoba periodicita odchylek,
ktera se stabilitou slunecni soustavy uzce souvisi. Matematicky popis této problematiky
vedl na reseni soustav linearnich diferencialnich rovnic. PFi reSeni téchto soustav hraje
duleZitou roli tzv. charakteristicka rovnice prislusné matice. Astronomové, fyzici a

matematici ji nazyvali sekularni rovnice. Jednalo se o rovnici
det(A —AE) =0,

kde matice A je sestavena z cisel danych studovanym problémem a matice E je jednotkova.
Polynom stojici v této rovnici na levé strané se nazyva charakteristicky polynom matice A,
Jjeho koreny jsou vlastni c¢isla matice A, s kazdym viastnim cislem matice A jsou spjaty
viastni vektory. Problém charakteristické rovnice se objevil jiz v 18. stoleti, jesté drive nez
existovala teorie matic. Vyse zminénymi problémy nebeské mechaniky se zabyvali L. Euler,

J. — B. le Rond d’Alembert, J. L. Lagrange, P. S. Laplace (3, s. 199 — 200).

Po nahlédnuti do historie pojmu charakteristického polynomu nebude slozité

pochopit ani souc¢asnou definici.

Definice. 2.1.
Necht’ A je ¢tvercova matice nad télesem T a Cislo A € T. Charakteristickou matici

matice A budeme rozumét A-matici AE — A, charakteristickym polynomem matice A
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determinant jeji charakteristické matice, tj. det (AE — A). Kofeny charakteristické¢ho
polynomu matice A se nazyvaji vlastni ¢isla matice A. Nasobnosti vlastniho ¢isla budeme
rozumét jeho néasobnost jako kofene charakteristického polynomu. Spektrem matice A
budeme nazyvat soubor utvoreny z vlastnich ¢isel; kazdé vlastni Cislo se v ném vyskytuje

prave tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost (2, s. 219).

V definici zaznély jiz v ivodu zminéné pojmy. U charakteristického polynomu
matice A je mozné pocitat determinant z A-matice A—AE, aniz by se zménily jeho kofeny,
tj. vlastni ¢isla, které pak tvoii spektrum matice A. Téleso T urcuje, jak spektrum matice A

bude vypadat.

Priklad. 2.1.

Urcete vlastni Cisla ¢tvercové matice A, jestlize

-1 -3 -3
A= 2 -1 2
-2 3 0

Nejprve vytvorime A — matici A — AE:

-1 8 3) (4 0 0 -1-24 -3 3
A-1E=| 2 -1 2 |-|0 A O|= 2 -1-1 2
-2 3 0 0 0 4 -2 3 -1

Nyni kdyz mame charakteristickou matici matice A, vypocteme jeji determinant:

1-24 -3 -3
2 —1-2 2|=2+22*-51-6=(1-2)(2+1)(2+3).
2 3 -2

Vlastni &isla jsou pak kofeny charakteristického polynomu A° + 202 — 50 — 6, tedy
)\,1:2,7\,2:_ 1 37\,3:_3.

Pro porovnani jak vysledki, tak ¢asové narocnosti pfiklad 2.1 vypocteme pomoci
matematického programu Wolfram Mathematica®7 (obr. 1). Nejdtive si ukazeme, jak

vypocitat charakteristicky polynom.
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Obrazek 1

nzl= CharacteristicPolynemial [{{-1, -3, -3}, {2, -1, 2}, {-2, 3, 0}}, %]

y |
gl B+ 5x-2x° - x°

Zadani piikazu se sklada z nazvu CharacteristicPolynomial[m, x], kde m je matice

A rozepsana po jednotlivych fadkovych vektorech a proménna x, ktera ptredstavuje Cislo A.

3

Vysledek matematického programu je tedy Pa (x)=6+5x- 2x*=x* a vysledek,

ke kterému se doslo pisemnym postupem, je P, (/1) =1°+24°-51-6.

Rozdil ve znaméncich vysledkli je zpiisoben vypoctem charakteristické matice.
Matematicky program bere za vychozi charakteristickou matici A-matici AE - A, u druhého
vysledku jsme vychazeli z A-matice A - AE. Tento rozdil ov§em nehraje Zadnou roli pro
vypocet vlastnich &sel. O tom se piesvédéime opét pomoci programu Mathematica™ 7

(obr. 2) a vstupu Eigenvalues [m]:

Obrazek 2
nz= EBigemvalues [{ {-1, -3, -3}, {2, -1, 2}, {-2, 3, 0}}]
outiz= {-3, 2, -1}

Veta. 2.1.

Vlastni ¢isla horni, resp. dolni trojihelnikové matice A fadu n jsou rovna prvkiim

hlavni diagondly, nebot’ charakteristicky polynom ma tvar
Pa(2) = (2 =2)(8 =2)- (8 = 4).

V této kapitole byly také zminény vlastni vektory, které zavisi na vlastnich cislech

charakteristického polynomu.
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Definice. 2.2

Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T a A€T jeji vlastni ¢islo. Vlastnim
vektorem matice A, ktery piislusi vlastnimu ¢islu A, budeme rozumét kazdy nenulovy
vektor €T", pro ktery plati A - 2" =A - z" (1, s. 230).

Rovnost A - " =\ - 2" znamena rozepsana po slozkach toto:

(A—ay)X +a,X, +...+a,X, =0,
X, +(A =8y ) X, +...+ 8, X, =0,

2n"*n
ayX, +8,% +...+(A—-a,)x, =0.

Tedy vlastni vektor x je feSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s A-matici

AE - A

Priklad. 2.2.

V predeslém piikladu jsme ur¢ili vlastni ¢isla matice

-1 -3 3
A=l 2 -1 2
-2 3 0

Byla to ¢isla A1 =2, A= —1 a A3 = —3. Nyni ur¢ime vlastni vektory naleZejici témto
vlastnim ¢islim. Pro A3 = 2 feSime homogenni soustavu linearnich rovnic ve tvaru

(2E—A)-2, = 0:

2 00) (-1 -3 -3 (3 3 3
(2E-A)=|0 2 0|-|2 -1 2|=|2 3 -2
002/ (23 0) (2 32

3 3 3) (3 3 3) (3 3 3

111
-2 3 -2|~-/0 15 0|~|0 15 0|~|0 1 O]
2 -3 2 0 -15 0 0 0 O 0 00

23



Ziskali jsme rovnice X3 + X2 + X3 = 0, X = 0, zvolme x3 = 1, pak x; = —1. Vlastni
vektor x je libovolny nenulovy nasobek k vektoru (—1, 0,1). Vlastni vektor pro A; miize byt
napiiklad 2, = (-1, 0, 1).

Stejnym postupem spocitame vlastni vektory %, 3 pro A = —1 a pro Az = —3, které

se rovnaji napiiklad 2, = (-1, -1, 1), 3= (0, -1, 1).

Program Mathematica®™ 7 je opét rychly a pom&mé jednoduchy, pro zadani postaci

matice A rozepsana na fadkové vektory (obr. 3).

Obrazek 3

1= BElgenvectors [{{-1, -3, -3}, {2, -1, 2}, {-2, 3, 0}}]

Tento matematicky program nabizi i funkci EigenSystem [m], ktera jiz vypocte

nejen vlastni ¢isla, ale také k nim nalezejici vlastni vektory (obr. 4):

Obrazek 4

2= Elgensystem[{{-1, -3, -3}, {2, -1, 2}, {-2, 3, 0}}]

:--:= II_BfEI_lIfI:I::lr_ln’;.I |_lr :l.'-—'ll_l.' —l_, llll

V prvni sloZzené zavorce se nachazeji vlastni ¢isla a v dalsi slozené zavorce vlastni
vektory K témto vlastnim ¢islim. Je nutné dodrzet pofadi vlastnich ¢isel a vektort, tedy pro
M = —3 je vlastni vektor x; roven (0, —1, 1), pro A, = 2 vlastni vektor X, = (=1, 0, 1) a

posledni A3 = —1 ma vlastni vektor xz = (—1, —1, 1).
Vlastni ¢isla a vlastni vektory maji n€které vlastnosti, které 1ze shrnout takto:

Véta. 2.2.

Necht’ A, B jsou ¢tvercové matice t¢hoz fadu nad télesem T.

Q) Jestlize A je vlastni ¢islo matice A a x prislusny vlastni vektor, potom pro
kazdé ptirozené Cislo K je A vlastni ¢islo matice A a & je prislusny vlastni

vektor.
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(i) Matice AB a BA maji stejna vlastni ¢isla.

Véta. 2.3.

Necht' A je matice fadu n nad t€lesem T. Jsou-li Xj, ---, Xy linearné nezavislé
mnoziny vlastnich vektorti pfislusnych po fadé navzajem rtiznym vlastnim ¢isliim Ag, -+, Ak

matice A, je mnozina X = X; U --- U X linearné nezavisla. (2, s. 234)

3 Podobnost matic

Velmi dutlezitou casti teorie matic tvoii poznatky o podobnosti matic, které uzce
souviseji s problematikou kanonickych tvari. Velky vyznam v této ¢asti zaujimaji vlastni

Cisla a vlastni vektory.

Definice. 3.1.

Necht’ A, B jsou ¢tvercové matice t€hoz fadu nad télesem T, pak budeme ftikat, ze

matice A, B jsou podobné, jestlize existuje regularni matice C nad télesem T, takova, Ze
A=C'BC.” (2, 5. 235)

Relace podobnosti matic je ekvivalence. Je totiz reflexivni, symetricka a tranzitivni.

MiiZzeme také psat A = B, tedy:
) reflexivni (A = A),
i) symetricka (A = B =B = A),
iii)  tranzitivni A= BAB=C=> A= ().

Véta. 3.1.

Jsou-li matice A a B podobné, pak
1) jsou stejného tadu,
i) hodnosti obou matic jsou totozné,

iii) determinanty obou matic jsou totozné,

" Nezalezi, zda v této definici piSeme inverzni matici vlevo nebo vpravo, tj. A = CBC™.
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1v) charakteristické polynomy obou matic jsou totozné, tj. pa(r) = pe(A),

V) vlastni &isla obou matic jsou stejna.?

1.1. Metoda zjisténi podobnosti matic.

Nasim ukolem je zjistit, zda jsou matice A a B fadu n podobné a v kladném ptipadé

najit n¢jakou regularni matici C, pomoci které se podobnost matic realizuje.

Rovnost A=C'BCje ekvivalentni srovnici CA=BC, pokud matice C je
regularni. Prvky matice C bereme jako nezndmé. Maticova rovnost CA=BC po
vynasobeni piejde v soustavu n? linearnich rovnic o n* neznamych. P¥i feseni této soustavy
musime mit na paméti, ze hledana matice C musi byt regularni. Stac¢i najit jediné feseni,

tedy nemusime najit v§echny matice C, pro které plati rovnost CA =BC.

Priklad. 3.1.

Zjistéme, zda redlné matice

-2 1 -10 4
A= , B=
0 3 26 11
jsou podobné, a pokud ano, naleznéme regularni matici C.

Charakteristické polynomy matic A a B jsou:

A+2 -1

. ﬂ_s‘z(mz)(z—s),

A+10 4

26 /1_111=(/1+1O)(/1—11)+104=(/1+2)(/’t—3).

Ob¢ A-matice maji stejny charakteristicky polynom a také vlastni ¢isla. Matice A a

B mohou byt podobné. Nyni musime najit matici C:
X
C ) ( yJ ,
z t

® Tato tvrzeni jsou nutné podminky podobnosti matic, ne viak postacujici.
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X y\-2 1 —2X  X+3y
CA = = ,
z t)L0 3 -2z 1+3
co -10 -43)(x y)| (-10x-4z -10y-4t
l26 11)lz t) | 26x+11z 26y+11z)°
Pak ziskdvame soustavu linearnich rovnic:
—2x=-10x—-4z,
X+3y =-10y —4t,
—27 =26x+11z,
Z+3t=26y+11t.
Po jednoduchych tpravach dostavame soustavu dvou rovnic:
X+3y+4t=0,

2Xx+2z=0.

Pti feSeni této soustavy linearnich rovnic nesmime zapomenout, Ze hledané prvky X,

y, z, t matice C musi byt zvoleny tak, aby matice C byla regularni. Tedy

X=-=12,
2

zvolime z = 2, pak x = —1. Pro druhou rovnici

_1-13y
4

t

vyhovuje zvolené y =1 at=—3.

Matice C a k ni inverzni matice C* jsou
-1 1 L, (-3 -1
C= ,C = :
2 -3 -2 -1
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Snadno lze ovéfit, Ze matice C je regularni® a pro tuto matici plati rovnost

A=C'BC.
Na tomto piikladu si mizeme také ovéfit, ze skuteCné nezalezi na tom, z které

strany matici B néasobime inverzni matici C*. Pak fe$ime rovnost A=CBC™. Tato

rovnost je ekvivalentni s rovnosti AC=CB. Matice C je pro nas opét neznama s prvky X,

Y, Z, t a dostavadme soustavu linearnich rovnic:

—2X+7=-10x+26Yy,
-2y +t=-4x+11y,
3z =-10z + 26t,

3t=—-4z+11t.

Po jednoduchych tpravach dostavame soustavu dvou rovnic:

z=2t,
4x—-13y =-1.

Zvolime t = 1, pak z = 2. Pro druhou rovnici volime y = 1 a x = 3. Matice C a k ni

oz o3 3

Matice C je regularni, nebot’ jeji determinant je roven jedné. Nyni si miizeme oveéfit

inverzni matice C™* jsou

rovnost A=CBC™ Mame matice A, B, C, C™:
2 1 -10 -4 3 1)
A= ,B= ,C= ,Ct=
0 3 26 11 2 1
4 -1 L (21
CB= ,CBC™* = =A
6 3 0 3

® Determinant matice C se nesmi rovnat nule.
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Timto jsme se presvédcili, ze matice A a matice B jsou podobné.

Zasadni vétou tykajici se podobnosti matic je Cayleyova — Hamiltonova véta. Tato

vevr

(Memodr teorie matic) z roku 1858. V Memodru teorie matic chybél vsak ditkaz. 19.
listopadu 1857 byl uverejnén dopis, ktery napsal A. Cayley J. J. Sylvestrovi. Zacina slovy |
have just obtained a theorem which appears to me very remarkable (Prdvé jsem ziskal
vetu, ktera se mi zda velmi vyznamna.) a prave v tomto dopise Cayley uvedl svuj ditkaz pro

matici druhého radu a ukazal dokonce zobecnéni tohoto tvrzeni.

Véta. 3.2. Cayleyova — Hamiltonova™®
Kazda matice fadu n vyhovuje svému charakteristickému polynomu (anuluje svij

charakteristicky polynom), tj. plati p,(A)=0(4,s. 32).

Priklad. 3.2.

Je dana matice A, jestlize

Jeji charakteristicky polynom je

pa(2)=2°—247+72-10,
pak p,(A)=A’-2A% +7A-10E

Jednoduchymi vypocty ziskame matice A A

-9 9 -8 -6 1 3
AP=-19 6 7 ||A’=|1 -2 7
12 -1 -1 -1 3 -2

Po dosazeni do rovnosti pro pa (A) dostdvame

19'v&ta nese Hamiltonovo jméno, nebot’ vyjadiil obdobnou vétu.
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9 9 -8) (-12 2 6) (7 -7 14) (10 0 0
P.(A)=|-19 6 7 |-| 2 -4 14|+ 201 0 7|-[0 10 O |=
122 -1 -1) 2 6 —4) (-4 7 7)|0 0 10

Il
o O O
o O O
o O O

4  Jordaniv kanonicky tvar matice

Camille Marie Ennemond Jordan (1838 — 1922)

C. M. E. Jordan byl francouzsky matematik, ktery

vyznamné zasahl do vyvoje linedrni algebry. Vroce 1855

nastoupil jako student matematiky na Ecole Polytechnique a od

roku 1873 zde také zacal prednaset. Od roku 1916 byl

prezidentem Akademie véd. C. Jordan zaved! kanonicky tvar.

Matice, kterd jeho kanonickému tvaru odpovidala, byla sloZena
Z bunek, které mély na hlavni diagondle prislusné vlastni ¢islo a na rovnobezné linii pod ni
totéz vlastni cislo (misto obvyklych jednicek). Soucasny kanonicky tvar nese Jordanovo

jméno az po jeho smrti jako ocenéni prace tohoto matematika.

Definice. 4.1.

Ctvercova matice tvaru

0 0 O
1 2 0 O
0 O A0
0 O 1 2

se nazyva Jordanova bunkall (na diagonale je prvek A, na rovnobézné linii pod diagonalou
jsou jednicky). Diagonalni blokova matice, jejiz bloky na diagonéle jsou Jordanovy buiky,

Se nazyva Jordanova matice.

1 t¢7 Jordantv blok, Jordanovo pole
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Jordanovu matici je mozné definovat jako matici tvaru

A 0 0

ee 4, O

0 e 4 ,
0 0 0 ... e, 4,

ktera spliiuje tyto dvé podminky: pro kazdé¢ i =1,...,n—1je

)] ei=0neboe=1;

i) jestlize €j = 1, potom A = Ajs1.

Jordanovu buiku dostaneme v piipad¢, kdye; = e, =... =e 1 = 1.

Priklad. 4.1.
Matice jsou Jordanovy matice, prvni je tvofena dvéma Jordanovymi buikami,

druha tfemi:

O O O, N
o O+ N O
O O N O O
R W O O O
w O O o o
O O O, N
O O O N O
O O N O O
R W O O O
w O O o o

Definice. 4.2.

Necht’ A je ¢tvercovd matice nad télesem T. JestliZze existuje Jordanova matice J
nad télesem T, takova, Ze matice A a J jsou podobné, potom fikdme, ze matice A ma nad

t&lesem T Jordandv kanonicky tvar'? J (2, s. 245).

Veta. 4.1.

Nad algebraicky uzavienym té€lesem ma kazda matice Jordantiv kanonicky tvar. (2,
S. 245)

12 Kanonicky tvar je tvar, ktery jednoznaéné& prezentuje dany objekt.
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Veéta 4.1 1ikd, ze matice A nemusi mit Jordanv kanonicky tvar nad télesem T, ale

potom ma Jordaniiv kanonicky tvar nad néjakym nadtélesem T~ télesa T.

4.1. Diagonalizovatelnost matice

Definice. 4.3.

Matice A fadu n se nazyva diagonalizovatelna, pravé kdyz existuje regularni matice

T takova, e plati A=TDT™, kde D je diagonalni matice (5, s. 37).

Véta. 4.2.
Matice A tadu n je podobna diagonalni matici pravé tehdy, kdyz ma n linearné

nezavislych vlastnich vektoru (9, s. 136).

Veéta. 4.3. (Postacujici podminka diagonalizovatelnosti)
Jsou-li g, Ay, ..., Ay vesmés ruzna vlastni ¢isla matice A fadu n, pak prislusné
vlastni vektory Xi, X-..., Xn jsou linearné nezavislé a tudiz matice A je podobna matici

diagonalni (5, s. 37).

Véta. 4.4.

Kazda matice A fadu n je podobna nékteré Jordanove matici, tj. plati

A=TJT?, kde detT #£0.

4.2. Metoda nalezeni Jordanova kanonického tvaru a transformacni

matice T

V této podkapitole se budeme postupné veénovat piikladdm hledani Jordanova

kanonického tvaru a zaroven transformac¢ni matice T.

Veéta. 4.5.

Necht ¢tvercova matice A fadu n ma navzajem riizna vlastni ¢isla A, Ay, ..., Ay Ke

kazdému vlastnimu ¢islu Aj zvolme vlastni vektor h;. Potom matice J = diag (A4, 4,,...,4,)
a matice T ma sloupce hy, hy,..., hn.
Musime si uvédomit, Ze pocet linedrné nezavislych vlastnich vektor piislusnych

ke vSem navzajem riznym vlastnim Cislim matice A je roven poctu bunék jejiho
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Jordanova kanonického tvaru. Pocet linedrné nezavislych vlastnich vektort zjistime

pomoci uréeni hodnosti matice (ME — A), kdei =1, 2,...,n.

Priklad. 4.2.

Uréeme Jordantv kanonicky tvar a transforma¢ni matici T matice A, jestlize

1 0 3
A=|-2 3 7|
0 0 -2

Charakteristicky polynom matice A je roven:
Pa(A)=2"-22%-51+6=(1-3)(1-1)(1+2).

Vlastni ¢isla jsou A1 =3, A, = 1, A3 = —2. Vlastni vektory naleZejici témto vlastnim

¢isliim nalezneme reSenim homogennich soustav linearnich rovnic
(3E—A)hlT =0', (1E—A)h2T =0', (—2E—A)I‘13T =0'.
Pro vlastni ¢islo A = 3 vypocet vlastniho vektoru vypada takto:

-3 2 0 -3 2 0 3
7|~/0 0 10|~/0 O 10|
5 0 0 5 0 0 O

2 0

2 0

00

Rad A-matice n je roven 3 a h(A) = 2, z toho vyplyva, Ze pro A; existuje jeden
linearné nezavisly vlastni vektor (n - h(A) = 1). Resime homogenni soustavu linearnich
rovnic 2h —3h, =0, 10h, =0. Potom slozky h; a hs vlastniho vektoru se rovnaji 0 a slozku
h, mizeme zvolit napt. 1. Vlastni vektor h; pro vlastni ¢islo A3 = 3 muze byt (0, 1, 0).
Vlastni vektory nikdy nesmi byt nulové vektory. Stejny postup zopakujeme i pro dalsi

vlastni ¢islo A, = 1:

0 0 -3 2 2 7 2 2 7
2 -2 7|~/0 0 -3|~|0 0 3]
0 0 3 0 0 3 0 0 O
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Opét pro vlastni ¢islo A = 1 Ize najit jeden linedrné nezavisly vektor a feSime
homogenni soustavu linearnich rovnic 2h —2h, +7h, =0, —3h, =0. Pak slozka hz = 0, za

h, zvolime 1 a slozka h; = 1. Vlastnim vektorem je libovolny nenulovy k-nasobek vektoru

h, = (1, 1, 0). Zbyva vypocitat posledni vlastni vektor hs pro ¢islo A3 = —2:

-3 0 -3 2 5 7 2 5 7
2 5 7|~-/1 0 1|-10 -5 5|
0 0 O 0 0 O 0 0 O

I pro posledni vlastni ¢islo A3 existuje jen jeden linearn¢ nezavisly vlastni vektor,
ktery ziskdme vypoétem soustavy rovnic 2h —5h,+7h, =0, —5h, +5h, =0. Pokud
zvolime slozku h; = 1, pak dostaneme h, = 1 a slozku h; = —1. Vlastni vektor hz pro
vlastni ¢islo A3 = —2 je vektor (=1, 1, 1). Jordanova matice J a transformacni matice T

vypadaji takto:

-1

o = O

—

Il
o = O
o -
= e

Jordanova matice J v tomto piikladu je také diagonalni matice. Zda Jordandv tvar

matice bude diagonalni, zavisi na poctu nalezenych linearné nezavislych vlastnich vektora.

Ptestoze piiklad 4.2 byl jednim z nejjednodusSich vypocth Jordanovy matice a
transformacni matice, Casov€ je jiz ndrocny a to diky stidle opakovanému postupu pro
jednotliva vlastni ¢isla. Matematickému programu Mathematica® 7 tento vypocet trva
pouhou chvili. Pomoci jedné funkce JordanDecomposition [m] lze ziskat nejen Jordantv

tvar matice, ale také transformacéni matici (obr. 5).

Obrazek 5

2= JordanDecomposition[{{1, 0, 3}, {-2, 3, -7}, {0, 0, -2}}]

oue= {{{-1, 1,0}, {1, 1, 1}, {1,0,0}}, {{-2,0, 0}, {0,121, 0}, {O,0, 3}}}

7= Map[MatrixForm, %]

o
[

D"| f -2
‘ o |}
.I \

1
1
0

[=J =]
(== e = |

=R~
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Pro ptehlednost nabizi tento program piikaz, kterym je mozné jednotlivé fadkové

vektory obou matic piepsat v maticovém tvaru (Input [7], obr. 5).

Priklad. 4.3.

Uréeme Jordantiv kanonicky tvar a matici T matice A, jestlize

-2 1 1
A=1 -2 1
1 1 -2

Charakteristicky polynom této matice je roven P, (l):l(ﬂ+3)z. Vlastni ¢isla

pak jsou A; = 0 a ndsobné A, 3 = —3. Vlastni vektory pro tato vlastni Cisla nalezneme

feSenim homogennich soustav linedrnich rovnic:
1. (OE-A)h", =0",
2. (—3E—A)hT2’3 =0'.
ad 1.

2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1
-1 2 -1,~-/0 3 3|-|0 1 -1|~-]0 1 -1
-1 -1 2 0 -3 3 0 -1 1 0 0 O

Rad matice A n, resp. matice (OE — A) je roven 3 a h(OE—A) = 2, z toho vyplyva,
ze pro vlastni ¢islo 0 existuje jeden linearné nezavisly vlastni vektor. Nyni feSime tuto
homogenni soustavu linearnich rovnic: 2h, —h,—h, =0, h,—h,=0. Zvolime h; = 1 a

ziskame hy =1 a hy = 1. Vlastni vektor pro vlastni ¢islo 0 je hy = (1, 1, 1).
ad 2. Zopakujeme postup pro ndsobné vlastni ¢islo —3,

-1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1|-f0 0 O
-1 -1 -1 0O 0 O

Jelikoz fad matice (—3E — A) je roven 3 a hodnost matice h(—3E — A) = 1, existuji

dva linearn¢ nezavislé vlastni vektory.
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Nyni fesime linearni rovnici —h, —h, —h, =0. Pro volbu h; = 0, h, = —1 dostavame
h; = 1. Vlastni vektor je tedy h, = (1, —1, 0). Pro volbu hz = —1 a h, = 0 dostavame h; = 1.
Pak vlastni vektor je hg = (1, 0, —1). Jelikoz jsme nasli téi linearn¢ nezavislé vektory,
Jordanovu matici tvofi tfi Jordanovy bunky. Pak Jordantiv kanonicky tvar J a

transformacéni matice T vypadaji takto:

0 0 O 1 1 1
J={0 -3 0, T=|1 -1 O
0 0 -3 1 0 -1

Na ptikladu 4.3 je patrné, ze Jordanova matice J mtize byt diagonalni i tehdy, kdyz
matice A ma nasobna vlastni ¢isla (viz véta 4.3). Jesté poznamenejme, Ze v matici J lze
zvolit pofadi vlastnich ¢isel na diagonale libovolné, ale této volbé musi odpovidat skladba

vlastnich vektorti v matici T.

Pro kontrolu piikladu 4.3 opét Ize pouzit Mathematica®™ 7 (obr. 6).
Obrazek 6

2e= JordanDecomposition [{{-2, 1, 1}, {1, -2, 1}, {1, 1, -2}}]
Ouwe}= {{{-1, -1, 1}, {0, 1, 1}, {1, 0, 1}}, {{-3, 0,0}, {0, -3, 0}, {0, 0, 0}}}

o= Map[MatrixForm, %]

1 -1 1} 3 0
=]' 0 1 1 o -3 0
1 0 1)/ o 0 o

Vlastni vektory pro nasobné ¢islo —3 neodpovidaji znaménkem, nebot’ pro urceni
téchto vektorti zalezi na volbé slozek a vlastni vektor je libovolny nenulovy k nasobek
vektoru (—1, 0, 1) a rovnéz (—1, 1, 0). V tomto piiklad¢ vlastnimi vektory jsou také

vektory, jejichz nasobek k je roven —1.

Piesvédéit se o tomto tvrzeni mizeme diky programu Mathematica® 7 (obr. 7).
Vstup [1] je zadani pro vypocet inverzni matice T™ (Vystup [1]) k transforma&ni matici T.
Vstup [6] je rozepsany vzorec TIT . Vzhledem k tomu, Ze Jordanova matice J je podobna

matici A, soucin se musi rovnat ptivodni matici A (Vystup [6]).
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Obrazek 7

J— |'|';f .
15

] .

Inverse[{{1, 1, 1}, {1, -1, 0}, {1, 0, -1}}]

1,1 e
L T

L
e
Led

et

== {{1, 1, 1}, {1, -1, 0}, {1, 0, -1}}.
1 1 1 2 1

{{o, 0, 0}, {0, -3, 0}, {0, O, _3}}.{{%, o~ 5}. {5' -5 %} {% < —g}}

» {1, 1,

-2})

4.3. Zobecnéné vlastni vektory

V této podkapitole se budeme vénovat ptipadiim, kdy ¢tvercova matice fadu n ma
k-nasobné vlastni ¢islo A, pro které nelze pomoci homogenni soustavy linearnich rovnic

urcit k linearné nezavislych vlastnich vektora.

Véta. 4.6
Necht' A je matice fadu n nad t&lesem T a J = T?AT Jordaniv kanonicky tvar
matice A. Matice A je matici néjakého endomorfismu f prostoru V = T" vzhledem ke
kanonické bazi tohoto prostoru, matice T je matici pfechodu od né&jaké baze N = {h;,

ho,..., h} ke kanonické bazi prostoru V, matice J je matici endomorfismu f vzhledem
k bazi N.

Definice. 4.4.

Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n. Matice A je podobna matici

A 0 ... 0 O A 1. 0 0
1 0 0 0 0 O
J= 1 0 O |,resp.d=|... ... ... ... .|,
0 O A1
0 0 1 2 0O 0 ... O

ti. A=TJT", kde matice J je Jordanova buiika a matici T skladdme po sloupcich
z vektorG hi, hy, .., hx pravé tehdy, kdyz matice A ma k-nasobné vlastni Cislo A.
Usporadana k-tice vektorti hy, hy, ..., hg se nazyva fetézec zobecnénych vlastnich vektort

matice A pfislus$ny vlastnimu ¢islu A, jestlize plati
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(A-AE)h; =o',
(A-ZE)h, =H],

(A-2E)h] =h],
(A-ZE) =h],

resp.

(A-ZE)h =0,
(A-2E)h; =h/,

(A-AE)N, =h],,
(A= AE)N =h!,.

Vektor hy je vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu, pro kazdé j = 1, 2,..., kse
vektor hj nazyva j-ty zobecnény vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu ¢islu A. Pocet

vektori v fetézci, tj. ¢islo k, se nazyva délka fetézce.

Véta. 4.7.

Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n a hy, ha, ..., hy fetézec zobecnénych vlastnich

vektorll piislusny vlastnimu &islu A. Potom mnoZina vektord {h,h,,....h}je linearng

nezavisla (9, s. 144).

Vztah, ktery plati pro fetézec zobecnénych vlastnich vektort, vychéazi z véty 4.6.
Jde o ptepis do maticového tvaru vztahu vektora hy, h, ..., hx baze N a jejich obraza f(hy),

f(hy), ..., f(hy):

f(h)=2h,
f (hk_l) =Ah_, +h

.f (h)=2h +h,.

Tento vztah Ize analogicky zapsat pro Jordanovu buiiku J, ktera ma jednicky na

rovnobézné linii nad diagonalou.
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Priklad. 4.4.

Naleznéme matici J a transformacni matici T matice A, jestlize

i
o o K
o K
N B e

Nejdtive uréime charakteristicky polynom, tedy vypocteme det(AE — A),
pa(A)=det(A-2E)=(1-1) (2-2).

Vlastni ¢isla matice A pak jsou dvojnasobné vlastni ¢islo 1 a 2. Nyni uréime

linedrné nezavislé vlastni vektory ptislusné vlastnimu ¢islu 1, nasledovné pro vlastni ¢islo

2. Zaprvé feSime homogenni soustavu linearnich rovnic pro A3 2 = 1: (A— E) hsT =0,

0
0
0

o O O
o O

1 11
1(~ 0 1|
1 00
Dostavame soustavu dvou rovnic: h, +h, =0, h, =0. Slozka h3 = 0, pak h, = 0 a
napt. h; = 1. Vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu 1 je napt. vektor h, = (1, 0, 0). Pro

nasobné ¢islo Aq, 2 jsme pomoci homogenni soustavy linearnich rovnic ziskali pouze jeden

vlastni vektor. Druhy vlastni vektor h; dostaneme ze vztahu pro fetézec zobecnénych

vlastnich vektorti (A—E)h| =h,,

0111 01 1]1
0 01({0(~0 0 1]0].
0 010 0 0 0|0

Dostavame soustavu dvou linearnich rovnic: h,+h, =1, h,=0. Pakh3 =0,h,=1a

napft. h; = 0. Ur¢ili jsme druhy vlastni vektor h; = (0, 1, 0).

Jelikoz jsme ziskali pro dvojnasobné vlastni ¢islo zobecnéné vlastni vektory hj, hy,

fetézec zobecnénych vlastnich vektori o délce 2, bude Jordaniv kanonicky tvar:
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o
Il

o b

o o

N O O

Nyni jiz zbyva ur€it vlastni vektor hz pro vlastni ¢islo A3 = 2. Vychazime opét

z homogenni soustavy linearnich rovnic (A-2E)h; =o',

-1 1 1
0 -1 1,
0 0 O

Nyni ur¢ime jednotlivé slozky vektoru hs, —h +h, +h, =0, —h, +h, =0. Zvolime
slozku h =1, pak slozka h, = 1, h; = 2. Vektor hs = (2, 1, 1) je vlastni vektor piislusny
Cislu A3 = 2. Transformacni matice T poskladana z vektort hj, hy, hs po sloupcich vypada

takto:

—
Il

o — O

o O -

N

V matematickém programu Mathematica™ 7 (obr. 8):

Obrazek 8

[1}= JordanDecomposition [{{1, 1, 1}, {0, 1, 1}, {0, 0, 2}}]

R P i n RS 1 n n n
owi= {{{1, 0, 2}, {0, 1, 1}, {0, 0, 1}}, {{1, 1,0}, {0,121, O}, {0, 0, 2}}}

2= Map [MatrixForm, %]

0 2 (1 1

‘10 {
‘D 1 l‘,
Voo 1) |

Také na tomto ptikladu jsme se presvédcili, ze pfedevS§im zalezi na tom, aby vlastni

0
1 0|
2

[ I = I

.
I_F

vektory sloZené po sloupcich matice T odpovidaly pfislusnému vlastnimu ¢islu A.

Prestoze u vypoctu vlastnich c¢isel matice A fadu n se mize vychazet

z charakteristického polynomu p, (1) =det(A—AE), nebo p, (1) =det(AE—A), u fetézce
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zobecnénych vlastnich vektori je tfeba toto zohlednit. Pak vztah piepsany do maticového

tvaru je

(ﬂE—A)h; =0',
(lE _A) hey=-h,
(ZE-A)h] =-h!,
(AE-A)h =-h].

Priklad. 4.5.

Naleznéme Jordantv kanonicky tvar J a transformacni matici T matice A,

0 -4 0
A=[1 -4 0
1 -2 -2

Charakteristicky polynom ur¢ime jako det(AE — A), p, (ﬁ,) = (/1 + 2)3 . Nalezli jsme

trojnasobné vlastni ¢islo A1, 2, 3 = —2. Nyni se pokusime urcit vlastni vektory ptislusné
nasobnému vlastnimu ¢islu —2 pomoci homogenni soustavy linearnich rovnic, tj.

(2E-A)h" =o',

-2 4 0 -2 4 0 -1 2 0
-1 2 0|~]0 0 0|~ 0 O O}
-1 20 0 0O 0 00

JelikoZ fad A-matice je roven 3 a hodnost této matice je 1, nalezneme dva linearné

nezavislé vektory a Jordanova matice J ma dv¢ bunkys, tj.

-2 0 0
J=|1 -2 0
0O 0 -2

Zacneme s nalezenim vlastniho vektoru hs, tedy feSime rovnici —h +2h, =0.

Naptiklad zvolime hg = 1 a h, = 0, pak hy = 0 a vlastni vektor hz = (0, 0, 1). Pomoci stejné

rovnice ur¢ime také vlastni vektor h,. Zvolime hg = 0 a hy = 1, pak h; = 2 a vlastni vektor
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h, = (2, 1, 0). Posledni vlastni vektor bychom méli ur¢it pomoci nehomogenni soustavy

linearnich rovnic (—2E - A)h/ =—h;,

-2 4 0|2 -2 4 0]-2
-1 2 0|-1|~{0 O
-1 2 0|0 0 O

o
o

-2

o

Vidime, Ze tato soustava linearnich rovnic nema feSeni. To ovSem neznamena, ze
zobecnény vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu —2 neexistuje. V tomto ptipad¢ je tieba

jako pravou stranu této soustavy vzit linearni kombinaci vlastnich vektortu hy, hs, naptiklad

t=ah,+bh,=a(2, 1, 0)+b(0, 0, 1)=(2a, a, b). Pak fesime soustavu

-2 4 0|-2a -2 4 0 —-2a
-1 2 0, -a|~{0 0O 0
-1 2 0| -b 0 0 O0|-2a+2b

Pak fesime 2b — 2a = 0, zvolime napt. b = 1 = a. Dosazenim jsme ziskali vektor t =

= (2, 1, 1). Nyni nalezneme zobecnény vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu —2 pomoci

soustavy linedrnich rovnic (—2E — A)h =t

-2 4 0]|-2 -2 4 0|2 -1 2 0|-1
-1 2 0/-1~/0 O0O0|0|~0 O0O0|O
-1 2 0|1 0 0 0]O 0O 0 0|0

Pro rovnici —h +2h, =—1 zvolime napiiklad hs = 0, h, = 0, pak slozka h; =1 a

vlastni vektor h; = (1, 0, 0). Transforma¢ni matici T poskladame po sloupcich z vektort

h1, t, a hs. Vysledkem jsou matice

-2 0 O 1 20
J={1 -2 0|, T={0 1 0]
0 0 -2 011

Pfi tomto postupu jsme zvolili vlastni vektor hs = (0, 0, 1). Pokud bychom ovsem
vybrali za vlastni vektor h3 = (2, 1, 0), dostali bychom jinou transformaéni matici T. Také

tato matice T musi splnovat dvé dilezité podminky:
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1. Matice T je regularni,

2. Jeji sloupcové vektory (vlastni vektory) musi odpovidat ptislusSnym vlastnim

¢islim Jordanova kanonického tvaru.

Vysledkem mohou byt také matice:

2 1 2 -2 1 0
100 0 0 -2

Ptiklad 4.5 je jiz zna¢n¢ komplikovany na vypocet, pfestoze se jednd jen o matici
tietiho fadu, tak tomu ovSem neni u matematického programu (obr. 9). Program
Mathematica® 7 nabizi dalsi variantu transforma&ni matice T, kde vlastni vektory p¥islusné
trojnasobnému ¢islu A3 23 = —2 jsou hy = (-2, -1, 0), h, = (0, 0, —1), t = (2a, —a, —b) =
=(—4,-2,-2),h1 =(0, 1, 0).

Obrazek 9

2z}= JordanDecomposition [{{0, -4, 0}, {1, -4, 0}, {1, -2, -2}}]
owz= {{{-2, -4, 0}, {-1, -2, 1}, {0, -2, O}}, {{-2, 0, 0}, {0, -2, 1}, {0, 0, -2}})

2[3= Map [MatrixForm, %]

(-2 -4 0y (-2 0 0
-:.-.;z;=]' “1 -2 1,10 -2 1|}
Vo -2 0/ Lo o0 -2/

n4p= Inverse[{{-2, -4, 0}, {-1, -2, 1}, {0, -2, 0}}]
PR 1, -] -
o= {1- =, 0,1}, Jo, 0, -2, -2, 1, 0l
Y [ 1 510 [
= {(-2, -4, 0}, {-1, -2, 1}, {0, -2, 0}}.
1 1 1
{{-2, 0, 0}, {0, -2, 1}, {0, O, -2]}.{{—3. 0, 1}, {o., 0, _E}' {—5, 1, o}

ouwfsE {{0, -4, 0}, {1, -4, 0}, {1, -2, -2}}

4.4. Realna Jordanova matice

Tento podnadpis je vénovan realné Ctvercové matici, kterda ma komplexni vlastni
¢isla. Tato vlastni Cisla jsou Cisla komplexn¢ sdruzend, nebot’ charakteristicky polynom je
realny. V téchto ptipadech se také mluvi o redlné Jordanoveé matici, ktera vSak jiz neni
diagonalni.
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Veéta. 4.8.

Jestlize A je realna matice fadu n, pro kterou existuje n linecarné nezavislych
vlastnich vektord hy, hy,..., h,, pak A je podobna Jordanov¢é matici J = diag[is, Az,..., Anl,
kde A1, Ap,..., Ay jsou vlastni Cisla matice A, matice T se sklada po sloupcich z vektort hy,
hy,..., hn. Jestlize matice A ma Kk dvojic komplexné sdruzenych vlastnich Cisel, potom

matice A je podobna realné matici Jg. Necht vlastni ¢isla matice A jsou

A =a+ B, =a, - B,
L=, + Bl A4 =a,— B,

kde 2 € R pro kazdé j = 2k + 1,..., n, necht’ pfislusné vlastni vektory mame ve

tvaru

hlzrl—l_zll’hzzrl_zll’
h,=r,+2,i,h, =r,-27,4,

h,,=r+zih, =1 —2zi

kde h; je realny vlastni vektor pro kazdé j = 2k + 1,..., n. Pro matici A plati A =
= TrJRTR™, kde matici Tr vytvofime po sloupcich z vektorti ry, 71, f2, Za, ..., Tk, Zk, Noket, .y

h, a matice Jr je ve tvaru

@ B 0 O 0 0 0 .. 0
B o 0 O 0 0 0 .. 0
0 0 a 4B 0 0 0 .. 0
0 0 -8 a 0 0 0 .. 0

Jo =
0O 0 0 0 .. ¢ B O .. 0
0 0 0 0 .. B & 0 ..0
0 0 0 0 0 0 A,, 0
0 0 0 0 0 0 0 A

(9, s. 139 — 140).
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Priklad. 4.6.

Uréeme Jordantiv kanonicky tvar J a transformacni matici T matice A, jestlize

A~ )

Nejdiive ur¢ime vlastni ¢isla matice A:

A+1 1
det(AE—-A) = =(A=-2=i)(A-2+1).
e S ICRTD
Vlastni ¢isla matice jsou komplexné sdruzena Cislad =2 +iai, =2 —i. Pro My

ur¢ime vlastni vektor feSenim homogenni soustavy rovnic:

[(2+1)E-A]h" =0,

3+¢i 1 ) (10 3-i
(—10 —3+ij~{0 oj’
10h, +(3—i)h, =0.

Zvolime-li h, rovno 10, potom h; musi byt rovno —3 + i. Vlastni vektor pfislusny
vlastnimu ¢islu A; = 2 + i je libovolny nenulovy k-nasobek vektoru h; = (=3 + i, 10) =
=(=3,10) +i(1, 0). Stejnym postupem ziskdme i vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu

7\,2:2—i,
[(2-1)E-A]h" =0,
3-i 1 10 3+i
[—10 —3—ij~[0 0 j
10h, +(3+i)h, =0.

Zvolime-li hy = 10, pak h; = —3—i . Tedy vlastni vektor pfislusny vlastnimu Cislu A,
je libovolny nenulovy nasobek vektoru h, = (=3—i, 10) = (=3, 10) + i(—1, 0). Nyni jiz

muzeme napsat, ze Jordantiv kanonicky tvar J a matice T jsou

2+1 0 —3+i —3-i
J= |, T= )
( 0 Z—J [ 10 10 J
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Podle véty 4.8 je mozné urcit také realnou Jordanovu matici Jg a K ni transformacni

matici T, které vypadaji takto:

J_2 1 T_—31
R1l21 2) R l10 o)

i vtomto ppadé plati A = TrIRTr™. Za povSimnuti také stoji, Ze vlastni vektor hy pro
vlastni ¢islo A1, které je komplexné sdruzené s vlastnim ¢islem A, je komplexné sdruzeny
vlastnimu vektoru h; pfislusny vlastnimu ¢islu A2. Nyni se jesté presvédCime, ze plati

rovnost A = TrJrTR ™
-3 1)(2 1 -7 -1
Ts-Ji = : = ,
10 0) (-1 2 20 10
0 1
T = L ,
10(10 3
, 1(-7 -1)(0 1) 1(-10 -10 -1 -1
Tde Th =— =— = =A
10{20 10)\10 3) 10(100 50 10 5
Reseni piikladu 4.6 pomoci matematického programu Mathematica® 7 je obdobné

(obr. 10). V nabidce tohoto matematického programu je také zajimavy piikaz, kterym lze

zkontrolovat, zda plati rovnost pro podobnost A=TJT . Vstupem je zadini vyroku
m==s-j-Inverse[s], kde m je ¢tvercova matice, S transformaéni matice, j Jordanova matice.

Vystupem je odpovéd’, Ze vyrok je pravdivy (True) nebo nepravdivy (False).

Obrazek 10

= JordanDecompositionm [{{-1, -1}, {10, 5}}]

cp 3 d RN O . :
Out3l= SR , {1, 13}, ({2-1i, 0}, {0, 2+1i}})
Whie 10" 120 1007 J
3 i 3 i
n[5]= {{_1! -1 r{lU! 5]’]’= =T s Ty T T — I{lr 1]’ .
. ' {{ 10 10 10+1.U }
3 i 3 i
{{2-1i, 0}, {0, 2+i}}.InveraeH{—E— TR E}' {1, 1}}]
outfsl= True
Priklad. 4.7.

Urc¢eme Jordaniv kanonicky tvar J a transforma¢ni matici T matice A,
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2 1 -1 -3

0 2 -1 0
A p—

0 0 4 2

0 0 -1 2

Charakteristicky polynom A-matice AE—A je
pa(4)=(4-2)"(4*-64+10)=(2-2) -(A-3-i)-(A-3+i).

Pro nasobné vlastni ¢islo A1, = 2 pomoci homogenni soustavy linearnich rovnic

nalezneme pouze jeden linearné nezavisly vlastni vektor h; = (1, 0, 0, 0). Vlastni vektor h;

’ , ’ . . ’ s . T T
ziskame z nehomogenni soustavy linearnich rovnic: (2E—A)h; =h/,

-1 1 3|-1) (0 -1 1 3 |-1
0 1 00 0 0 -2 2|0

0 -2 2|0 0 0 0 2|0
0 1 00 0 0 0 070

o O o o

—2h, =0, —2h, —2h, =0, —h, +h, +3h, =—1.

Ze soustavy rovnic vyplyva, Ze vlastni vektor h, = (1, 1, 0, 0). Pro vlastni ¢islo Az =

= 3 + i feSime homogenni soustavu linearnich rovnic:

1+ -1 1 3 1+i -1 1 3

0 1+i 1 0 0 1+i 1 0
0 0 i-1 -2 0 0 i-1 -2/
0 0 1 1+i 0 0 0 0

(i-1)h,—2h, =0, (1+i)h, +h, =0, (1+i)h —h,+h,+3h, =0.

Vektor h; mize byt naptiklad vektor (i, 1, —1—i, 1) = (0, 1, -1, 1) +i(1, 0, —1, 0).
Pro komplexné sdruzené vlastni ¢islo A4 = 3 - i bude komplexné sdruzeny (vlastnimu
vektoru hs) vlastni vektor hy = (=i, 1, —1 + i, 1). ReSenim jsou Jordaniv kanonicky tvar J

a transformac¢ni matice T
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2 1 0 0 11 i —i
0 2 O 0 01 1 1
J= i , T= i e
0 0 3+i O 0 0 -1-i -1+i
0 0 0 3-i 0 0 1 1
V oboru redlnych ¢isel je mozné psat
21 0 O 11 0 1
0 2 0 01 1 O
Ji = , Te =
0 0 3 1 0 0 -1 -1
0 0 -1 3 00 1 O

4.5. Zobecnéné vlastni vektory a realna matice Jg

Nasledujici véta 4.9 tika, jak se vytvaii realnd Jordanova buiika ¢tvercové matice
sudého fadu n = 2K, jestlize ma k-nasobné vlastni &islo A , které je komplexné sdruzené k-

nasobnému vlastnimu ¢islu A.

Véta. 4.9.

Necht” A je realna ¢tvercova matice fadu n = 2k, necht’ charakteristicky polynom
pA(/i):(/I—a—ﬂi)k (/I—a+ﬂi)k, necht’ vlastnimu ¢&islu Ay = o + Bi piislusi fetézec
zobecnénych vlastnich vektort délky k, vektory hy = ry + z31, hy = rp + 230, ..., hg = r + zd.
Potom komplexné sdruzenému cislu ﬂ_l = — fipiislusi fetézec zobecnénych vlastnich

vektori délky Kk, ktery je komplexné sdruzeny fetézci hy, hy, ..., he. Matice A=TJT*,
kde

4 1 0 ... 0 0 0 0 0
0 1 .. 000 0 0
0 0 4 .. 0 0 O 0 0

;[0 00 2 0 0 ... 0 0

10 0 0 0 4 1 ... 0 0f
0 0 0 0 0 %4 .. 00
000 .. 00O A1
0 00 .. 00O 0 4
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matice T se skldda po sloupcich z vektori h,h,,...,h ,h,h,...,h . Vreilném oboru

jeA=T,J. T kde

a B 0 0O 0 0 O
B a 1 0O 0 0 0
0 0 a p 0 0 0 0
0 0 - « 0 0 0 0
s = : : : : :
0 0 0 0 a p 1 0
0 0 0 0 B a 0 1
0 0 0 0 0 0 a p
0 0 0 0 0 0 —f «
matice Tr se sklada po sloupcich z vektort ry, z3, 2, Z2, ..., Ik, Zx. Matice Jr se

nazyva realna Jordanova buika fadu 2k ptislusné dvojici komplexné sdruzenych vlastnich
o ~7r k 1
Cisel a znagi Jg (a £ fi).

V nasledujicim piikladu 4.8 si ukazeme také analogické feSeni pro Jordanovu

buriku, ktera ma ¢islo 1 v rovnobézné linii pod hlavni diagonalou.

Piiklad. 4.8.

Uréeme matici J a transformac¢ni matici T matice A, jestlize

= O O N

Charakteristicky polynom této matice je
pa(1)=(22~42+5) =(2-2-i) (A-2+i)".
Pro vlastni ¢islo A; = 2 + i ziskame dva vlastni vektory takto:

1. Res$enim homogenni soustavy [(2 +i)E- A] h' =o',
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i -2 0 1 i -2 0 1 i -2 0 1
0 i 1 0 0 i 1 0 0 i 1 0
o -1 i o||o -1 i o||lo o 2 o
1.0 0 i 0 2 0 0 0 0 0 0

i, —2h, +h, =0, ih, +h, =0, 2h, =0.

Slozku hy 1ze zvolit zcela libovolné, napt. hy = 1. Pokud bychom zvolili hy = 0, pak
by vektor h; byl nulovy vektor a to nelze. Z rovnic vyplyva, ze hg = 0, h, = 0 a slozka
vektoru h; = i. linearné nezavisly vlastni vektor h; = (i, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 1) +i(1, O, O, 0).

Druhy vlastni vektor ziskdme FeSenim nehomogenni soustavy [(2+i) E —A] h =-h,

vektor h, bude zobecnény vlastni vektor,

i 2 0 1| 2 0 1| <) (i 2 0 1|-i
o i 10/o|l]o i 10[0| 0 i 10]0
0o -1io0|o|l]o-1iolo|lo o0 o000
10 0 i|-1) {0 200|200 20]2

ih —2h, +h, =i, ih, +h, =0, 2h, =2.

Zobecnény vlastni vektor se napi. rovna h, = (1,1, 1, 0) = (1, 0, 1, 0) +i(0, 1, O, 0).
Komplexné& sdruzenému vlastnimu &islu A, potom piislusi napt. komplexné sdruzené vlastni
vektory h = (—i, 0, 0, 1) a h,= (1, —i, 1, 0). Retézec zobecnénych vlastnich vektorti ma

délku 2. Pak Jordantiv kanonicky tvar J a transformac¢ni matice T jsou

2+1 1 0 0 i1 -1
0 2+i O 0 0O i1 0 -
J= , T= .
0 0 2-i1i 1 01 0 1
0 0 0 2-i 1 0 1
V redlném oboru existuji tyto matice
2 1 1 0 0110
-1 2 1 0 001
‘JR = H TR = )
0 0 2 1 0010
0 0 -1 2 1 000
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nebo analogicky

2+1 0 0 0 1 1 1 -
1 2+i O 0 i 0 -i O
J= , T= ,
0 0O 2-1i O 1 0 1 O
0 0 1 2-i 0 1 1
2 1 0 O 1 0 0 1
-1 2 0 O 0100
Ji = , Th = )
1 0 2 1 1 0 0O
1 -1 2 0 010

Abychom se presvéd¢ili, Ze plati tvrzeni A=T,J;T;', pouZijeme matematicky

program Mathematica® 7 (obr. 11).

Obrazek 11

= 142, 2, 0, -1}, {0, 2, -1, 0}, {0, 1, 2, 0}, {1, 0, 0, 2}} =
{{1, 0,0, 1}, {0, 1,0, 0}, {1,0,0, 0}, {0,0,12, 0}}.
{{2, 1,0, 0}, {-1, 2, 0, 0}, {1,0, 2, 1}, {0, 1, -1, 2}}.
Inverse[{{1, 0, 0, 1}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}}]

outf1 True
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Zavér
Bakalatska prace pojednavala nejen o Jordanovu tvaru matice, ale také s nim uzce
spjatych pojmech spektralni teorie matic, tj. charakteristickém polynomu, vlastnich ¢islech
a vlastnich vektorech. Prestoze otazka charakteristické (sekularni) rovnice se objevila v 18.
stoleti, kdy hrala dileZzitou roli pfi vypoctu pohybu planet a odchylek od eliptickych drah,

teprve koncem 19. stoleti byly zavéry této problematiky formulovany pomoci matic.

Teorie matic se rozsifila a byla v§eobecné uznana az ve 20. stoleti, kdy hlavnim
tématem byla otazka specialnich typd matic. V souvislosti s jejim rozsifenim se objevila
Vv ucebnicich také ¢ast obsahujici spektralni teorii a kanonické tvary. Tato soucast linearni
algebry je i1 dnes stale ziva. Piikladem uziti Jordanova tvaru matice je feSeni soustav

linearnich diferencidlnich rovnic, kterym se zabyva matematické analyza.

Tato bakalafska prace se vénovala podstatnym pojmim pro pochopeni vypoctu
Jordanovy matice. Nékterych otdzek se dotykala pouze okrajové. Na piiklad v druhé
kapitole se hovorfilo o charakteristické matici (viz definice 2.1), kterou se rozumi A-matice.
Kazda A-matice nad télesem T je sestavena z polynomti neurcité A, proto se také nazyva
polynomialni matice. Problematika tohoto typu matice je spojena vedle charakteristického

polynomu s invariantnimi polynomy a minimalnim polynomem.

Ackoliv algoritmus potfebny pro vypocet Jordanova tvaru matice se nezda pfilis
komplikovany, je zdlouhavy, jak je patrné na uvedenych ptikladech (viz piiklad 4.2). Pro
poéitadovy program Mathematica® 7 neni problém Jordanovu matici véetng transformacni
matice vypocitat béhem kratké doby, a to nejen kanonicky tvar ¢tvercové matice ttetiho
fadu. Program Mathematica je schopny feSit matice mnohonasobné vyssiho fadu. Takovy
pocitaCovy vypocet trva neporovnatelné kratsi dobu, nez je schopen zvladnout ¢lovék. Za
nevyhodu tohoto programu povazuji formu zadévani matice po jednotlivych fadkovych

vektorech, také vysledné feSeni ve forme fadkovych vektort ztraci na prehlednosti.
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Resumé

This thesis treats a canonical form of the matrix that is termed by the meaningful
French mathematician, Jordan’s form of the matrix. For computation this form is necessary
to determinate roots, the Eigenvalues, of the characteristic polynomial of the given matrix.
Diagonal form problem is solved using the Eigenvectors, which belong to the Eigenvalues
and from which is built the transformational matrix. This algorithm is possible to obtain

thanks to the mathematical program Mathematica® 7 incomparably faster to human labor.
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