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UvoD

V této bakalaiské praci se budeme zabyvat ireducibilitou, neboli nerozlozitelnosti polynomu
s celoCiselnymi  koeficienty. Faktorizace polynomtl, nebo chceme-li také feSeni
polynomialnich rovnic, je jednim z nejstarSich problému, kterymi se matematika, respektive
algebra, zabyva. Pivodné $lo vlastné o hledani kofent ¢i kofenovych Cinitelti. V této praci Si
vysvétlime pojmy ireducibilni a reducibilni mnohoclen a vysvétlime nékteré algoritmy, které

se daji pouzit k zjisténi danych vlastnosti.

V prvni kapitole si pfipomeneme zakladni véty a definice, které se tykaji polynomu. Potom si
pfipomeneme zakladni operace S polynomy. Vétsi pozornost budeme vénovat podilu

polynomi.

V druh¢é kapitole si vysvétlime pojmy ireducibility a reducibility polynomi, kde hlavni
tématikou je Eisensteinovo kritérium ireducibility polynomu v Z[x]. Toto kritérium si

uvedeme i s dikazem a pfedvedeme na nékolika piikladech.

V tieti kapitole se budeme zabyvat rozkladem polynomu ¢tvrtého stupné. Tato metoda byla
Jiz znama koncem 19. stoleti. V dneSni dob& neni obvyklé se s ni setkat v ucebnicich moderni
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algebry. Rozklad polynomu je ,, ruéné “ pomérné naroény. Metodu pro tento rozklad si

ukaZeme a predvedeme ve strucnosti i na ptikladech.

Ve ¢tvrté kapitole si ukazeme, jak 1ze rozlozit polynom pomoci Kroneckerova algoritmu. V
roce 1882 pfiSel Leopold Kronecker s algoritmem, ktery dokdzal urcit rozklad libovolného

polynomu v Z[x], ale tento postup je pon¢kud neprakticky, i kdyz dovedl konstatovat, ze

polynom je ireducibilni.

V posledni kapitole si vysvétlime Ctyfi rizné algoritmy pro rozklad polynomu v soucinu
faktorti nedélitelnych ctvercem. Tyto algoritmy si podrobné vysvétlime a predvedeme na

ptikladech.



Prvni kapitola

1.1. Polynomy a operace s nimi

Polynomy nazyvame také jako mnohocleny, se kterymi jsme se jiz seznamili na zakladni
Skole a posléze 1 na stiedni Skole. Nejprve si nadefinujeme pojem polynomu a pak Si

pfipomeneme zakladni operace s mnohocleny.

Definice 1.1. (Polynom)

Budiz (T, +, -) n&které z Ciselnych komutativnich téles a n pfirozené ¢islo. Funkei f (x)
definovanou predpisem ax"+a X" +..+a,x*+ax +a,, kde a #0, nazyvame
polynomem n—tého stupné o jedné proménné X nad télesem (T, +, -). Prvky a,, a,_,,

a,, a,, &, Zkomutativniho télesa (T, +, -) nazyvame koeficienty polynomu.

Pod polynomem 0—tého stupné rozumime polynom f (X) =a,, kde a, # 0. Nulovy polynom

f(x)=0, ktery budeme znacit o(x), nema stupefi. Polynomy, jinak také mnohocleny v
n .

Z[x] jsou matematické vyrazy ve tvaru ax"+a, X" +..+a,X>+ax +a,=» ax , kde
i=0

a,, a,,,..., &, & jsou koeficienty polynomu, a plati a,, a, ,,..., &, a,€Z a a, =0, kde

n?

n—nejvyssi exponent proménné X S nenulovym koeficientem znaci stupen polynomu.

Ptikladem miize byt polynom f (X) =X* +X* +3x+1, kde miizeme urcit jeho stupef, ktery je
st( f ) =4 . Mezi polynomy také patii i konstanty, v tomto pfipad¢ se jedna totiZz o polynomy
nultého stupné (nejvyssi exponent X snenulovym Koeficientem je absolutni ¢len zapsany

jako a, =a,-x°).

Je-li polynom p(x)=0, pak budeme mluvit o tzv. nulovém polynomu a jeho stupen byva

nékdy definovan jako st(0)=-1.



Definice 1.2. (Primitivni polynom)

Nenulovy polynom (zapsany v obecném tvaru) f(x)=a x"+a, X" +..+a,x +ax +a,,
kde koeficienty polynomu a,, a, ,,..., &, 8, €Z se nazyva primitivni polynom, pravé kdyz

jeho koeficienty jsou nesoudéIné, tj. kdyz nejvétsi spolecny délitel D(ao, ;A= P an) =1.

Pro pochopent si uvedeme nékteré piiklady primitivnich polynomi napt. 3x® —4x* +6x—12,

x® 4+ x? —1. Je zfejmé, Ze z primitivniho polynomu miizeme nejvyse vytknout konstantu +1.
Jsou dany polynomy f (x) = Z:aixi , g(x) = Z:bixi ,kde a,, b, #0:
i—0 i—0

|
a) Souctem polynomi f(x) a g(x) je polynom r(x)=f(x)+g(x)=> (a+b)x,

i=0

| =max(m, n), vznikly seétenim koeficientd se stejnymi indexy.

Piiklad 1.1.

Sectéte polynomy f (x)=5x*+2x°+3x*+ 4 a g(x)=x*-x.

Reseni:
f(X)+g(x)=0x*+ 2+ 3+ 4)+(x* —x) =5x" + 2’ +4x° —x+4.
b) Rozdilem polynomu f(X) a g(x) rozumime polynom S(X)z f (X)—g(x):

|
= Z (& +b)x", I =max(m, n), ktery vznikne odectenim koeficientii Se stejnymi indexy.
i=0

c) Sou¢inem polynomii f(x) a g(x) je polynom t(x)= f(x)-g(x)znf[zl:aj -bij)-xi,
j=0

ktery vznikne vzajemnym vynasobenim jednotlivych ¢lenti obou polynomit mezi sebou, a

jeho vysledny stupeti je st(s)=st(f)+ st(g)=n+m.

Priklad 1.2.

Vypoctéte soucin f(x)-g(x), kde f(x)=5x"+2x*+3x"+4 a g(x)=x"—-X.



ReSeni:
f(x)-g(x)=0Bx"+ 2x°+ 3x*+ 4)-(x* —x) =5x" +2x" +3x* +4x* =5x" - 2x" —3x* —4x =
=5x° —3x° + x* =3x* +4x* - 4x.
Dalsi zékladni operaci je déleni polynomu polynomem, které nelze definovat jako ptedeslé

operace, proto se budeme podrobnéji touto tématikou vice zabyvat v nasledujici kapitole 1.2.

1.2. Délitelnost polynomi
Obecné nelze definovat podil polynomt. Nasim problémem je vSak zkoumat rozklad
polynomt, a proto si pfipomeneme, jak Ize realizovat déleni polynomu polynomem v ptipadé,

7e koeficienty obou polynomut nalezeji jistému télesu T. Potom bez Gjmy na obecnosti

miizeme predpokladat stupn& polynom St( f)=n>st(g)=m. Pak existuji polynomy Q(x)
a R(x), pro které plati f(x)=Q(x)-g(x)+R(x), kde stuper st(R)<st(g). Pokud je
R(x)=0, plati rovnost f(x)=Q(x)-g(x), pak fikime, ze mnohoglen f(X) je délitelny
mnoho¢lenem g (X). Pfi pocitani v Z[x] viak musime navic sledovat, zda polynomy Q(x) a
R(x) maji celogiselné koeficienty. Pokud by nalezené polynomy nemély celoiselné

koeficienty, pak polynomy Q(x) a R(x) nenalezi do oboru Z[x].

Véta 1.1.

Budiz dany polynomy f(x)#0, g(x) zoboru integrity (T[x], +, -), kde st[g(x)]=>1,
potom existuji polynomy Q(x), R(x) takové, ze plati f(x)=Q(x)-g(x)+R(x), kde
R(x)=0 nebo st[ R(x)]<st[g(x)]. Tyto polynomy jsou jednoznagné urené.

Priklad 1.3.

Jsou dany polynomy f(x)=2x"-3x’+4x’+5x+5 a g(X)=Xx"-3x+2. Nalezndte

polynomy Q(x) a R(X) takové, ze plati (x)=Q(x)-g(x)+R(x).



ReSeni: V tomto piipadé je ziejmé, ze budeme délit polynom f (X) polynomem ¢ (X) . Clen

s nejvyssi mocninou polynomu f (X) délime ¢lenem s nejvyssi mocninou polynomu ¢ (X):

4
X _ 2x?, prvni ¢len Q (X) je tedy 2x*. Timto ¢lenem nasobime polynom ¢ (X) a vysledek

X2

ode¢teme od f(X), dostaneme f,(x)=f (x)—2x>-g(x)=3x*+5x+5. Mnohoclen f,(X)

nema stupent mensi nez § (X) , takze musime pokracovat v déleni. Délime opét ¢len s nejvyssi

3
. v - v, . X . ;o
mocninou fl(X) ¢lenem s nejvyssi mocninou g(x): —=3X, dostdvame druhy cClen
X

polynomu Q(x), kterym znovu nasobime g (X) a vysledek ode¢teme od f, (X)

Ziskavame polynom f, (X) = fl(X)—3X- g (X) Tento polynom f, (X) ma stejny stupefi jako
g(x), tim musime jes$t¢ déleni jednou opakovat. Opét délime C¢len s nejvyssi mocninou

9x?

fz(X) ¢lenem s nejvyssi mocninou (X): —- =9, dostavame tfeti Clen polynomu Q(x),
X

kterym znovu vynasobime ¢ (X) a vysledek ode¢teme od f, (X) .
Polynom f, (X) =, (X) -9-¢ (X) =23x-13. Tento polynom ma jiz mensi stupen, nez g (X)
a tim dé&leni miiZzeme ukon¢it a f, (X) = R(X) je zbytek po déleni. Jelikoz polynom Q(X) #0,

neni polynom f (X) délitelny g (X)
Tento postup predvedeme na schématu, ktery jsme pouzivali na stfednich Skoléach.

(2x4—3x3+ 4%% + 5% + 5) : (x2—3x + 2) =2x*+3Xx + 9

—( 2x* — 6x% + 4x2)

3x*+ 5x + 5

—(3x3 — Ox*+ 6x)
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—(9x2 —27X + 5)

zde je Q(x)=2x"+3x+9 azbytek R(x)=26x-13.

Tedy plati 2x* —3x% +4x* +5x+5= (X" =3x+2)-(2x* +3Xx+9) + (26x—13).
Piiklad 1.4.

Urcete polynomy Q(X), R(x) z oboru integrity polynomi (Z[X]; +, ) , je —1li dano
f(X)=x"—2x" —4x> +5%° =5x+25, g(X)=x>—-2%"+X-5.

ReSeni: Toto feseni piikladu je stejné jako v piikladé 1.3.
5

. , . X . ;x . ‘o , ;
Postup je nasledujici: —3:X2, takze prvni ¢len Q(x) je x*. Zpétnym vynasobenim a
X

odectenim dostaneme polynom fl(X) = f (X)— x> (X) =—5x*+10x* —5X + 25. D&lime

o N : y N . 5x° .
op¢t €len s nejvyssi mocninou fl(X) ¢lenem s nejvys$si mocninou ¢ (X): —— =5, coz je
X

—=
druhy ¢len mnohoc¢lenu Q(x). V tomto piipadé je ovsem fz(X)z fl(X)—S-g(X):O a tim
muzeme ukoncit déleni, protoze St(f2)<st(g). Zaroven plati fz(X)zQ(X), zbytek po

déleni mnohoé¢lenu mnohoélenem je nulovy, takze f (X) je délitelny g (X)
Schéma: (xs— 2x* — 4x* + 5x° - 5% + 25) : (xg— 2X7+ X — 5) =x-5

7( X — 2x*+ X — 5x2)

—(— 5%+ 10 X2 — 5x+ 25)

53— 10 X* + 5x-25

11



Mizeme tedy konstatovat, ze f (X) je rozlozitelny a plati f (X) =(x*-5)-g (X) :
zde je Q(x)=x*-5a R(x)=0.

Plati tedy x° —2x* —4x® +5x* —=5x+25= (x> —2x* + x—5)- (x* =5)..

Druha kapitola

2.1. Pojem ireducibilita polynomu

Pro pfipomenuti si zopakujeme ve strucnosti teoretické zaklady vySetifované problematiky. Je
znamo, ze obor integrity polynomu Z[X] s celo¢iselnymi koeficienty je oborem integrity
s jednozna¢nym rozkladem. To znamend, ze kazdy nenulovy prvek tohoto oboru integrity,
ktery neni jednotkou ve smyslu délitelnosti, mize byt zapsan jako soucin konecné mnoha
ireducibilnich prvka. Tito cCinitelé jsou pfitom urfeny jednoznacné az na potfadi a na

asociované prvky. Z druhé strany pfipomenime, Ze v Z[X] obecné nelze k urceni nejvétsiho

spole¢ného délitele uzit Euklidiv algoritmus. To znamena, ze v Z[X] neni euklidovskym
oborem integrity a neni ani oborem integrity hlavnich ideald. Zde je otazkou, jak rozeznat

prvek v Z[X] , ktery je ireducibilni nebo nikoli.

Ferdinand Gotthold Max Eisenstein
Narodil se 16. dubna 1823 v Berliné do rodiny, ktera jesté pied

jeho narozenim konvertovala od judaismu ke kiestanstvi. Mél
Sest sourozencl a jako jediny z nich piezil zadpal mozkovych
blan, ktery je v détstvi postihl. Ve svych c¢trnacti letech
nastoupil na Gymnazium Friedricha Wilhelma a nasledné
ptestoupil na Gymnazium Friedricha Werdera v Berliné. Jeho
ucitelé rozpoznali jeho matematicky talent a vSemozné jej

podporovali. V roce 1843 byl ptijat na Univerzitu Friedricha

Wilhelma (nyni Humboltova Univerzita v Berlin¢) a béhem
dalsiho roku zvertejnil dvacetpét svych ¢lanki v matematickém cCasopise Augusta Leopolda

Crella. Crell jej predstavil Alexandru von Humboltovi, ktery se stal jeho celozivotnim
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kantorem a sponzorem a také ho seznamil s Karlem Friedrichem Gaussem. V roce 1847 se
stal profesorem matematiky a kratce pied svou smrti byl zvolen do Royal Prussian Academy

of Sciences and Humanities. Zemfel 11. fijna 1852 na tuberkulézu.

2.2. Eisensteinovo kritérium ireducibility

Ve Skolské matematice se nejcastéji zabyvame rozkladem na soucin jistych polynomu
s celo¢iselnymi koeficienty, napt. x*—9=(x—3)-(x+3), X' =16=(x*+4)-(x—=2)-(x+2),
x> +64=(x+4)-(x*—4x+16). Polynomy x+4, x*—4x+16 jiz nelze rozlozit V soudin
polynomu prvniho stupné s celo¢iselnymi koeficienty, jak se snadno zjisti. OvSem pro nékteré
polynomy lIze obtizné¢ uréit, zda jsou ireducibilni neboli nerozlozitelné, napf. pro

X" +4x3 +12x* +8x—2.

Definice 2.1.

Bud f(x)e Z[X], f(x)#0, f(x)#%1 polynom, ktery nelze zapsat ani jako soucin dvou
polynomt kladnych stupiiti s celo¢iselnymi koeficienty, ani ve tvaru f (X) =k-g (X) , k>1,
keN, g(x)eZ[x].

Tak zvané, ze z polynomu f (X) neni ani mozné vytknout konstantu k >1. Pak fikame, ze
polynom f (X) je nerozlozitelny &ili ireducibilni.

Ireducibilni polynom je takovy polynom, ktery nelze rozlozit na soucin jednodussich
polynomd. Ireducibilnimi polynomy jsou napt. X+1, x*+x-+1. V opaéném piipadé
mluvime o reducibilnim polynomu.

Ireducibilni prvek v Z(X> ma pouze nevlastni délitele (jednotky a prvky s nim asociované),

napt. X+1, x*+1, x* +1, atd.

Véta 2.1. (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Mnohotlen n—tého stupné f(x)=a,-X"+a X" +..+8 x+a,, f(x)eZ[x], nelze
rozlozit na soucin polynomua kladnych stupniii s celo¢iselnymi koeficienty, pokud existuje

takové prvocislo P, pro které plati:
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1) P nedéli a,,
i) P déli vSechny koeficienty a,, i=0, 1, 2, ..., n—1,
iii) p® nedéli a,.

Pokud polynom vyhovuje Eisensteinovu kritériu, lze z mnohoc¢lenu vytknout maximalné

celociselnou konstantu neboli polynom nultého stupné. Zaméfime-li se pravé na vytykani
konstant, uvédomime si, Ze v oboru Z[X] existuji pravé dvé ¢isla, ktera mizeme vytknout z
jakéhokoliv polynomu, sice 1 a —1 (vytknutim 1 se polynom nezméni, vytknutim —1 se u

vsech koeficientli polynomu zméni znaménka na opacna).

Jednu z podmnozin téchto polynomu dale tvoii mnohoc¢leny, z nichz 1ze vytknout celé ¢islo
rizné od *1. Napiiklad f(X)=3x"-27x+9=3(x*-9x+3). Zjisténi pozadovaného

koeficientu, ktery lze vytknout, je oproti samotnému rozkladu na souc¢in polynomt kladnych

stupnit pomérné jednoduchy tkol. Jedna se vlastné jen o zjiSt€ni nejvétsiho spolecného

délitele koeficientl polynomu a, a, 4, ..., &, @, tj. vytknuti ¢isla D(an, - I A ao).

Diikaz: Provedeme sporem.
Z dok4zaného kritéria mizeme nanejvy$ vytknout celoc¢iselnou konstantu tzv. polynom
stupné nula. Druhym dfivodem pro reducibilitu polynomu f (X) € Z[X] muze byt, ze jej lze

zapsat jako soucin dvou polynomu kladnych stupiiti s celo¢iselnymi koeficienty. Pokud budou

splnény podminky pro jisté prvocéislo P Eisensteinova kritéria ireducibility (i), (ii), (iii) a je —
—li testovany polynom primitivni, pak polynom je ireducibilni v Z[X]. Ukézeme si na

n¢kolika ptikladech.

Priklady 2.1.

a) Polynom f, =x’ +3x* —6x*+15 je primitivni a spliiuje podminky Eisensteinova kritéria

pro p =3, takZe je ireducibilni v Z[X].

b) Polynom f,(X)=5x"+14x"—8x*-2x’+4x* -2 je také ireducibilni v Z[X], spliuje

rovnéz Eisensteinovo kritérium, lze volit p=2.
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¢) Kazdy polynom ve tvaru X"+ p, kde neN a p je prvodislo, je ireducibilni v Z[X].

d) Polynom f, (X) =Xx*+25 je také ireducibilni v Z[X]. Uvahou to ovéfime. Tento polynom
nemd realné kofeny a tim ani kofeny celo€iselné, proto se v rozkladu polynomu f3(X)

v oboru integrity Z[X] nemize vyskytnout linearni faktor.

Zbyvda nam moznost rozlozit tento polynom na dva kvadratické faktory, tj.

f3(x)=(xz+a X+b)(X2+C X+d), kde a, b, c, deZ. Roznisobenim a porovnanim

koeficientt x°, x!, x2, x® dostavame soustavu Ctyt rovnic o Ctyfech neznamych a, b, ¢, d,
kterd vSak nema celoCiselné feSeni. Ovéfeni tohoto faktu lze pfenechat ctenafi. Hledany

rozklad f,(x)=(x*+ax+b)(x’+cx+d), kde a, b, ¢, d eZ, tedy neexistuje.

I kdyz na polynom f, (X) nelze rovnou pouzit Eisensteinovo kritérium, je zde metoda, kterou

je dobré znat. Piseme — li x=z+1, dostaneme polynom F(z)=z'+47°+612"+47+26,

ktery je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria, p=2. Pokud by existoval rozklad
f,(x)=g(x)-h(x), kde g(x), h(x)eZ[x], st(g(x))>0, st(h(x))>0, pak by muselo
platit F (Z) = f, (Z +1) =g (Z +1) . h(z +1) , coZ je spor. Je tedy tento polynom ireducibilni.
Substituce z=x+k, keZ mohou rozsifit oblast pouzitelnosti Eisensteinova kritéria, které
nam jiz poskytly fadu ireducibilnich polynomt. Nyni se budeme zajimat o algoritmy, kterymi

Ize ziskat rozklad daného polynomu f (X) € Z[X] Vv soucin ireducibilnich faktord.

Pokud budeme studovat rozlozitelnost polynomut v Z[X], mohlo by se zdat, ze je pfilis
omezujici. Existuje vSak tzka souvislost mezi rozlozitelnosti v Z[X] a v oboru integrity
polynomi s raciondlnimi koeficienty @[X] . Jak jiZ vime, posta¢i ndm zkoumat faktorizaci
primitivnich polynomd.

Véta 2.2.

Necht f(X)eZ[x] je primitivni polynom, St(f (X)) >1. Existuji - li dva polynomy g(x) a
h(x) € Q[x] kladnych stupiidi tak, ze f(x)=g(x)-h(x), pak existuji t¢2 polynomy g (),
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h (X) € Z[x] takové, ze f (x)=0,(x)-h (X). Ptitom plati g(x)=a-g,(x), h(x)=b-h(x),
a, beQ, a-b==1.

Treti kapitola

3.1. Faktorizace polynomu ¢tvrtého stupné

Nyni se budeme zabyvat rozkladem polynomu ¢tvrtého stupné. Tato faktorizace polynomi jiz
byla zminéna vroce 1886 v algebraické literature. V moderni dobé technika rozkladu
polynomu ¢tvrtého stupné nad racionalnimi ¢isly neni obvykle diskutovana v ucebnicich
moderni algebry. Zda se tedy, ze faktoriza¢ni teorie pro polynomy ctvrtého stupné je jiz

zapomenuta, proto si ji pfipomeneme.

Rozlozit polynom tietiho stupné urcité dovedeme, napf. f(x)=x*—4x*+4x—3 na

vvvvvv

je faktorizace polynomu étvrtého stupné, napi. X* —8x> +22x* —19x —8.

Zakladni nastroje pro rozklad polynomi jsou:

Véta 3.1. (O ¢&initeli neboli faktoru)

Necht' f e Q[X] a c€Q. Pak je kofenem polynomu f(x), tj. plati f(c) = 0, jestlize
X —cje Cinitelem f(x).

Véta 3.2. (O racionalnich koienech)

Necht f(Xx)=a,x"+a, X" +...+aX+a,, kde koeficienty a,,a,,,...,8, jsou cela &isla.

Jestlize p| g je racionalni Cislo v zakladnim tvaru takové, ze f ( p| q) =0, pak pdéli a,a
q déli a,.

Tyto véty dostacuji pro rozklad jakéhokoli polynomu druhého a ttetiho stupné. Tyto
polynomy jsou reducibilni pravé tehdy, kdyz maji n&jaky kofen v Q. Nalezeni takového

kofene je snadné diky vété o raciondlnich kofenech a pak dlouhé déleni poskytuje

odpovidajici faktorizaci.
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Polynomy ¢tvrtého stupné 1ze nékdy rozlozit na soucin dvou polynomt druhého stupné, které
nemaji kofeny z Q, tj. nemaji pochopitelné linearni faktory (Cinitele). Pak k urceni, zda je,
nebo neni polynom ¢tvrtého stupné bez racionalnich kotfenti reducibilni, potfebujeme védet,
jestli je rozlozitelny na sou¢in dvou kvadratickych polynomi. Véta 3.3 ukazuje, Ze tato otazka
muze byt zodpovézena pouzitim asociovaného (sdruzeného) polynomu tietiho stupné, ktery

se nazyva pomocny polynom (rezolventa).

Pro zjednoduseni budeme brat v tGvahu jen polynomy ve tvaru: f(x):ax4+bx3+

+ o’ +dx+e e Q[x], kde a=0, je libovolny polynom &tvrtého stupng, pak zjednoduseny

tvar je polynom je

f(x—b/4a)
—.

Napt. zjednoduSeny tvar polynomu

f(x)=x"+8x"+22x*-19x-8 je f(x+2)=x"-2x"+5x-6.

Zjednoduseny tvar ma koeficient u &lenu x*roven 1 a nema ¢len tietiho stupné. Snadno
vidime, jak faktorizace zjednoduseného tvaru dava faktorizaci piivodniho polynomu. Pak toto

|Ize zobecnit v nasledujici vété za predpokladu, ze f(x) je vzdy ve zjednoduseném tvaru
f(x)=x"+cx* +dx+e.
Za téchto okolnosti pomocny polynomu je polynom tetiho stupné
R(z)=2°+2c2" +(c* —4e)z—d”.

Pak je jednoduché pocitat kofeny polynomu f (X), kdyz je rozloZen; neni ptekvapeni, ze
pomocny polynom se objevuje v mnoha vydanych metodach pro nalezeni kofen polynomi

&tvrtého stupné. Dale piseme Q° = {82 se @} pro &tverce z Q7.
Véta 3.3.

Polynom ¢tvrtého stupng f (X)= X' +ox* +dx+ee @[X] se rozlozi na kvadratické polynomy
z Q[X] pravé tehdy, kdyz je splnéna alespon jedna podminka:
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(A) pomocny polynom R ma nenulovy kofen z Q2.

(B) d=0ac’—4ecQ’.

Dukaz:

Predpokladejme, ze f(x) se rozlozi jako f(x) = (X2 +hx+k) -(X2 +h’X+k’) (1), kde
h,h’, k, k" € Q vynasobenim (1) a spojenim koeficientii dostaneme 0=h+h, e=kk’ (2),
d=hk’+hk, c=hh'+k+k' (3). Pak h'= —h a rovnice (3) je linearni, kde ka k'
mohou byt rozdéleny do bloki 2hk =h®+ch—d, 2hk’=h®+ck+d (4).Z e=kk’ a (4)

dostaneme 4h’e =(2hk)(2hk") = (h3 +ch-d )(h3 +ch+d ) (5). Vynasobenim dostaneme

h6+20h4+(c2 —4e)h2 —d*=0 (6) atak h® je kofen pomocného polynomu R. Jestlize
h=0, pak plati z véty 4.3 (A). Jestlize h= 0, pak z (6) vyplyva, ze d= 0 az (2) a (3)

dostaneme c” —4e =(k + k’)2 —4kk" = (k — k’)2 e Q?. V tomto piipadé plati (B) véty 4.3.

Nyni budeme ptedpokladat, Ze pomocny polynom R je nenulovy kofen z Q. Pak existuje

. 1
n&jaké nenulové he@Q takové, ze plati (6). Rovnice h'=-h, k:E(h3+ch—d),

k’:z—lh(h3+ch+d) (7). Pak h', k, k' €Q az (6) vyplyva (5), plati rovnice (2) a (3). Pak

f (x) se rozlozi na kvadratické polynomy z Q[x] jako v (1). Predpokladejme, ze d = 0 a

c?— 4e= s* pro libovolné s€Q. Rovnice h=h'= 0, k:(c—:s) a k'= @ (8).

¢’ —s?
Pak h',h,k,k'eQ a k+ k' =c¢, kk’=< 2 )ze, f(x)=(x2+k)(x2+k’) a potom se
opét f (x) rozlozi na kvadratické polynomy z Q[X].

Z dikazu této véty miZzeme ziskat algoritmus pro rozklad polynomu ¢Etvrtého stupné f (X) ve

zjednoduSeném tvaru. Nejdiive pomoci véty o racionalnich kotfenech najdeme racionalni

koteny f (X) Jestlize c€Q je takovy kofen, ze spliiuje podminku z véty o faktoru, pak vime,

ze f(x)= (x— c)-g(x) pro libovolné polynomy tietiho stupné g(x), které mohou byt
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urceny délenim. Jestlize f(x) nema racionalni kofeny, pak hledame racionalni kofeny

pomocného polynomu R. Jestlize h*> €Q® je nenulovy kofen rezolventy R, pak plati
podminka véty 4.3 (A) arovnice (7) a (1) daji faktorizaci polynomu f (x). Jestlize plati (B)
véty 3.3 pak rovnice (8) a (1) ur¢uji faktorizaci polynomu f (x). Jestlize tyto kroky nevedou

k faktorizaci, pak polynom f (x) je ireducibilni.

Priklad 3.1.

Je dan polynom f (X)= X'+ x> +x+1. Pak polynom f (X) a ani pomocny polynom
R(Z) = 7% +27° —32 -1 nema racionalni koten, tudiz polynom f (x) je ireducibilni.

Priklad 3.2.

Polynom f (X) =Xx*+2x* +5x+11. Pak f (X) nema racionalni kofeny a pomocny polynom

R(Z) =7°+47° —407 - 25 ma jeden racionalni kofen, tj. hodnotu 5, ktery neni v Q? a tudiz

polynom f (x) je ireducibilni.
Priklad 3.3.

Polynom f (X) =x"-12x*-3x+2. Tento polynom f (X) nema racionalni kofeny, ale
pomocny polynom R(Z) =7°—247% +1362—9 ma jeden racionalni kofen, jmenovits 9 € Q2.
Pak polynom f (x) je reducibilni. Dosazenim h= J9 =3 do rovnic (7) a (1) dostaneme
polynom f (x) = (x* +3x—1)(x* —3x-2).

Priklad 3.4.

Polynom f (X) =x* —8x’ +22x* —19x—8 , motivacni piiklad ze zagatku této kapitoly. Tento
polynom f (X) nema racionalni kofeny. Pfejdeme na zjednoduseny tvar tohoto polynomu, tj.
f (X+ 2) =x*—2x*+5X-6. Jeho pomocny polynom R(Z) =2°~47*+282-25 ma jeden
racionalni kofen, tj. 1€ Q*. Dosazenim h =/1=1 do rovnic (7) a (1) dostaneme polynom.

f (x+2)=(x"+x-3)(x’—x+2). Pak dostaneme rozklad piivodniho polynomu f (x) na
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dva polynomy druhého stupnéf(X)z(X2—3X—1)(X2—5X+8). Polynom f(x) je tudiz

reducibilni.

Tuto kapitolu zakonc¢ime vySetfenim specialniho ptipadu, kdy f(X)z X' +cx’ +e. Jestlize
r €Q je koten polynomu f (X) =x*+cx’ +e, pak také —r je kofenem, a X’ —r’ e Q[X] deli
polynom f (x). Potom f (x)je reducibilni pravé tehdy, kdyz lze rozlozit na dva kvadratické
polynomy. Pokud d= 0, pomocny polynom (rezolventa) polynomu f(x) je R(z)=
= z(z2 +2cz +(C2 —4e)) s kofeny 0, —c+2e. Vé&ta 3.3 nyni umozni zkousku, zda je
polynom f (x)ireducibilni.

Véta 3.4.

Polynom c¢tvrtého stupné f(X)= x'+ox’ +e e Q[X] je reducibilni pravé tehdy, kdyz
c® —4e € Q% nebo —c+2fee Q? anebo —c-2Je e Q. Pro podminky zahrnujici Je, aby

platily, je nutné, aby e € Q°.

Priklad 3.5.

Rozlozte polynom f (X) =x"—3x* +1.

Nejprve uréime ¢ = —3a e =1. Mame ¢’ —4e=5¢Q?, —c+2Je=5¢Q?, —c—2/e =1,

1€ Q?. Pro vypodet faktorizace dosadime h =1 do rovnic (7) a (1) a dostavame polynom

f (x)=(x*+x—1)(x* —x—1). Tento polynom f (x) je reducibilni.
Priklad 3.6.
Rozlozte polynom f (x)=x*-16x" +4.

Urdime ¢ = —16 a e = 4. Méame tedy ¢’ —4e=240¢ Q°, —c+2/e =20¢ Q?, —c—2e =12,

12 ¢ Q. V tomto ptipadé nenalezi hledané koteny do Q?, tudiz polynom f (X) je ireducibilni.

20



Ctvrta kapitola

Leopold Kronecker
Klasickym algoritmem pro faktorizaci polynomil v Z[X] je

tradicn¢ nazyvan Kroneckertv algoritmus, po némeckém
matematikovi Leopoldu Kroneckerovi (1823 —1891), ktery
se narodil v zamozné a vzdélané zidovské rodiné, jeho
mlads$i bratr Hugo (1839-1914) byl vyznamny fyziolog.
Ziskal vynikajici vzdélani od domadcich uciteld a na
gymnaziu byl jeho ucitelem Ernst Eduard Kummer, ktery v
ném probudil zdjem o matematiku. Roku 1841 zacal

studovat filosofii na univerzité v Berlin¢, zajimal se hlavné

0 Descarta, Leibnize, Kanta, Hegela a Spinozu. Studoval
také astronomii, chemii, meteorologii a zejména matematiku, k jeho ucitelim pattili Dirichlet
a Steiner. Po kratSich pobytech na univerzitach v Bonnu a Vratislavi se roku 1844 vratil do
Berlina. Tam v roce 1845 promoval latinskou praci o ,,Komplexnich jednotkach“. Pak se
deset let s velkym tspéchem vénoval obchodu a zajistil si tak finan¢ni nezéavislost, také diky
bohatému stryci a stiatku s jeho dcerou. Znovu zacal s matematikou v roce 1853, kdy rozsifil
Galoisovu teorii algebraickych rovnic. Kronecker publikoval mnozstvi praci na nejriiznéjsi
témata jako teorie Cisel, eliptické funkce apod. Diky témto pracim byl roku 1860 piijat za
Clena berlinské Akademie. To mu dalo pravo pfednaset na univerzité, kde vyucoval teorii
Cisel, teorii rovnic, teorii determinanti a integrald. Nepfitahoval pfili§ mnoho studentt, jen
malo z nich bylo schopno sledovat jeho myslenky a dokonale jim porozumét. Mezi nimi byl
naptiklad Georg Cantor a Edmund Husserl. Kronecker odmitl nabidku profesury na univerzité
v Gottingen, protoze jej pritahoval Berlin, kde ziskal misto profesora v roce 1883 po svém

nekdejsSim uciteli Kummerovi, a kde také roku 1891 zemfel.
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4.1. Kroneckeriiv algoritmus

Tento algoritmus je posloupnost nékolika kroku:
a) Pfi hledani jistého polynomu g(x) s celociselnymi koeficienty, stupen je mensi nebo

«r n n s “s oo x n . s L s
roven Cislu s = {E} . Zde symbol [E} znadi tzv. celou cast Cisla [E} , tj. nejvetsi celé Cislo,

. “r n . w " “ L .
které je mensi nebo rovno > Je-li napiiklad Stupetr N mnoho¢lenu f (X) roven deviti, pak je

¢islo S:[EJ:A Tento horni odhad pro stupenn polynomu g(x) vyplyvd z vlastnosti

spjatych se sou¢inem dvou polynomi. Pro stupné tii polynomi f (X), 0, (X) ag, (X) , kde
f (X) =0, (X) -0, (X) , plati St( f ) = St(gl) + St(gz). Bez Gjmy na obecnosti miZeme
predpokladat, ze St(gl) < St(g2 ), v opa¢ném piipad¢ bychom provedli precislovani. Meznim

ptipadem je zde rovnost st(g,)=st(g,), kdy se rovnice st(f)=st(g,)+st(g,) da zapsat
také jako St(f)=2-st(g,), z ¢ehoz plyne st(gl)zy. Proto je stupeii hledaného

mnoho¢lenu g (X), ktery dé&li polynom f (X), zintervalu 1< St(g) <s, St(g) e’l.

b) Spocitame S+1 funk¢énich hodnot mnohoélenu f(X), napi. pro x=0,1 2, ..., s

Dostaneme tak s+1 celogiselnych hodnot f (0), f (1), f(2), ..., f(s).

c) Pokud ma hledany polynom g(x) délit zadany mnohoclen f(X), musi jeho funkéni
hodnoty v bodech x=0, 1, ..., s délit piisluiné vypocitané funkéni hodnoty f(X). Piesnji

0) [f(0), g(1) |f (1), .. s) | f(s). Zavedeme proto mnoziny Dy, Dy, - Dy

delitelt cisel f (0 , f (1), ( ) To znamend, ze Dy, je mnoZina vSech déliteld funkéni

hodnoty f(O). D, je mnozina vSech délitelti funkéni hodnoty f( ), atd., D,,..cZ,

£ (i)
i=0,1 .., s. Zde se ukazuje, ze obCas je vhodnéjsi volit body X pro vypocet funkénich
hodnot f (X) tak, aby tyto hodnoty mély co nejméné déliteld. V piikladech se v§ak budeme

drzet jiz zavedeného postupu.
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Za zminku stoji pfipad, kdy pro n&jaké je0, 1, ..., s plati f(j)=0. V takovém piipadé
bychom pouhym dosazenim zjistili jeden koren polynomu f (X), mnohoclen ¢ (X) by byl
zapsan g(x): (x—J) a k dokongeni ulohy by zbyvalo délit mnoho¢len f (X) nalezenym
mnohoc¢lenem ¢ (X) Ziskali bychom tedy rozklad f (X) =g (x)-h(x) =(x- j)-h(X), kde
h(x) € Z[X] a St(h) =st(f)-1. Pokud by pro zadnou funkéni hodnotu f(j),
j=0,1, .., s neplatilo f(j)ZO, jsou vdechny mnoziny D, Dy, -y Dy, konetné a
pokracujeme dal$im krokem.

d) Pomoci S+1 vybranych hodnot g(O)eDf(O), g(l)eDf(l), s g(S)eDf(s) ur¢ime
polynom ¢ (X), ktery v bodé¢ x=0 nabyva vybrané hodnoty g(O), v bod¢ X =1 hodnoty

g (1) ,..., vbodé X=s hodnoty g (S) Tento mnohoclen ¢ (X) spo¢teme postupem uzivanym
pro nalezeni tzv. Newtonova interpolacniho polynomu. Pii hledani Newtonova interpola¢niho

polynomu jde v podstaté o nalezeni piedpisu pro mnohoclen ¢ (X) kladného stupné S,
pfi¢emZ zname jeho S+1 funkénich hodnot f (Xi ) , kterych nabyva v s+1 bodech x, =0, 1,
..., S. Polynom g(X) zapiseme ve tvaru g(X)=7y+A4(X—=X))+ 4, (X—=X)- (X=X)+...+
+A,(X=X;) -...s (X—X_;) . Vypocet polynomu ¢ (X) , respektive dopocitani koeficientl A, 4,

..., A se pak da zjednodusit zapsanim do tzv. ,,schématu rozdila*:
Ag(%)=0(x+1)—g(x)
A’g(x)=Ag(x +1)—Ag(x)

N’g(x)=A%g(x +1)—A’g(x), atd.
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Ag (%)
9(x) A9 (%)

Ag(x,) A°g(%,)
g(x,) A*g(x,)

Ag(x,)

A'g(x)

TE Nyni si popsané kroky

Koeficienty A, pak spocteme dosazenim do vzorce A, =
ukazeme na ptikladech.

Priklad 4.1.

Naleznéte polynom nejvySe tfetiho stupné, pro ktery plati p (0) =3, p (1) =1, p (2) =9,
p(3)=33.
Reseni:

Nejprve si zapiSeme znamé funkéni hodnoty do ,,schématu rozdilu®, podle vyse zminéného

postupu. Dale spocteme potiebné hodnoty a z nich potom dopocteme koeficienty A4, .

3
-2
1 10
8 6
9 16
24
33

24



Nyni dosadime do rovnice tyto koeficienty:
P(X) =g+ A - (X=X%) + A, - (X= %) - (X=X) + A - (X=X;) - (Xx—=%,) - (Xx—X,) , potom dostaneme
rovnici p(X) =3-2-(x=0)+5-(x=0)(x-1) +1- (x—0)(x—1)(x—2) , po roznasobeni zavorek
p(X) =X +2x* =5x+3. Pokud zpét dosadime do zjisténého polynomu, méizeme si ovéfit, ze
jeho funkéni hodnoty odpovidaji hodnotdm zadanym.

e) Takto ziskany polynom nemusi byt nutné z oboru mnohoclent s celociselnymi koeficienty.

Pokud tedy g (X) & Z[X], musime se vratit na zacatek.

f) Pokud vybereme jinou mnozinu hodnot g(0), g(1), .., g(s). Ma-li viak mnohoélen
g(X) viechny koeficienty celogiselné, otestujeme jej, zda v Z[X| déli polynom f (X). Pokud
plati, ze g(x) | f(X), je uloha vyfeSena a nalezli jsme rozklad f(x)=g(x)-h(x),
9(x), h(x)eZ[x], st(g)>0, st(h)>0. Nastane-li ptipad, z¢ mnohotlen g(X) nedgli

f (X) , pak je nutno se vratit na zacatek oddilu d).

Opakujeme-li postup s jinou mnozinou funkénich hodnot g(0), g(1), ..., g(s) a pokud
vyzkousime vSech (s+1)—tic a pfesto se nadm nepodafi nalézt hledany polynom g(x),
miizeme konstatovat, ze polynom f (X) je nerozlozitelny neboli ireducibilni v oboru Z[X] .
Priklad 4.2.

Rozhodnéte 0 ireducibilité & reducibilité polynomu f (x) = x°> + 3x* + 2 +2x + 1,

f (X) e Z[x].
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ReSeni: Stupeii polynomu f(X) je St(f)=5, hledany mnohoclen g(x) tedy bude mit
stupenl nejvyse St(g):S:{g}:Z Nyni spo¢itame (s+1) (Vtomto piipadé je s+1=3)
funkénich hodnot f(x): f(0)=1, f(1)=9, f(2)=105 a utvotime mnoziny jejich déliteld.
Dy ={% -1},

Diw={1 -13 -39 -9},

Di»={1 -1 3 -3 5 -5 7 -7,15 -15 21, -21, 35, -35, 105, -105 }.

Mnozina Dy, obsahuje 2prvky, D, jichma 6 a D, dokonce 16.V nejhorsim ptipadé
bychom tedy museli vyzkouset vSech 2-6-16=192 uspotadanych trojic, abychom mohli

konstatovat, Zze polynom f (X) je ireducibilni.

1) Zvolime ¢ (0) = (1) =g (2) =1. Pak ale dostdvame polynom ¢ (X) =1, coz je konstanta

nebo téz polynom nultého stupné. Konstanty *1 vSak jdou vytknout z libovolného

mnohoclenu, takZe budeme pokracovat v testovani jiné trojice.

2) Vyzkousime g(O):l, g(l):l, g(Z):—l. Zde jiz nebude vysledkem konstanta.

Vytvotime ,,schéma rozdilt*.

Koeficienty A, pak budou: Ay =—=1,
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_2_
—

4

a po dosazeni do vzorce Q(X)=A +A(X—X)+A4(X—X%)(x—%) dostaneme
g(x)=1+0-(x=0)-1-(x=0)(x—1), coz po roznasobeni zavorek dava g(X)=-x"+X+1.
Tento polynom g(X) ma sice stupeii St(g)=2 a je i zoboru Z[x], avsak vydélime-li jim

mnohoclen f (X) , nedostaneme nulovy zbytek. Polynom ¢ (X) tedy neni dé€litelem polynomu
f(x).

3) Nyni vyberme hodnoty ¢ (0) =1, 9 (1) =3, 0 (2) =7 a opét sestavime schéma.

1
2
3 2
4
7
Koeficienty A4, jsou
1
ﬂo :Ezl 5
2
A :EZZ,
2
/12 :E:]_.

Po dosazeni dostaneme ¢ (X) =1+2-(x-0)+2-(x-0)(x—1) a po roznasobeni mame
g(x)=x*+x+1.
Tento mnoho¢len jiz v Z[x] dé&li polynom f (X) beze zbytku. To znamena, ze jsme nalezli

rozklad polynomu f(X) na dva mnohoéleny niz§ich stupnd a muZeme psat
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f(X) = X +3x* +2° +2x° +1= (X +x+1) - (x* +2x* —x+1) = g(x)-h(x), kde
mnohoclen ( (X), h(X) e’ a st(g) >1, St(h) >1, ¢imz jsme tento priklad vyfesili a zjistili,

ze dany polynom je reducibilni.

Priklad 4.3.

f (x):2x7 +3x% 11X =8x* +21x3 +6X° —15x+3.

Reseni: Stupeii polynomu f(x) je st(f)=7, takze s:[ﬂ=3. Hledame polynom g(X)
nejvje  kubicky. Potfebujeme  (s+1)=4 pro n&kolik  vybranych  &tvefic
[9(0), 9(1), 9(2), g(3)] funkénich hodnot f(x): f(0)=3, f(1)=1, f(2)=133,
f (3)=3819, ke kterym sestrojime mnoziny déliteld.

Dioy={1 -1 3 -3},

Df(l):{l’ _1}’
Df(z):{l, -1 7, -7,19, -19, 133, —133},
Df(s)z{ 1, -1 3, -3,19, -19, 57, -57, 67, —67, 201, —201, 1273, —-1273, 3819, —3819}

V nejhors§im piipadé bychom pro nalezeni rozkladu polynomu f (X) museli projit vSech 1024

uspotadanych ctvetic, nebot’ 4-2-8-16 = 1024. Zvolime tedy napiiklad hodnoty g (O) =1

g (1) =lag (2) =g (3) =1, mame ovSem ( (X) =1, a tim nemusime dosazovat do ,,schématu
rozdilu“. Pov§imnéme si, ze interpolacni polynom nemusi mit pravé stupen S =3, ale muze

mit 1 stupent niz§i. V tomto piipadé jde o konstantu a nalezli jsme trividlni délitel g (X) =1

polynomu f (X) . A tim je nutné pokracovat v hledani vhodnych mnoZzin d¢liteld.

Zvolime dalsich n¢kolik vybranych ¢tvetic [g (O) g (1) g (2) g (3)] .
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Hodnoty ¢ (0) =1, (1) =1, q (2) =7,9 (3) =-19 dosadime do ,,schématu rozdilu*.

1
0
1 6
6 -38
7 -32
—26
-19
Koeficienty A, potom budou
1
Ay = o 1,
0
ﬂ’l = E = )
6
A, = e 3,
38 19
ST

Dosadime je do vzorce a dostaneme
g(x)=1+O-(x—O)+3-(x—O)(x—l)—%-(x—O)(x—l)(x—Z),

19 47
po roznasobeni mame ¢ (X) = 3 X +22x% — 3 X+1. Tento mnoho¢len ovS§em nepatii do

oboru Z[X], protoze nemd vSechny koeficienty celo¢iselné, takze se vratime zpét k vybéru

hodnot z mnozin déliteld a zvolime jiné.

3) Pro n&kolik vybranych &tvetic [ g(0), (1), 9(2), 9(3)].

Hodnoty ¢ (O) =1, 0 (1) =149 (2) =19, ¢ (3) =57 dosadime opét do ,,schématu rozdilu®.
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0
1 18
18 2
19 20
38
57
Opét urcime koeficienty 4, :
1
ﬂ'o = E :1,
0
A = T 0,
18
A, = ST 9,
2 1
SRS

Dosadime je do vzorce a dostaneme

g(x):1+O~(x—O)+9-(x—O)(x—l)+%~(x—0)(x—l)(x—2),

po roznasobeni mame g(x)= §X3 +8x° —?X+1. Tento mnohoclen opét nepatfi do oboru
Z[X], protoze nema vSechny koeficienty celoc¢iselné, takze se vratime zpét k vybéru hodnot z
mnozin délitelt a zvolime jiné.

4) Pro n&kolik vybranych &tvetic [ g(0), (1), 9(2), 9(3)].

Hodnoty ¢ (0) =1 g (1) =1 g (2) =19, ¢ (3) =67 a dosadime opét do ,,schématu rozdilu®.

1
0
1 18
18 12
19 30
48
67
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Vypocteme koeficienty A, :

ﬂo=7i=1,
h=2=0,
h=7=9,
f= =2

Dosadime je do vzorce a dostaneme

g(x)=1+0-(x=0)+9-(x—0)(x -1 +2- (x-0)(x—1)(x—2),
po roznasobeni dostavame g (X) =2x+3x*=5x+1, g (X) € Z[X] . Tento mnoho€len ma tedy

viechny koeficienty celo¢iselné. Pokud budeme délit mnohoclen f (X) mnoho¢lenem ¢ (X)
zjistime, Ze podil vyjde beze zbytku a miZzeme tedy psat
f(x)=(2x°+3 x* =5x+1)(x" =3 x* +3) =g (x)-h(x),
kde g (X) , h(X) € Z[X] , St(g) >1, St(h) >1. Aplikujeme-li navic na oba polynomy ¢ (X) ,
h(X) Eisensteinovo kritérium ireducibility, zjistime pomoci prvoéisla p=2, ze oba
polynomy jsou ireducibilni. Dostali jsme tedy plny rozklad polynomu f (X) , COZ znamena,

ze tento polynom je rozlozitelny, tzv. reducibilni.

Obrazky, které jsme pofidili na kalkulatoru Tl -92 Plus a vyuzili jsme pravé Kroneckerova

algoritmu.

(1 a2 e ot romTalc1emy U] |

lFan:tn:ur*[:-:5+3-}:4+2-x3+2-}:2+ 1]
[:{2+:-=:+ 1]-[}:3+2-:{2—x+ 1]

factopr(x"G+3x"4+2x"3+2x"2+1)

MAIN FARD AUTO FUMC 1/20

Obriazek 1
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(1 acbr oot e Fran1olc1emm Us| |

mfactor 2wt +3 %% 11 w" -5 -xF+ 21wk
2w’ +3 w11 -xT—gwt 2l e e wED
Factopr{2¥x*7+3¥x"6—11%x"5—H¥x..

Obrazek 2

Zatimco na obrazku 1 je ptipad, kdy se rozklad polynomu patého stupné podafilo na
kalkulatoru TI -92 Plus nalézt, vidime na obrazku 2, Ze stejny typ kalkulatoru jiz u polynomu
sedmého stupné uspésny nebyl. Divodem je zfejmé omezend pamét kalkulatoru, ptipadné
omezeni pro Cas vypoctu. Kroneckeriiv algoritmus lze tedy na ,,malych* kalkulatorech
uspéSné provadeét zhruba nanejvys pro polynomy 6. stupné s ,,nevelkymi“ celoCiselnymi

koeficienty.

Pata kapitola

5.1. Square-free factorization

Square — free decomposition, je dalsim algoritmem pocitacové algebry. Jedna se o rozklad
polynomu na soucin faktorti nedélitelnych ¢tvercem. V tomto algoritmu vsak nejde o Gplnou
faktorizaci, nebot’ ta vede k rozkladu mnohoc¢lenu v soucin ireducibilnich faktord.
Poznamenejme, Ze ani tento algoritmus nemusi vzdy dosahnout uspéchu. Tento rozklad je
zpravidla jednodussi a tim padem i rychlej$i nez Uplny rozklad, k jeho provedeni staci znalost
urceni formalnich derivaci a zaroven nejvétsich spoleénych délitelti. Jedna se o predstupen Kk
uplné faktorizaci, nicméné v nékterych situacich je Square — free rozklad i sdm o sobé
uzite¢ny, naptiklad kdyz je nutné urcit, zda je dany polynom n—tou mocninou polynomu

jiného.
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Definice 5.1.

Primitivni mnohoclen V(X) el [X], | [X] je obor integrity s jednozna¢nym rozkladem, neni

délitelny &tvercem, pokud v | [X] neexistuje takovy polynom u (X) , st(u) >0, pro ktery plati

u?(x)]v(x).

Definice 5.2.

Necht f (X) je primitivni polynom v | [X] Tento polynom je rozlozitelny v soudin faktord
nedélitelnych &tvercem, pokud jej lze zapsat ve tvaru f(X)=v;(X)-V; (X)-....v (X), kde
mnohodleny V; € I[X] nejsou déliteln¢ &tvercem a jsou po dvou nesoudélné, D(v;, v;)=1,

provsechna i, j=1, 2, ..., k, i#j.

Poznamka: Skute¢nost, kterou nesmime opomenout je, ze ireducibilita polynomu piimo
implikuje jeho netrivialni nerozlozitelnost v soucin faktorti ned¢litelnych ctvercem. Opacna
implikace totiz neplati (polynom mize byt nerozlozitelny ve square-free decomposition, ale to

ovSem neznamena dukaz ireducibility).

Piiklad 5.1.

1) Polynom f (x)=x*+1 je trivialng& rozloZitelny na soucin faktord nedélitelnych Gtvercem,
nebot’ staci poloZit v, (X) =x* +1 a zaroveii je ireducibilni.

2) Polynom f (x)=x*—1 je trivialng rozlozZitelny v soucin faktordi ned¢litelnych &tvercem.
Ten faktor bude opét jediny, je v, (X)=X*—1 a lze jej rozlozit v soudin x* —1=(x+1)-(x—1).
3) Polynom f (x)=x*-2x+1 je rozlozitelny v soucin faktord nedglitelnych &tvercem, je
totiz v, (X) =1, v, (X)=x—1 a také lze provést jeho plnou faktorizaci f(Xx)=x*—-2x+1=.
=(x=-1%=(x-1)(x-1).

K nalezeni rozkladu polynomu v soucin faktori nedélitelnych ctvercem ke square-free

rozkladu vyuzijeme formalni derivaci, jak uz bylo zminéno na zac¢atku této kapitoly.

Formalni derivace neni konstruovana pomoci pojmu limity funkce, jak je tomu v matematické

analyze, nicmén¢ vlastnosti obou typt derivaci jsou shodné.
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Definice 5.3.

Formalni derivaci polynomu f (X) =a"x +a"'x _, +...+ax+a,, f (X) el [X] , rozumime
polynom f'(x)=n-a x"" +(n-1)-a,_x""+...+2ax+a, f'(x)el[x].

Tato formalni derivace ma stejné vlastnosti jako derivace zalozena na limité funkce.

Véta 5.1.
Méjme polynomy f(x) a g(x)e I [X] libovolnou konstantu ke, | je obor integrity, a

proménnou n e N. Potom plati:

a) [k-f(x)] =k f'(x), ti. z derivace mnohoglenu Ize vytknout libovolnou konstantu K,

ktera je délitelem vSech koeficientli tohoto mnoho¢lenu,
b) [f (x)+g(x):| - f'(x)+9'(x), tj. derivace souctu polynomi je rovna souctu derivaci
jednotlivych polynomt, kde v prvém scitanci se vyskytuje derivace polynomu f(X) a

polynom g(X) a ve druhém s¢itanci je polynom f (X) nasobeny derivaci mnoho&lenu g(x),
obecné pak pro n polynomu plati:

[ £.(%)- f,(x)-... fn(x)}' =

=, (X) £, (%) £, () + (%) £, (X)e £ (X) + £ (%) £, (%) £, (X)
¢) [f(x)-9(x)] = '(x)-g(x)+ f (x)-g'(x), ti. derivace soutinu dvou polynomi f (x) a
g(x) je rovna sou¢tu dvou soucint, kde v prvém s¢itanci se vyskytuje derivace polynomu
f(x) a polynom g(X) a ve druhém sitanci je polynom f(X) nasobeny derivaci
mnoho¢lenu g(X), obecné pak pro n polynomi plati:

[£.(X) (%) £,(x)]'=

= £, (X) £, (X)-r £, (%) + (%) £, (X)e £ (%) + £ (%) £, (%) (%)
d) [f"(x)]=n-f"*(x)-f'(x), tj. umocnény polynom je v podstats slozena funkce a

derivuje se tedy stejnym zptisobem, coz znamena: Nejprve derivujeme vngjsi funkce, v naSem
ptipadé je umocnéni polynomu, a vysledek se nasobi derivaci vnitini funkce, kterou je

samotny polynom.
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Tuto vétu pouZijeme v nésledujici tvaze:

Pokud je polynom f(x)e I[x] délitelny &tvercem néjakého polynomu V()€ I[x], pticemz
st(v)>1, Ize jej zapsat ve tvaru f (X)=u(x)-v*(x), jeho derivace je f'(x)=u’(x)-v*(x)+
+Uu(x)-2v(x)-V'(x). Tento zapis derivace miizeme upravit, pokud z obou s¢itancii je mozné
vytknout pravé polynom v(x): f(x)=v(x)-[u'(x)-v(x)+2-u(x)-v'(x)]. Jelikoz derivaci
mnohoclenu a rovnéz derivaci souctu, rozdilu ¢i souc¢inu polynomti je opét polynom, tudiz Ize
zjednodusit zapis do tvaru f'(X)=v(x)-w(x), kde w(x)=u'(x)-v(x)+2-u(x)-v'(x).
Vzhledem k tomu, Ze v obou polynomech, v f (X) i jeho derivaci f'(x), se vyskytuje faktor
v(x), nejsou f(x) a f'(X) nesoudsing, tj. D(f(x), f'(x))=1.

Zéroveti pii postupu ,,z druhé strany“ mizeme tvrdit, ze nejsou-li polynomy f(x) a f'(x)
nesoudéiné, tedy D(f(x), f'(x))=1, je polynom f(X) dilitelny &tvercem n&jakého

polynomu.

Diikaz: Provedeme sporem.
Piedpokladame, Ze polynomy f(x) a f'(x), f(x)el[x], f'(x)e![x], nejsou
nesoudglné, tj. D (f(x), f'(x)) # 1, arovnéz f(X) neni délitelny &tvercem zédného
polynomu z oboru integrity 1[X].
Rozklad tohoto polynomu f(X) lze tedy zapsat vztahem f(X)=g,(X)-9,(X)-...-9,(X),
kde pro vsechny polynomy 0;(X), i=1 2, .., n, plati, Ze g, je ireducibilni polynom,
st(g;)>1 a kazdé dva polynomy g, a g, jsou nesoudélné pro viechna i, j =1, 2, ..., n,
i # j. Derivujeme-li mnohoclen f (), dostaneme rovnici:

f'(X)=0, (X): 9, (X)-...o0, (X)+ 9, (X)- 9, (X)-oer 0y (X)+...+ 0y (X)- Gy (X) ... G, (X))
Jelikoz f(x) a f'(x) nejsou nesoud&né, musi platit, ze alespon jeden z faktord g;, i=1
2, .., n, déli f(x) i f'(x). Bez ujmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze timto
faktorem je mnohoclen g, (pokud by jim byl nektery z ostatnich faktorti, provedli bychom
jejich precislovani).
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V tom piipadé tedy g, musi délit soucet g, (x)-g,(X)-...- g, (X)+9,(X)- 9, (X)-...-9, (X)+
+..+ 0, (%) 9, (X)...- 9, (X). Ve druhém az n—tém scitanci je faktor g, pifmo obsazen a
muzeme jej z nich vytknout, proto se blize zamétime jen na soucin gl’(x)- g, (X) g, (X),
ktery také musi byt délitelny polynomem g, . JelikoZ podle pfedpokladu plati D(gi, of ) =1,
pro vSechna i, j=1, 2, ..., n, i# j, musi faktor g, nutné¢ délit mnohoclen g,’, ktery je vsak
derivaci g,, a podle pravidel pro derivovani vime, ze st(g,)> st(gl'), z &ehoz plyne g, =0

(jinak by neslo provést déleni polynomu nizsiho stupné polynomem stupné vyssiho). To pak
znamena, ze faktor g, musi byt konstanta, coz je ve sporu s piedpokladem St(gi)Zl, pro

i=1 2, .., n, atudiz plati pivodni tvrzeni. Timto je dok4dzdna nutna a postacujici podminka

pro rozklad mnohoclenu v soucinu faktora nedélitelnych ctvercem.

Véta 5.2.

Necht I [X] je obor integrity s jednoznaénym rozkladem charakteristiky 0 a f(x)e1[x] je
primitivni polynom. Potom f (X) je délitelny ¢tvercem pravé tehdy, kdyz mnohocleny f (X)
a f'(x) nejsou nesoudslné, tj. D(f(x), f'(x))=1.

Priklad 5.2.

a) Ovéite, zda je polynom f (X)=x* +4x? +5x+2 délitelny étvercem néjakého polynomu v
oboru integrity Z/X].

ReSeni:

Tento polynom f(X)=x*+4x*+5x+2 derivujeme a dostaneme f'(x) = 3x*+8x+5.
Nyni zjistime, zda jsou polynomy f (X) a f'(X) soudélné nebo nesoudélné.

D(f (X), f’(X)) =(x+ 1) #1, z ¢ehoz vidime, ze f (X) a jeho derivace nejsou nesoudélné
a mnohoclen f (X) je tedy délitelny ¢tvercem polynomu V(X) = x+ 1.

Provedeme-li rozklad polynomu f(X) na kofenové GCinitele, dostaneme rovnost
f (X) = (X+ 2)(X+ 1)2, takZe nas zavér byl spravny a polynom f (X) je skutec¢né délitelny

¢tvercem.
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b) Ovéite, zda je polynom f (X) = x*+x* — 4x— 4 délitelny &tvercem né&jakého polynomu v
oboru Z[x].

ReSeni:

Mnoho¢len f (X) derivujeme, f'(X): 3x°+ 2x— 4, a zjistujeme soud&lnost mnoho¢lenti
f (X)a f’(X). D( f (X), f'(X))z 1, coz znamend, 7e polynomy soudélné nejsou a f ()
tedy neni délitelny &tvercem. Uplny rozklad mnohoélenu zapiseme f (X) =x’+x° — 4x— 4=
= (X+1)(X+ 2)(X— 2), ze kterého je dobie vidét, Zze neni existence ¢tverce déliciho tento

mnohoclen.

Nyni piejdeme algoritmu pro rozklad polynomu v oboru integrity I[x] s jednozna¢nym

rozkladem charakteristiky O v soucin faktor nedélitelnych ctvercem, ktery pochazi od Davida

Mussera.

5.2. Musseruv algoritmus

Polynom f(x)eI[X] je primitivni polynom s koeficienty z oboru | . Chceme jej zapsat
jako soucin faktorti nedélitelnych ¢tvercem, to znamena zapsat jej ve tvaru, kde mnohocleny
f (X) :vll(x)-vzz (X)V,f (X) v, el [X] nejsou délitelné ¢tvercem a jsou po dvou
nesoudélné (D(Vi V ) =1, pro vSechna i, j=12,..,kKi#j). Prvnim krokem feSeni je
nalezeni formélni derivace polynomu f(x), tj. f(x): f’(x)=[Vll(x)-V22(X)....-VL‘ (X)],:
=V (X) V5 (X) eV (X) AV (X) 20, (X) Vg (X) o Vi (X) eHV (X) V2 (X) e VT (X) Ve (X)
Ze viech scitanci této derivace miZzeme maximalng vytknout soucin v, (X)-V; (X)-...- v (),
ktery je obsazen i v zapisu mnoho¢lenu f (X) Zaroven se jednd o nejvetsi spolecny délitel

polynomti  f(x) a f’(x)—D(f(x),f’(x)) =V, (X)-V3 (X)-...o vy (X). Nyni zavedeme

pomocny polynom p(X): . Mnoho¢len D<f (X), f’(x)) obsahuje stejné

¢leny v,,i=12,...,k jako polynom f (X) ale kazdy ma exponent o 1 mensi, z toho vyplyva,
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Ze pomocny polynom P(X), p(X) =V, (X)-V,(X)-...-V, (X), obsahuje vSechny faktory v, a to

v prvni mocning,

Jestlize spoitdme nejvetsi spoleény delitel  D(p(x),D(f(x), f'(x))), dostaneme

D(p(x),D(f(x), f'(x))) =V, (X)----V (x). Dosazenim tohoto nejvétsiho spoletného
(

delitele do podilu i X) _ 400V (M () s siskati

D(p(x),D(f(x), f'(x))) V, (X)-.. v (X)

prvni faktor mnoho¢lenu f (X) .

Zbyvajici faktory lze zjistit dvéma zptsoby. Prvnim zpisobem mutizeme vyuzit druhé derivace

f”(x), nebo druhym zptisobem dale pracovat s mnohoclenem D(f(x),f'(x)), kde ziskame

dalsi faktor V, (X) , ktery se nachazi v prvni mocning, misto s polynomem f (X) .

Priklad 5.3.

Rozlozte mnoho¢len f(X) =x° 4 10x* +40x* 4 82x° + 91x* +52x+12 na sou¢in
faktorti nedélitelnym tvercem, f(X)€ Z[X] .

ReSeni:

Nejprve podle vyse popsaného postupu stanovime prvni derivaci polynomu f (X) . Dostavame
f/ (X) = 6x> + 50x* 4 160x> + 246x*+ 182x+52, nyni zjistime nejvétsi spolecny
delitel  d,(x) = D(f (x), f’(x)) = X®+4x* +5x+2. Vypoéteme pomocny polynom

f(x) _x® + 10x° +40x* + 82x° + 91x* +52x+12
= 6 11x+6.
P (x) d(x) X° + 4X?+5X + 2 KO L+

Mnohoclen pl(X> je soucinem vSech faktort vyskytujicich se v polynomu f(X). Nyni
vycislime nejvétsi spoleény délitel D(pl(x),dl(x)) =x*+43x+2 a dosadime do podilu

X X3 +6x*+11x+6
V1<X)_ ( ) =

(p1< ) (X)) X342 =x+3. Tim ziskévame faktor V;(X), ktery je

v polynomu f (X) prvni mocning. Dale budeme pokraovat ve vypoctu zbyvajicich faktora.

Jak bylo naznaceno v popisu algoritmu pro square-free decomposition, mame dvé moznosti

dalSiho feSeni. Vyuzijeme tu moznost, kde budeme dale pracovat s polynomem
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d, (x) :D(f(x),f’(x)> = x> +4x*+5x+2, ktery obsahuje stejné faktory jako f<X>,

ovSem kazdy faktor bude mit exponent o jednu mensi. Nejprve budeme derivovat
/

dl’(x):[x3+4x2+5x+2] =3x*+8x+5 a pouzijeme ke zjisténi nejvétiiho spoleéného

délitele dz(x) :D(dl(x),dll(x)):XJrl. Nyni spo¢teme druhy pomocny polynom

d(x)  x*+4x*+5x4-2
d,(x) x+1

P, (X): = x* 4+3x+ 2, pomoci n&j pak D(p2 (X),d2 (X)) =Xx+1la

P, (x X 43x42

=X+2, ziskame
D(p,(x),d,(x)) X+1

oba vysledky dosadime do podilu v, (X) =

druhy faktor, ktery ma v zadaném polynomu f (X) zastoupeni ve druhé mocningé. Zaroven

mnoho¢len d, (X) =X-+1 je tfetim faktorem polynomu f <X)a je vném zastoupen ve tieti

mocning.

Polynom f (X) jsme rozlozili na soucin faktord nedélitelnych ¢tvercem, a proto miizeme psat
2 3

f(x) =(x+ 3)(x+ 2)" (x+1).

Kontrolu miZeme provést pouhym roznasobenim zavorek a dostaneme opét pavodni

polynom.
f(x)=(x+ 3)(x+ 2)2(x+1)3=x6 4+ 10x° +40x* + 82x° + 91x* +52x+12 .

Tato rovnost skutec¢né plati.

Priklad 5.4.

Rozlozte

g(x)=x"+x* —33x° +-41x" 4-293x" —993x° +1037x" +-131x° —1098x" +820x —200 , kde

g (X) Sy4 [X] , v soucin faktorti ned¢litelnych ¢tvercem.

ReSeni:

Opét zafneme derivovanim polynomu (X) g /<X) = 10x° +9x° — 264x" +287x° +
+1758x> — 4965x* +4148x° +393x* — 2196x+820 a uréenim nejvétsiho spoleného
délitele d,(x) =D(g(x),g'(x))= x°®—2x°—16x"+70x’ —109x* +76x—20. Derivaci i
nejvetsi spoleény délitel dosadime do podilu a dostaneme pomocny polynom p1<X):
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= = x* 4+3x* —11x* —3x+10, ktery pouZijeme ve vypoltu nejvétsiho spole¢ného

délitele D(p, (x),d, (x)) = x*+2x* —13x+10. Nyni dosadime do podilu V,(X)=

X3 —11x* —3x+10

)
= — 1.
D(p,(x).d,(x)) x* +2x* —13x+10 X

Ziskali jsme prvni faktor, ktery je v polynomu ¢ (X) obsazen v prvni mocning.

Ptejdeme k urCovani druhého faktoru, k ¢emuz pouzijeme polynom (spolecného délitele)
d,(x) = D(g (x), g’(x)) = x® —2x° —16x* + 70x* —109x° +76x—20, v némZ je tento
druhy faktor v prvni mocnind. Spoéitime proto derivaci d; (X) = 6x°— 10x* —

—64x° +210x* —218x+76 a prejdeme k spolenému déliteli d, (x)=D (dl (X),dl/ (X)) =

= x*— 4x* 4+5x— 2 a dosadime do podilu x®+2x*>—13x+10. Nyni zjistime hodnotu
nejvetsiho spoleéného jmenovatele D(p2 (x),d, (X)) =x* —3X+ 2 a vypocitame faktor

p, (X X 2x°—13x+10

) B ) ¢ a2

Dal§im krokem je urcovani tfetiho faktoru. Derivujeme polynom d, (X)= D(d1 (x),d, (X)) =

— x* —4x® +-5x—2 a dostaneme mnoho¢len d,’ (x)=3x* —8x+5. Hledany spoleény délitel

d, (x)

= x> —3x+2.
dy (x)

je dy(x) = D(dz(x),dzl(x)) =x—1 a pomocny mnohoélen P, (X)=

P, (X _ X -3x+42
D(p,(x),d,(x)) x —1

zastoupen Ve tfeti mocning.

Faktor je tedy v,(x)= = x—2. V polynomu g(x) je

Pfistoupime k urceni ¢tvrtého faktoru v, (X), ktery jiz nemusime urcovat, nebot je vidét v
polynomu d, (x) :D(dz(x),dzl(x)) — x—1, tudiz V, (X) =Xx—1.
Tim jsme ukoncili rozklad polynomu g(x) na soucin faktorGi nedélitelnych ctvercem a

zapiSeme: g(x) = (X+1)(X+5)2(X—2)3(X—1)4.

Zkousku o spravnosti square-free rozkladu se presvéd¢ime pouhym roznasobenim zavorek.
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(x+1)(x+5)° (x—2)* (x—1)' = % + x* — 33 +41x" + 293x° — 993x°+ 1037x* +
+131x° —1098x* + 820x— 200

Opét jsme overili, Ze tato rovnost plati.

Kromé tohoto algoritmu existuji dalsi varianty postupi pii rozkladu v soucin square-free
faktorti, patii mezi né napiiklad Tobeyho-Horowitztv algoritmus nebo Yunuv algoritmus,

které si také predstavime.

5.3. Tobeyho-Horowitziv algoritmus

Necht’ polynom f (X)G | [X] je primitivni polynom s koeficienty z oboru |, pfi¢emz plati
f(x)=v;(x)-v;(x)- eV (X), kde mnohogleny V; € I[X] nejsou dglitelné &tvercem

a jsou po dvou nesoudélné (D(Vi,vj): 1, pro vSechna i, j=1, 2,...,k, i = j). Postupovat

budeme tak, Ze nejprve spoéteme prvni derivaci polynomu f /(X) a nejvetsi spolecny délitel

g,(x)= D(f (x), f’(x)) =V, (X)-V (X)-....v *(x). Pak bude nésledovat urgeni podilu, ktery

budeme znaéit h, (x), h,(x)= ; <())(()> =V, (X) - Vo (X) - ... - Vi (X). V dalsim kroku algoritmu
1
musime spoéitat polynom g, (x)= D(gl(x), g, (x)): V(%) - V2 (X) - o s V¢ 2 (X) @ polynom

()= 2y (0w, () - v, (1), Podi %:vl(x)uréuje prvni faktor f (X), ve

kterém je zastoupen v prvni mocning. Dalsi linearni faktory v,,i=2,..., Kk, zjistime uréenim

_ 8 _
91 (X)

polynomi g, (X)= D(gi(x),gi/(x)) =V, (X)- V25 (x)-v P (x) a h i (X)

h (x)

hi+1 <X>

=Viy (X)-Vi 2 (X) wr Y (X) , a podilV; (X) = . Nyni si pfedvedeme na piikladu uvedeny

postup.

Priklad 5.5.

Rozlozte

f(x)=x° — 23x° +183x* — 307x" — 3859x° + 23691x° — 31331x* — 145505x° +
+ 640350x* — 972000x + 540000, f (X) € Z[X], v soucin faktord ned&litelnych &tvercem.

41



ReSeni: Zadany polynom f (X) derivujeme a piSeme f’(X) = 10x° —207x° +
+1464x" —2149x° —23154x° +118455x* —125324x° — 436515x” +1280700x —972000.

Nyni spoéteme nejvétsi spolecny délitel g, (x)= D(f (x), f/ (X)) = x°—17x°> +90x* —14x°

f
—1415x* +4575x—4500 a podil h (x)= ) _ X' —6x> —9x* +94x—120. Derivujeme

=x*>—4x*—17x+60. Prvni faktor polynomu f (X) ziskdme pomoci podilu

h(x)  x*—6x*—9x*4+94x—120

v, (X)= h() ¢ _&¢_17x160 X—2 a je obsazen v prvni mocning.
.. . 3 B reoy) _9(x)
Pokratujeme vypoétem mnohodlenu g, (X)=D(g,(x),g, (X)|=x—5 a h(x)= 00"
3
3 2
X ABCHEXT5_ 2 gy 115 Podilem ziskime druhy faktor, v,(x)— 22—
X—5 hy (x)

3 Ay2
X zzlx . 1J7r>i;r 60 _ X+4. Druhy ¢initel v, (X)=Xx+4 se vyskytuje v polynomu f (x) ve
X" —oX

druhé mocnin€. Pokracujeme

k zjisténi g4(x):D(g3(x),gs'(x)):l a h,(x)= XT_Szx—S. Tieti faktor

h, (X x* —8x+15
a(¥) = hSEx;: X—5
1)

= X—3 je v polynomu f<X> ve tfeti mocnin¢ a poslednim

faktorem v, (X) =h, (X) = X—>5, kde se faktor nachazi v polynomu f (X) ve ¢tvrté mocning.

Tim jsme ukoncili rozklad a muzeme napsat: f (X) = (X — 2) (X + 4)2 (X — 3)3 (X — 5)4 .
O spravnosti dosazeného vysledku se presvéd¢ime roznadsobenim:

(x—2)(x+4)" (x—=3)" (x=5)' =x° — 23x° +183x® — 307x" — 3859x° + 23691X° —
—31331x* — 145505x° + 640350x° — 972000x 4 540000 .

Ziskali jsme, ze rovnost plati.
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5.4. Yuniiv algoritmus

Bud f(x)el[x| primitivni polynom s koeficienty z oboru |, piicemz plati
f(X)=Vv; (%)-V3(X)-...- v (X) , kde mnohotleny V; € I [X] nejsou délitelné étvercem
a jsou po dvou nesoudélné (D(v,,v;)= 1, pro viechna i, j=1, 2....,k,i= j). Derivujeme
mnohoélen f(X) a ziskime polynom f'(X). Spocteme-li nyni nejvétsi spoleény délitel,
dostaneme polynom u(x)=D(f (x), f'(x))=V, (X) - vz (X) - ... - vy (%), ktery

obsahuje vsechny faktory polynomu f(X), ale kazdy s exponentem zmensenym o jedna.

leduic vonodet nodil f(x) PO onetng
Nasleduje vypocet podild gl(X):W a hl(X): kone¢né polynom vl(x):

= D(gl(x),hl(x)—gll(x)) , ktery je prvnim faktorem mnoho¢lenu f (X) vyskytujicim se Vv

ném v prvni mocning. Pro vypocet dalSich faktord v, i=2, ..., k, pak jiz sta¢i pocitat
(X h. . —g/,(x
polynomy g; (X): M ah (X):M a jako posledni nejvétSiho spolecného
Vi, (X) v(X)

délitele. Tento postup si opét ukdzeme v nasledujicim ptikladé.

Piiklad 5.6.
Rozlozte:  f(x) =x*—25x" + 10x’ +195x° —124x° —575x" + 570x° + 500x> —840x + 288,

f (X)E Z [X], v soucin faktort nedé€litelnych ¢tvercem.

ReSeni:
Nejprve vyjadiime derivaci
f(x)=10x" —200x’ + 70x°+1170x> —620x" —2300x° +1710x 4-1000x — 840,
a ur¢ime nejvétsSiho spoleéného delitele:
u(x)=D(f(x), f'(x))= x*—2x° —8x* +14x°> +11x* — 28x +12.

Dosadime do podili:

43



gl(x):m:x4+2x3—13x2—14x+24 a h(x)= <X):10x3+20x2—80x—70.

Nyni nalezneme D(gl(x),hl(x)—gl’(x)), dostavame prvni faktor V;(X)=x+4, ktery je

zastoupeny Vv polynomu f (x) prvni mocninou.
Nez budeme moci vypoditat druhy faktor v, (x), musime nejprve zjistit mnohoclen g, (X)

g, (x) _ xP 42X -13x° —14x+24

x*—2x*—5x+6 a druhy mnohoc¢len
v, (x) X+4

jako podil

h—9,(x) _ 6x°+14x* —54x—56 _

e (x)= v () X+4

6x> —10x—14. Nyni musi nasledovat uréeni

nejvetsiho spoleCného délitele D(g2 (x),h,(x)—g, (X)) =V, (X)=x—3 a dostavame druhy
faktor polynomu f (X), ktery je zastoupeny druhou mocninou. Pro tfeti faktor opét pocitdme

9,(x) X’ —2x*—5x+6
v,(X) x—3

hz — 92/ (X> _

v, (X)

—3x+3 , bez nich? nevyjadfime faktor v, (x)= D(g3(x), h, (x)— g, (x)) =

=x*+x—2 a h(x)=

mnohocleny g, (X) =

_ 3x*—6x—9
X—3

=X+2,jenzsev f (X) nachazi ve tfeti mocning. Ctvrty faktor Vv, (X) dostaneme dopoctenim

h—g;, (X) x+2

93(X):x2+x—2_ _
V;(X) X+2

mnohoclent g4(x): —x—1 a h4(x):

=1. Pokud
w() xt2

spocitime derivaci g, (X)=1 a po odeéteni derivace od h,(x), resp. h,(x)-g, (x),
dostaneme rozdil roven nule. Hledany nejvétSi spoleény délitel a zaroven ctvrty faktor,

mizeme psat, Ze V, (X)= D(g4 (x), h,(x)-g,’ (X)) = D(x—1 0)= x—1. Témito kroky jsme

ziskali vSechny faktory, které se vyskytuji v daném polynomu f(X), a proto ho mizeme

zapsat ve tvaru f (X) = (x+4)(x—3)" (x+2)* (x-1)" .
O kontrole spravnosti rozkladu nalezeného square-free se presvédc¢ime opét roznasobenim:

(x+4)(x=3) (x+2)° (x—1)" = x* —25x® + 10x” +195x° —124x® —575x" + 570x°+ 500x* —
—840x + 288.
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Poznamka: Tobeyho-Horowitziv a Yunuiv algoritmus na rozdil od Musserova algoritmu je
mnohem vyhodnéjsi diky pocitani jen jednoho nejvétsiho spole¢ného délitele v kazdém
kroku. Tento krok neni zrovna jednoduchou zaleZitosti oproti zjisténi prvni derivace ¢i podilu
mnohoclent. Tato skutecnost pak nabyva na dulezitosti zvlasté pii faktorizaci polynomi
vyssich stupnti.

Pti hledani nejvétsiho spoleéného délitele dvou polynomi byl velkou oporou program

pocitacové algebry Wolfram Mathematica®.

Sesta kapitola

6.1. Ukazky vypoctii v prostiredi Wolfram Mathematica 8°

V dnesni dob¢ jiz mame k dispozici nékolik pocitatovych programi, které mohou za velmi

wevr

kratkou dobu provést narocné€j$i pocetni operace. Mezi piedni svétové programy
V soucasnosti patfi Wolfram Mathematica® a Maple®. Pfijemné prostfedi nabizi Wolfram

Mathematica 8° — vyuzijme této skutecnosti a pokusme se zjistit, kam az sahd vykon jadra
tohoto programu. Pfiklady rozkladl polynomi, kterymi jsme se jiz zabyvali v této praci
(nepouzili jsme pfitom zadny pocitacovy algebraicky systém), je tento program schopen
vyteSit za dobu velmi kratkou. Zajimavéjs$i ovSem bude sestavit natolik komplikované
polynomy, jejichz rozklad v souc¢in bude trvat az nékolik sekund. Tento pozadavek patrné
neni jednoduché splnit, proto postupujme ,,opacné*“. Pfedem si sestavime vysledek (jiz hotovy
soucin), ke kterému se mame dopracovat. Tento soucin upravime (rozndsobime vSechny
zavorky). Takto ziskany polynom se opét pokusime rozlozit v soucin, pficemZ budeme

sledovat dobu potiebnou k tomuto rozkladu.

Priklad 1

Definujme do paméti polynom

r(x)=(-302x" +3)(401x° — 6)(506x"° +8)(-5x* +4)(=7x" +4)" (—4x’ +5)°(3x° - 2)"" (-9x* + 7)"*

n[il= rlx 1 = (-302x" +3) (201x" - 6) (506 " + 8) (-5 x" +4)
(-1x" +4) [-4x7 +3)F (327 -2)7 (-9 e )M
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Dale do paméti definujme polynom S (X) , ktery vznikne roznasobenim zavorek vyse.

In[z]:= &[x ] := Expand[r[x]]

Samoziejm& bychom mohli polynom S(X) nechat zobrazit na obrazovce, ale to by nemélo
pro nas zadny vyznam — zabrali bychom zde mnoho mista. Nyni se pokusime tento polynom
op¢t rozlozit v soucin, tj. v soucin, ktery predstavuje polynom I’(X). Budeme pfitom méfit

potiebny ¢as K provedeni této operace.
Infz:= mereni = Timing[Factor[=[x]1]

o= {0,023, -2 (-5+4x7 ) (44 5% [mzeaxt )T (cae7x")T
(-7+ax™) M (a4 253x") (-6+ 401%™ (-3 +302x"")]

Obdrzeli jsme vektor, jehoz prvni slozkou je ¢islo 0,23 a druhou slozkou je polynom I‘(X),
tedy polynom S(X) po faktorizaci. Provedeni faktorizace tedy trvalo 0,23 sekund, coz je

ukazatelem velmi vykonného jadra programu — uvazme, ze polynom S(X) je velmi

komplikovany, jeho stupen ¢inni 398 a vedouci koeficient u nejvys$si mocniny nezndmé X

¢inni 32016543258308025518054542006581 7135964 7498240 .

Piiklad 2

Definujme do paméti polynom

f(x) =ﬁ(4x—5a) = (4x—5)(4x—10)-...-(4x—500) .

a=1
Inf5= £[x ] :=Product[-Fa+4x, {a, 1, 100}]
Dale do paméti definujme polynom ¢ (X) , ktery vznikne roznasobenim zavorek vyse.
Infil= glx ] := Expand[£[x]]
Nyni se pokusime tento polynom opét rozloZit v soucin, tj. v soucin, ktery piedstavuje
polynom f (X) . Opét méfme potiebny Cas k provedeni této operace.
nFl= merendi? = Timing[Factor [g[x]11]1:;

Za piikazem vySe jsme pouzili stfednik — to proto, aby se polynom nezobrazoval. Dale opét

bychom obdrzeli vektor, jehoZz prvni slozkou je hledany ¢as a druhou slozkou je polynom

f (X) . Zajima nas pouze hledany cas, proto zobrazme jen prvni slozku tohoto vektoru.
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InE]:= First[mereni?]

OutEl= 0,361

Pottebny ¢as k provedeni faktorizace byl tedy 0,361 sekund.

Priklad 3

Postupujme analogicky jako v ptedchozich ptikladech.
Definujme polynom

100
b(x) = 1_[(7x2 +30x+a) = (7x* + 30X +1)(7x* + 30X +2) -...- (7x* +30x +100) .

a=1

nf@]= b[x ] :=Product[a + 30 x + 1+, 4a, 1, 100} ]

Dale definujme polynom C(X) , ktery vznikne roznasobenim zavorek vyse.
Infio]:= c[x ] := Expand[b[x]]

Zmétime potiebny Cas.
In[11]:== mereni3 = Timing[Factor[c[x]1]1]:

In[12]:= First[merenii]

Out[12= 13,037
Zde zjistujeme zajimavéjsi vysledek — potfebna doba €inila 19,037 sekund. Polynom, ktery

byl faktorizovan je stupné¢ 200 a cislo, které piedstavuje jeho vedouci koeficient, ma 85

cifer.

Piiklad 4

Definujme polynom

h(x)= ﬁ (x+a)=(x—1000)(x—999)-...- (Xx—1)x(x +1) -...- (x+1000) .

a=-1000

in[13]:= hfx ] := Product[a + x, {a, -1000, 1000}]
Zvédavost nas mize vést k otazce, jak Mathematica zobrazuje ,,velmi dlouhé* vyrazy.

Pokusme se zobrazit polynom h(x):
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In[(14]:= h[x]
& wery large oukput was generated, Here is a sample of it

[-1000 +3) (999 + 31 (<998 +x) (-997 + %1 (-996 +x) (-995 +x)
(=994 +¥) (-993 +%) (=992 +3) (=991 + %1 (=990 + x)

[—989 +x¥) (988 +3) (957 +2) (—986 + %1 (—985 + %)

[-984 +X) (983 +X) (982 +2) (-981 + X1 (- 980 + x)

(=879 +x) (978 +x) (977 +3) (<976 + X1 (=975 + ¥)
[-874 4 %) (973 +x) =196 (974 +x) (975 + %) (976 + %)
(977 + %) (978 + X1 (979 +¥) (980 + %) (981 + %) (982 +x)
(983 + %) (954 +3) (985 +x) (986 + %) (987 + %1 (985 +x)
(959 + %) (990 +x7 (991 +x) (992 +x) (993 + =) (994 +x)
(995 + %) (996 + X1 (997 +x) (998 + %) (999 +x) (1000 +x)

Qut[14]=

Shiow Less | Shiows Maore | Shiows Full Cukpuk | Sek Size Limit, .. |

Je vidét, ze prostiedi Mathematica bylo velmi dobie propracovano svymi tvurci i po grafické
strance.
Déle definujme polynom ] (X) , ktery vznikne roznasobenim zavorek vyse.
In[15]:= J[x ] := Expand[h[x]]
nf16):= j [x]
& wery large output was generated. Here is a sample of it:
Ot [16]= ==l

Show Less | Show More | Show Full Dutput | Sek Size Limit. . .

Zmétme potiebny Cas.
In[17]:= Timing [Factor [][x]]1]
& very large oukpuk was generated, Here is a sample of it

{86,594, (-1000+%) [-999 +3) (998 +x] (997 + x)
(—996 + 3] (995 +3) (994 +x) (=993 + %) (~992 +x)
(-991 +X) (-990 +x) (-989 + X1 (-988 +¥) (-987 + )
(~986 + ¥ (955 +3) (~984 + %) (—983 + %) (~982 +x)
(—98L + 31 (980 +x) (<979 +x1 (=978 + %) (-977 +x)
(-976 +X) (-975 +X) ==194%= (275 +X) (976 + ¥)
(977 + %) (978 +3) (979 +3) (980 +x) (981 + %) (982 +:)
(985 + %) (984 +x) (985 +x) (986 +x) (987 + %) (988 +x)
(982 +%) (990 +3) (991 +3) (992 +x) (993 +x) (994 4+ 1)
(995 + 31 (996 +3) (997 +3) (995 +x) (999 +x) (1000 +:)}

Dt [17]=

Show Less | Show More | Show Full Qutput | Sek Size Limit. . .
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Hledany cas je zobrazen v tabulce vlevo nahote a ¢ini 86,594 sekund. Tento vysledek je jiz
zajimavéjsi, k provedeni operace bylo potieba vice nez jedna minuta. Faktorizovali jsme
polynom stupné 2001, jehoz vedouci koeficient je ovSem roven jedné. Uvedené vysledky
jsou vskutku fascinujici a jsou vysledkem pokroku, ktery nejprve pfipravili matematici a
Vv poslednich letech zdokonalili softwarovi specialisté. Je poctivé fici, Ze ,,hlavnim motorem*
nemuze byt postup, ktery jsme pod vlivem tradice oznacili jako Kroneckertiv algoritmus,
ackoli byl asi znam dfive.

Nahlédli jsme, ze vtomto algoritmu s rostoucim stupném polynomu velice rychle nartsta
mnozina zkoumanych pfipadl a s ni i ndroky na vyuzitou pamét’ i ¢as vypoctu. Jde vsak o
algoritmus relativn¢ jednoduchy po strance programovani. Proto je asi vyuzit v kalkulatorech
ttidy TI-92 Plus, ale pro polynomy vyssich stupiili selze.

Také algoritmy pro ,,bezctvercovy™ rozklad polynomu mohou mit jen pomocny vyznam.

Skute¢nym ,,motorem* stojicim za shora uvedenymi vysledky jsou tzv. modularni algoritmy,
nehledajici rozklad polynomu f (x) v Z[x], ale jeho obrazu f(x) v oboru integrity Z [x],
p — prvocislo. Takovyto rozklad by mél byt sndze k nalezeni s pfihlédnutim k faktu, ze

zatimco v Z [x]existuje nekone¢né mnoho ireducibilnich polynomii daného stupné n, je

takovychto polynomii v Z [X] jen kone¢né mnoho.

Studiu rozkladd polynomu f~(X) € Z,[x]se jm. vénovali K. Petr a zejména excelentni

slovensky matematik Schwarz a ovSem i mnozi matematici zahrani¢ni. AZ pfislusny

S.
rozklad polynomu f (x) nalezneme (a koeficienty tohoto polynomu jsou z t&lesa zbytkovych
tiid modulo p, tj. 0, 1, ..., p), vznikne otazka, jak se vratit k pivodnimu polynomu
f(x) e Z[X] a ziskat jeho rozklad. Nyni jsou k dispozici i sofistikované techniky pro tento

navrat (Henselovo zdviZeni aj.). Studium téchto otazek je ale nad moznosti této bakalarské

prace.

Zavérem k piikladim 1-4 je nutné dodat, Ze hledané doby k provedeni danych operaci jsou
variabilni. Jejich variabilita je dana samozifejmé& hardwarovou konfiguraci dan¢ho pocitace,
dale také tim, do jaké miry je jadro programu zatizeno. Pokud provedeme dany vypocet
podruhé, doba vypoctu se zméni (zpravidla se zkracuje). Nelze proto generalizovat naSe
vysledky piikladi 1—4, ale samoziejmé je mozno tvrdit, Ze pro $kolni ulely je prostiedi

Mathematica naprosto dostacujici.
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6.2. Rozklad polynomu pomoci algoritmu (Musseruv, Tobeyho-Horowitzuv,

Yunniiv) v prostiedi Wolfram Mathematica 8°

Priklad 1
Faktorizujme polynom

f (x) = 24883200 + 231828480 x +980529408x” + 2483558208 x> +4176902400x* +
+4870671664 x> +3960852368x° + 2154277164x" +651473576X° — 20026991x° —

~115503204x" —48316946x" —5617708x"* +2490015x"° +1096136x"* +115552x" —

—27408x"° —9089x"" —628x" +102x** +20x* + x*!
Musserovym algoritmem. Pouzijme program Mathematica 8% .
Definujeme polynom f (x) do paméti.

(= £[x ] 1= 24883200 + 231828480 x + 980529408 »* + 2483558208 x” +
4176902400 x* + 2870671664 x° + 3960852 368 »° +
2154277164 x° + 651473576 x° - 20026 991 =" _ 115503 204 x™
48316946 x - 5617708 x + 2490015 x" + 1096 136 x™* +
115552 x° — 27408 x™° _ 9089 x7 _ 628 x™° + 102 = 20 7" + X

Vypocteme prvni derivaci polynomu f (x).

Infz]:= DLE[x], x]

outzl= 231 G2E 460 + 1961058816 + T450674624%° + 16 707609600 %7 +
243533558 320x% + 23765114208 % + 15079940148 x° +
5211788608 % - 180242919 %" - 1155032040 %" - 531 4586 406 2" -
67412496 ¥ + 32370195 x4 15345 004%™ 4 1733280 %™
435528 % - 154513 %™ ~ 113041 4 1935 + 400%™ + 21 %"

Definujeme polynom d, (x)=D( f (x), f '(x)) a vysledek zobrazme.
= d1 ;= PolynomialGCDLE[x], DLE[x], x11

In[#:= dl

Outfd]= SA5E0 + 266112 % + 912 240x" + 1829360 %% + 2365496 wt &
2035408 %" + 1151 015%" + 370420%" + 30248 %% — 3z lenx® -
1a7a6 xt" 2302wt 4 184wt & 1za et 4 19t T

f(x
Dale definujme pomocny polynom p, (X) = 5 (( )) a tento jest& iipravami zjednodus$me.
X
1
= pl:i= =1
d1

In[5]= Simplify[pl]

Ol 720 + 1164% + 404%° 853 —anxt 1 x® 4 uf
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Vypotteme D(p, (x), d,(x)).
nFl= PolynomialGCD[pl, d1]

Ot[Fl= (=4 + %) (L +X) (2+X) (3 +X) [(5+x)

P (X)
d

2 (). 40)

Nakonec obdrzime hledany polynom v, (x) = 5 (

pl
nEl= vl = S:i_lmliff[ ]
Polynomial G{D [p1, d1]

Out[E]ls -6 + X

Dalsi postup je zcela analogicky pfedchozimu, proto jej uved'me jiz bez komentait.
m[i0]= p2 = DAL, x]

ou[io= 266112 + 1524480 x + 5455080 =% + 0461 984%° + loloz0d0x? +
EA06090x° + 2656003 x° + 241984 % - 289440 %" -
147860 - 25322 % 4 2208 v 4 Lesa w4 266wt 4 15t

n[i1]:= d2 = PolynomialGCD[dl, D[d1, x]]

Ou[ii= —288 - 1704x - 4316 x° - 6078 x° -

clasxt_zoozy’ _eeowf mewT a7t L1zt 4

a1
n[iz]= P2 = S:i.m:_:-liff[—]
a2

ofiz}= —120 - 214% - 103 %% - 3xf ¢+ 7xt e’

p? ]

(3= w2 = S:i.m;ilifr[
PolynomialGCD[p2, d2]

Out[12]= 5+ x

n[4:= p3 = D[A2, x]

Outfid= —1704 - 8652 x - 18234x" 20572 %% -
1zas0xt —anlax® - azxf 4376 4 108 %" + 107

n[5:= d3 = PolynomialGCD[d2, D[A2, x]]

Out[igs 12+ 52% + 9l =t +82%° +d0xt s 10x® 4 &F

daz
In[16]:= p3 = S:i.lTpliff[—]
a3

p3
In[17]= w3 = S:i.lmliff[ ]
PolynomialGCD[p3, d3]

Out[17]= -4+ =
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n[#):= pd = D[A3, %]

Out[iE]= 52 + 182 % + 246 %% + 160x° + 50xt 4+ 6%°

n[9):= d4 = PolynomialGCD[d3, D[d3, x]]

owia] 2+ 5%+ Axt 4 xf

a3
o= pd = Si.lmlif}f[a]

Out[20]= B+llx+ 65 +x

»d
nE]= ¥4 = S:i.lmliff[ ]

PolynomialCD[pd, di]
Out[21]= 3 + X

nEz= p% = D[A4, x]
Ot 5+ 8+ 30

n[z#)= d5 = PolynomialGCD[dd, D[dd, x]]

Out[z3]= 1+ x

dd
In[z4]:= P = S]’.lmliff[—]
da5h

D= 2+ 3% 4%

bi ]

n[E5]= U5 = S:i:r;:_:liff[
PolynomialGCD[p5, di]

Out[25]= 2 +

In[z&]:= @6 = DAY, x]
out[zE]= 1
Inz7]:= d6 = PolynomialGCD[A5, D[A5, x]]
out[EF]= 1
a3
In[z&]:= pb = S:i.lmliff[—]
dé

Out[33]= 1 +x

. . 113
In[z9]:= wbé = Simpli f}*[ ]
FolynomialCD [p6, db6]

Out[29]= 1 + %

Zde algoritmus koné&i, nebot’ jsme nalezli takové 1N, kde p (X) =1. Je totiz pe(x) =1.

Dale tedy muzeme zobrazit podobu polynomu f (X) po faktorizaci.
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0= rlew2 240232l v W3 0+ 6" 6

oo (-6+x1 (lexifiZext et isant

Zavérem je mozno provést zkousku (neni v§ak povinna).
Inf31]:= Expand[%]

Out[z]= - 46600000 - 518400000 % - 2572290000 x° -
7887258000%% - 16743105300 %% - 26123002952 ¢° -
310384558611 x° - 28695247401 k' - 20913 542 443 x°
lz0a0338 769" - 5524663359 x™ - 1980962 197 x -
543630319 %™ - 107764017 x™F 12832921 %™ + G0 965 %" +
405375 1% 103007 L 12250« 003t a7t LM

Piiklad 2
Faktorizujme polynom

f (x)=339880181760 —1352237580288x +1667378184192x° —81051385856X° —
—1128424660992x" +331553703936x° +404003929088x° —102305483520%" —
—102037439760x° + 6640003580 +15747372240x" + 2125896159x™ —
—923881636x"? —326440467 x™* — 26731104x™ +3574502x" +749640X™ +
+14214x" —5392x" —309x™ +12x% + x*

Tobeyho-Horowitzovym algoritmem. Pouzijme program Mathematica 8° .
Definujeme polynom f (x) do paméti.

(= £[x ] := 339 680 181760 - 1352237580 288 x + 1667 376 184192 »° —
81051385856 x° - 1128424 660992 x* + 331553703936 = +
404003929088 x° - 102 305483520 ' - 102037439760 x° +
6640003580 x° + 15747372240 x™ + 2125896 159 x
923881636 x~ - 326440467 x7 - 26 731104 ™ + 3574502 27 4+
149640 x™° + 14214 x77 _ 5392 2 _ 300 27 + 12 27" 4 2

Vypocteme prvni derivaci polynomu f (X) .

In[2]:= DLE[x], x]

o] —1352237 580285 + 3334756 368 3584 — 243 154157 568 x° -
4513698643968 x° + LEST 766519680 x® + 2424023 574528 -
716138354640 x° - 616299518080 % + 59760032220 %" +
157473722400 + 23384857740 1" 11086 579632 < -
4243726071 %™ - 374235456 x1F + 53617530 4
11994240 %™ + 24l 638 x™® — 97056 x™° - 5871« 4+ 240%™ £ 21 &
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Definujeme polynom g, (x)=D( f (x), f'(x)) .

= gl = PolynomialGCD[£[x], DLE[x], x11

Outfz= ~10L1 154816 + 302260 224% - 217032 704%° -
114886 144%° + 135465 566 x* + 35527520 %° -
32473016%° - 11545410%" + 2051445 %" + 1536621 %" +
235545 1" — 1zE3xt - 3361 kM - 20l kMt 4 11kt kT

f
Dile je potieba nalézt polynom h, (x) = , vysledek rovnou upravme.

9, (x)
= hl = s:‘:r;ﬂif],r[E
gl
Outdl= ~3360 + 3328 K + 670%° - 521 %% - L19x® + & + %"
Definujeme polynom g, (x)=D(g,(x), 9,(x)).

InfE]= g2 = Polynomial D [gl, D[gl, x]]

Outfsl= 150528 - 270592 % - 4992 %% + 153312 %° + 20060 x* -
52349%° - 13923x° - 2016x" —42x” + 15%” + &

Dle nalézame polynom h, (x) = , vysledek ihned upravme.
Infi]:= h2 = S:iJr[Jliflr[g_l]
g2

Outlil= 672 + B00% - 26x° - 99x’ —dxt ey’

h(x)
h, (%)

Prvnim faktorem polynomu f(x)je polynom v, (x)=

, ktery je obsazen v prvni

mocnin€. Tento faktor ihned upravme.
hl

nFl= vl = S]’.lmliff[—]

h2

o[Fl= 5 +x

Algoritmus samoziejmé bude jesté pokraCovat dale. Sled piikazl je zcela analogicky sledu

pfedchozimu.

InEl= g3 = Polynomial CD [g2, D[g2, x]1]

OutEl= 448 - 496 % — 220%" + 155%% v asxt i 17x® o uf
g2

@)= h3 = s:'_mlify[—]
g3

Otd]= 336 - 232 % - 103x" —2xf 4t

54



In[10]:=

Out[10]=

In[11]:=

Out[11]=

In[12]:=

Dut[12]=

In[13]:=

Dut[13]=

In[14]:=

Out[14]=

In[15]:=

Qut[145]=

In[16]:=

Dut[16]=

In[17]:=

Dt [17]=

In[18]:=

Out[15]=

In[19]:=

Ot [19]=

In[20]:=

Ot [20]=

Inf21]:=

dut[21]=

In[22]:=

Out [22]=

h?
¥? - S]‘Jmliff[—]

h3
-2+

gd = PolynomialGCD [g3, D[a3, x1]

_lE+ 8R4 Tut et

g3
hd = S:i.npliff[—]
gd
I
—E2B+ 17+ 10N +:
h3
¥3 = S:i.npliff[—]
hd
12 + =
g5 = PolynomialGCD [gd, DLgd, x]1]
44
gl
h5 = S]'.lmlif}*[—]
g5

—4+31-C+1-:2

hd
¥d = S:i.rrpliff[—

h5
T+

g6 = PolynomialGCD [g5, DLg5, x1]

1
g5
e = S]'.lmlif}*[—]
g6
4 4w
h5
¥5 - Si.lmlif}*[—]
hé
-1 +=

g7 = PolynomialGCD [g6, D[g6, x]1]

1
g6
n? - S:i.npliff[—]
gt
1
hé
¥6 = S:i.lmliff[—]
n?

44
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Poslednim faktorem je tedy polynom Ve(x), ktery je obsaZzen v Sest¢ mocning. Polynom

f (x) po faktorizaci ma tedy nésledujici podobu.
3= rlev2*2xr3 3+ rd " dxvri "Snv6"6

o (12 +3)° 2+t i-laxdt 4+t (5 (Tt

Zavérem je opét mozné provést zkousku, zda jsme provedli faktorizaci spravne.
In[24]:= Expand[%]

Dut[z4 339830151760 - 1352237560288 x + 1667378 184102 x% -
81051 3856856%° — 1128424660992 x + 331 553703936 %" +
404003929088 x® - 102305483 520 %' - 102037439760 %" +
6640003 580%" + 15747372240 x™ + 2125696 159 x™ -
9Z3EEL636 % - 326440467 x1 — 26731 104%™ ¢ 3574502 %" 4
740640 xM + 14214xM 530z _g00xt? 412kt Lkt

Priklad 3
Faktorizujme polynom

f (x) =960180480 — 4837480704 X +9203362560x° —6897073536x° —1161139104x" +
+4847439168x° —1738450416x° —1118110120x" +774661937x® +105626333x° —
~154605506x%"° —796202x™ +18192715x™ —542745x" —1348380x™ + 23100x" +
+60791x™ +1115x"" —1426x"® —74x" +13x%° + x*

Yunnovym algoritmem. PouZijme program Mathematica 8% .
Definujeme polynom f (x) do paméti.
n[]= £[x 1 := 960 180480 - 4 837480 704 x + 9 203 362560 »° -
6697073536 x° - 1161139104 x* + 4847439168 »° - 1738450416 " -
1118110120 x' + 774661937 x" + 105626 333 x° - 154 605506 " -

796202 x4+ 18192 715 x - 542 745 x5 - 1348 380 = +
23100 x© + 60791 % £ 1115 %77 _ 1496 »%F - 14 ¥ L 13 7 L T

Vypocteme prvni derivaci tohoto polynomu.

n[z]:= DLE[x], x]

out[z= 4837450704 + 15406 725 120 % - 20691 220608 x° - 4644556416 %% +
24237195840 x* - 10430702 496 x° - 7a26 770540 %° +
6197295496 %" + 950636997 x° - 1546055060%° - §75822z2 =" +
Z15 312 580%™ - 7055685 %™ - 16877320 %™ + 346 500%™ +
972656 %™ + 16955 x™* _ 25668« - 1406 %M 20wt £ 21k

Definujeme polynom u(x)=D(f(x), f'(x)).
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Inf2:= w =Polynomial GCD[E[x], DLE[x], x1]

Out[3]= -762 048 + 3054450 x - 4427 565 '+ lo50anax’ +

1250076t - 1397164x" + 74687 =% + 305 129" - 62 140x” -
2602k w o322 L2014 wt - a40 vt o7z w4 7wt L tF

Nasleduje vypoget polynomu g, (x) = % a samoziejmé jeho Uprava.

f[x
In[4:= gl = S:i.'l'l'[‘.llif_‘t"[g]
u

Ot - 1260 + 1248 % + 295x° - 246%° - 44x* + 6" + %°

D(f(x),f'
Dale nalézame polynom h (X) = ( (lj(()x) (X)) a op¢t provadime drobné upravy.

D[E£[x],
= hl = Sjmlify[w]

u

Ot 6348 + 1540 % - 3497 %% —6a5x? 4 1laxt s 214°

Nakonec nalézame polynom Vl(x) = D(g1 (X), 0, (X)) , ktery je prvnim faktorem polynomu
f (x) a je zastoupen v polynomu f (x) prvni mocninou.
InfE]:= ¥l = Polynomial D [gl, hl - D[gl, x]]
OutfE]= 5+ X
Algoritmus samoziejmé bude jesté dale pokracovat, protoze plati hl(x)—gl'(x);tO. Dalsi
postup bude opét analogicky, proto netfeba dalSich komentata.
1
In[fl:= g2 = S:i.lmliff[g—]
rl
Oufls 252 + 300% -x° - 49x% axt e’

hl-D[gl, x]

|

oufle 1020 - 14x - 549 %% + §x° + 15

nEl= h2 = S:i_lmliff[

nE= w2 = PolynomialCD [g2, h2 - D[g2, x]1]

Out[d]= -6 + X

g2
In[(10]:= g3 = Silmlif}'[—]
r2

Ouin]= 42 - 43w - Tx: +7x° +xt
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h? - D[g2, x]
— |

n[11]= h3 = S:i.lT[:-lifr[
r2

Oufiil= 2 [-60-9x+32x° + 5%

In(12]:= v3 = PolynomialGCD [g3, h3 - DLg3, x]]

Out[12]= 7 +x

g3
In[13]= gd = S:i.nplify[—]

ri
OU[13]= B = T3 + 3

h3 - D[g3, x]
— |

n[i4= hd = S:i.lmliff[
r3

Out[ide —11 43 + 6 x°
In(15]:= vd = PolynomialGCD [gd, hd - D[gd, x]1]
Dut[15]= -1 + =
gd
In[16]:== g5 = Sj_m;ilifr[—]
rd
OE[E] -6+ X + %

hd - D[gd, x]
— ]

In[i7]:= h5 = S:i_lmliff[
i

Out[17]s 4+ 3=
In[18]:= 3 = PolynomialGCD g5, h5 -DLg5, x]]
Out[18]= 3 + X
g3
In[19]:= b6 = S]‘.lmlif}*[—]
rh
Out[19]= -2 +x

h5 - D[g5, x]
— |

n[z0]= hé = S:i.lmliff[
i

outfzo)= 1
In21]:= w6 = PolynomialGCD g6, he - DLg6, x]]
Out[zl] -2 +x

Zde algoritmus kongi, protoze hg (X)— g, '(x)

n[zi]= h6é - D[g6, x]

Out[22]= 0

0
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Diale tedy mizeme  zobrazit podobu  polynomu f(x)po  faktorizaci.

nz3]= rle w2 2% r3* I+ vrd " d x5 5~v6"6

o (—6+m1 —2+3f mlexmdt 3 (54w (7ex)?

Zavérem je opét mozné provést zkousku, zda jsme provedli faktorizaci spravne.
In[z4]:= Expand [3%]

Ou[z4)= 960 180480 - 4537 480 704 % + 9203 362 560 x° - 6697073536 %° -
1161139104%* + 4547439168 x° - 1 738 450 416 x° -
1118110120%" + 774661937 %" + 105626333 %" - 154605 506 %" —
796202 ™ + 18192715 ™ - 542 745 »MF - 13453501 4

23100% % 4 60791 %1 4 1115 _ 1426 ¢t pawt? L 1awtt Lk
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Zavér
V této praci jsme si ukazali pichled nékterych algoritmi pro rozklad polynomu. Zacali jsme
od téch nejjednodussich, které jsme dokazali urCit bez naro¢nosti, zda je mnohoclen

vvvvvv

dovedly rozklad mnoho¢lenu vypocitat a dosli jsme k zavéru, Ze rozklad polynomu existoval.

Zabyvali jsme se také rozkladem polynomu ctvrtého stupné, ktery je velmi ndrocny.
Predpocitatové éfe tato metoda ,,rucné zabrala dost Casu, oproti dneSni dob¢, kdy za nés

narocné vypocty vyresi vypocetni technika a pocitacové programy algebry.

Kroneckertv algoritmus je velmi zdlouhavy, a jeho postup je neprakticky, i kdyz vedl vzdy
k rozkladu polynomt. Pokud bychom dany polynom nemohli rozlozit, pak mizeme pti tomto

algoritmu konstatovat, Ze polynom je ireducibilni.

Square-free je dal§im algoritmem pro rozklad polynomu v souéin faktord nedélitelnych
¢tvercem. Tento rozklad je jednodussi, nez pomoci Kroneckerova algoritmu a je zaroven i

rychlejsi. Ktomuto rozkladu ndm postaCily znalosti uréeni formalnich derivaci a zjisténi

nejvétsSich spolecnych délitelt. Programu Wolfram Mathematica® jsme vyuzili k urceni

Xee

nejvetSich spolenych délitelit polynomil. Ty bychom ani nemohli pocitat ,,ruéné, povsimli
jsme si, jak velky kus prace bere pfi jejich urcovani ,,na sebe* pokrocily software. Nicméné
s touto pomoci bylo mozné projit i sloZitou cestu popsanou v algoritmech pro ,,square-free

factorization®.
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Resumé

This thesis treats an irreducubility of the polynomials in Z[x]. It is possible to decide an
irreducibility of the polynomials using Eisenstein’s criterion. The term of the irreducible
polynomial is connected closely with the reducible polynomial in Z[x]. The factorizing of the
polynomials into factors is interesting especially for the polynomials with the higher degree
than the degree three. Several algorithms exist for this factorizing like Kronecker’s one and
algorithms for square — free factorization. Examples and illustrations in program Wolfram
Mathematica 8° are added to the whole thesis. This advanced software is able to determinate

greatest common divisors, which man even cannot to do a calculation.
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