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1 Uvop

Uz od pocatkl véku lidé vyuzivali k béZnému Zivotu pocetni Ukony. At se jednalo o
nakup a prodej na trhu nebo napfiklad vymérovani polnosti. Matematika vidy patfila a
bude patfit k nasSim Zivotlm a chodu svéta. Postupem casu se z jednoduchych
matematickych prikladd vyvinuly slozitéjsi a lidé tak byli schopni aplikovat tuto ptirodni

védu i v jinych oborech.

Ve své diplomové praci se zabyvam integralnim poctem. Toto obsahlé téma jsem
rozdélila pro lepsi a ndzornéjSi pochopeni na dvé stéZejni kapitoly, urcity a neurcity

integral.

Kapitolu neurdity integrdl jsem pojala obsahleji. V této kapitole se opét zabyvam
riznymi metodami feSeni tohoto integralu a ptipojuji k nim pfiklady, na kterych nazorné

v

uvadim jak postupovat pti konkrétni metodé reseni.

Jednotlivé metody jsou: tabulkovd metoda, metoda per partes, se kterou se jesté

setkdme v kapitole urcity integral. Dalsi metodou je substitu¢ni metoda.

V této kapitole se dale zabyvam uréovanim primitivni funkce k raciondlné fesené
funkci a dale jsem se rozhodla rozvést téma rozkladu na parcidlni zlomky. V neposledni
fadé zde uvadim integraci funkci, jejichZ integraci mGzeme prevést na integraci racionalné

lomené funkce.

V kapitole urcity integral na rtznych prikladech demonstruji, jakymi metodami lze
tento integrdl resit. Mezi podkapitoly jsem zaradila: Reimannovu definici urcitého
integralu, Newtonovu definici urcitého integralu, metodu per partes pro urcity integral a
jako posledni jsem zvolila substituéni metodu pro uréity integrdl. Pro spravné pochopeni
této latky je velmi dllezité ukazat a vysvétlit na prikladech, jak spravné a efektivné pocitat

integral. U kazdé metody to poukazuji na nékolika prikladech.

Dalsi kapitolou, kterou zde uvadim je aplikace integralu v geometrii. Zde

vyuzijeme naSe dosavadné ziskané znalosti z oblasti diferencidlniho a integralniho poctu.

Jako zavérecnou kapitolu zde uvadim aplikaci integralu ve fyzice. Tuto kapitolu
jsem zaradila zcela zamérné vzhledem k mému druhému studijnimu oboru. Matematika a

fyzika se prolinaji a ja chtéla Ctenafi pfiblizit, jak se jeden obor chova ve druhém a naopak.

-5-
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2 INTEGRALNI POCET

2.1 POJEM INTEGRALNI POCET

Co je to integralni pocet a k ¢emu se vyuziva:

e Integrdlni pocet vyuzivame k urceni plochy, délky kfivky, objemu rotacnich

télesa.

e Kvypoctim ve fyzice, kde pomoci integrald mlzZeme napfiklad pocitat

moment setrvacnosti, nebo drahu.

e Kurceni funkce, pokud mame jiz definovanou jeji derivaci, protoze jak se

pozdéji dozvime integrace je inverzni proces derivace a naopak.
Zname dva zakladni typy integralniho poctu:
e Urcity integral
e Neurdity integral

2.2 HISTORIE INTEGRALNIHO POCTU

Matematika starovéku

V obdobi starovéku byla matematika zpodatku pouZivana pouze pro cyklické
zmény v pocasi, které bylo treba znat pro béiny Zivot. DalSim krokem ve vyvoiji
matematiky bylo vyuZiti poctl pfi vymérovani a stavbé zavlaZovacich zafizeni. Prvotni
poznatky geometrie byly objeveny pfi vymeérovani zaplavenych ploch. Kazda kultura v
tomto obdobi se vyvijela jinak a pouZivala jiné metody uchovani dokument(, proto také
zname jen nékteré. V Mezopotamii pouzivali k zaznamu hlinéné desticky, které poté
vypalovaly — z tohoto obdobi se dochovalo mnoho zaznaml, v Egypté se zapisovalo na
papyrus, ktery nebyl tak dobry jako desticky, ale svému Uéelu poslouZil podobné dobfe,
Cina a Indie pouZivali pro zdznam kGru a bambus, ktery podléhal rychlé zkaze a proto se z
tohoto obdobi nedochovalo mnoho pisemnych pamatek. Nejzndméjsi pisemnou
pamatkou se stal zachovany Moskevsky papyrus a Londynsky papyrus. Egyptané pouzivali
pro vypocet objemu plochy trojihelniky, které rozdélili do plochy, nasledné vypocitali

obsahy trojuhelnikd a secetli je. S vypoctem obsahu trojuhelniku byli dobfe seznameni,
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pouzivali pro to vzorec soucinu poloviny zakladny a vysky. Na papyrech muizZe naleznout
vypocty objem krychle, kruhového valce. Dalsi pozoruhodnosti egyptské matematiky
jsou bezesporu pyramidy, jez by bez znalosti pocitani s velkymi Cisly nebylo mozné
postavit. Velky podil na rozvoji matematiky méla astronomie, kterou stafi Egyptané
pouzivali pti pfedvidani zmén v pocasi. Podobné na tom byla matematika v Mezopotamii,
kde podle doloZenych hlinénych tabulek pracovali s aritmeticko-algebraickymi znalostmi a
s geometrii. Ve starovékém Recku byla situace jina, lidé méli na fyzickou praci otroky, a
tudiz se jejich mysl mohla zabyvat filosofickymi otazkami, uz nezaznélo jak?, nybrz pftisla
otazka proc?. Preslo se z praktické matematiky na jeji teoretickou ¢ast, ktera obsahovala

navody na feseni prikladl, ale dokonce od(vodnéni spravnosti reseni.
DUlezité osobnosti z tohoto obdobi:

e Théles z Miletl (prlmér déli kruh na dvé poloviny, vrcholové uhly

jsou stejné, Thaletova véta)

e Pythagoras (vedl skupinku filosofl, jejich heslem bylo ,vSechno je

¢islo“, odhalili iracionalitu jako nesouméritelnost Usecek)

e Zenodn (slepé ulicky — teorie Leticiho Sipu, Zajic a Zelva — to jsou jedny
z jeho teorii, kdy se snaZil poukdzat na rozpory mezi nasSim smyslovym

vhimdanim a jeho logickym vykladem)

¢ Hippocrates (jeho zasadni prace byla ta, kde se snazil vyresit problém

kvadratury kruhu a zdvojeni kruhu, pficemz pouZzival pouze pravitko a kruzitko)

¢ Eukleides (jeho dilem je tfinact knih Zakladd, kde demonstruje teorii
¢isel, rovinnou geometrii, geometrii téles a Eudoxovu teorii nesouméfitelnych

téles)

e Archimédes (nejvétSim prinosem jsou jeho véty o obsahu rovinnych
utvard a objemu téles, ve svych dilech se orientuje k proménnym, jeho prace

je dynamicka, na rozdil od Eukleida)

Pro nas je dllezitd matematika ve vztahu k integralu a ta se ve starovéku
projevovala intuitivnim pristupem avsak zaroven strachem z pocitani s malymi veli¢inami.

Diky exhaustivni metodé doslo k rozvoji ucinnych technik k vypoctu obsahu a objemu.
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16.-18. Stoleti

Po rozpadu fimské fiSe dosSlo k upadku vzdélanosti, tento problém se tykal
predevsim zdpadu (Evropy), jedinym zdrojem vzdélanosti byly klastery a ani tam nebyla
uroven vzdélani vysoka. S pfichodem 11. stoleti a rozvojem vyroby a obchodu se situace
zaCala zlepSovat, po obnoveni obchodnich cest byla preklddana velkd dila autor(
starovéku a mohly se Sifit myslenky Eukleida, Archimédese. Velmi dulezZité pro rozvoj
matematiky se staly university, rozsifeni matematiky ovlivnilo i vynalez knihtisku, pomoci
néhoZ se mohla véda rychleji Sifit Sirokému obyvatelstvu. | zde si uvedeme vyjimecného

myslitele:
Leonardo da Vinci

e Pro svou védeckou praci vyuzival Archimédovy myslenky, diky

v Vvev

16. stoleti bylo renesanci ve vSech ohledech, matematiku nevyjimaje. V tomto obdobi slo

predevsim o rychly vysledek, ne o presny dlikaz.
Johann Kepler

e priSel prvni s infinitezimdlni metodou, kdy rozdélil téleso na

mnoho malych kus, jejichZ objem Ize jednoduse urcit
¢ jeho dalsi znamou myslenkou je urc¢ovani obsahu kruhu
e diky jeho presnosti doslo k rozvoji modernich integrac¢nich metod
Galileo Galilei
® 0sobné nic neuverejnil, avsak jeho myslenky rozpracovali jeho Zaci
Bonaventura Cavalieri

e ve svém dile pfiSel s jednoduchou formou pro vypocet objemu

télesa, dnes je znama jako Cavaliereho princip

¢ tato metoda se zcela rozchazi s Keplerovym pfistupem
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René Descartes

e vytvoril analytickou geometrii, kdyZz na starovékou geometrii

aplikoval algebru
Pierre de Fermat

e vyrazné zasahl do matematiky svou spolupraci s vyznamnymi

matematiky
® sam prispél k teorii Cisel
Blaise Pascal
e sestrojil pocitaci stroj

e formuloval a dokazal binomickou vétu a vytvofil Pascaltv trojahelnik,

pronikl do procesu integrace, zkoumal cykloidu
Isaac Barow

¢ znal vzajemnou souvislost mezi derivaci a integraci

Isaac Newton
e fyzik, matematik a astronom

e zabyval se mimo jiné gravitacnimi zakony, zdklady mechaniky,

zaklady hydrodynamiky, optikou a korposkuldrni teorii svétla
¢ jako prvni se zaobiral teorii fluxe a fluent
¢ definice Newtonovych uloh jeho matematické analyzy:

1. ze znalosti drahy pohybu hmotného bodu v kazdém okamziku Ize

nalézt rychlost tohoto pohybu v uréitém case

2. ze znalosti rychlosti hmotného bodu lze v kazdém okamziku urcit

drahu, kterou tento bod urazi za urcity ¢as

e prvni z téchto uloh je vypocet derivace, kterd vede k vypoctu

integralu
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e pfi hledani vychodiska, kdy FeSil jak si poradit s nenulovymi
veli¢inami, které vsak nevyresil, vytvoril metodu prvnich a poslednich pomérd,

coz vedlo k pocatku teorie limit

¢ jeho metoda fluxe, nese od pocdtku znaky algoritmizace zaloZzené
zejména na diferencovani a také na tom, Ze integrovani je chdpano jako

inverzni operace k diferencovani

e mezi dalsSi Newtonovi Uspéchy patfi vypracovani tabulky integrdld,
objevil substitu¢ni metodu vypoctu integralu, ziskal mocninné fady pro mnoho

vypoctu a mnoho dalsiho
Gottfried Wilhelm Leibniz
¢ objevil a popsal vlastnosti nekonecné rady, jez dostala jeho jméno

¢ kladl velky vyznam symbolice, diky nému mame dnes jak popisovat

rzné symboly v matematice
e predlozil pravidla pro feseni uloh tecen a kvadratur
¢ svou teorii zalozil na zakladé charakteristického trojuhelniku
¢ rozvijel také metody zkoumani kfivek a funkci
Obdobi 16-18. Stoleti miZeme shrnout do téchto bod:
1. dohazi k vzajemného propojeni diferencovani a integrovani

2. urcity integral, ktery se staticky propojil s neurcitym, jez je

dynamicky
3. matematika byla Uzce svazana s fyzikou

4. byla stvorena diimyslna symbolika a algoritmicky aparat

18. stoleti

V tomto stoleti se matematickd analyza stava samostatnou jednotkou nezavislou
na mechanice a geometrii. Diky tomu muiZeme feSit konkrétni problémy ve fyzice,

astronomii a dalSich védach. Vyznamné osobnosti této doby:

-10 -
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Leonhard Euler
¢ Autor mnoha matematickych uc¢ebnic
¢ Rozvijel matematiku v kazdé jeji oblasti
e Jako prvni definuje logaritmus jako exponent
e Zavadi Cislo e jako zdklad pfirozeného logaritmu
19. stoleti

V tomto stoleti byly objasnény nesrovnalosti, které se nahromadily ve stoleti

predchazejicim. Bylo nutné rozlisit pojmy konvergence a absolutni konvergence fad apod.

Augustin Louis Cauchy

e PoloZil zaklady matematické analyzy, tak jak ji zname dnes

e VVyznamny krok vykonal i v teorii obycejnych diferencidlnich rovnic

¢ Formuloval novou definici integralu

George Friedrich Bernhard Riemann

e Jako prvni rozlisil vlastni a nevlastni urcity integral

Toto stoleti pfineslo matematice velmi dllezité poznatky. Jednd se o tyto:

1. Zavedeni souctové a konstruktivni definice integralu

2. Zaklad pro vznik teorie miry

20. stoleti

Henry Leon Lebesgue

-11 -
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e Podava deskriptivni definici integrall, jedna se o systém axiom, jez

ma integral splfiovat
e Zaroven definuje problém teorie miry

e Lebesguellv integral ziskal postupem ¢asu velmi silnou pozici, nebot

je velmi vhodny pro vysetfovani ve funkcionalni analyze
Perrondyv integral

e QOdstranil nesrovnalosti mezi Newtonovym a Lebesgueovym

pojetim integralu

-12-



OBSAH

2.3 PRIMITIVNI FUNKCE
Ktomu, abychom mohli definovat neurdity integral, je dlleZité znat pojem

PRIMITIVNI FUNKCE.

2.3.1 DEFINICE PRIMITIVNI FUNKCE
Méjme déany funkce F(x),f(x) definované na otevieném intervalu J.
Jestlize Vx € ] plati F'(x) = f(x), fikdme, Ze funkce F(x) je primitivni funkce k funkci

f(x) v otevieném intervalu.

2.3.2 URCENI PRIMITIVNI FUNKCE

PRIKLAD:
Zkusme najit primitivni funkci, pokud zndme f(x) = cosx, je zfejmé, Ze
primitivni funkci k nami zadané bude F(x) = sinx, protoZe (sinx)’ =

COoS x.

2.4 PRIKLADY NA URCENI PRIMITIVNI FUNKCE

PRIKLAD C. 1

ZADANI:
Naleznéte primitivni funkci k funkci f (x) = 2x.
RESENI:
Vznikne nam funkce, kterou kdyzZ derivujeme, dostaneme se k funkci plvodni.

Bude to tedy F(x) = x? a plati tedy, Zze f(x) = F " (x).

-13 -
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PRIKLAD C. 2

ZADANI:

Naleznéte primitivni funkci k f(x) = 3x? + 2x
RESENI:

Primitivni funkci dostaneme tim, Ze zadanou funkci integrujeme, to znamen3, ze
jednotlivé scitance integrujeme pomoci tabulkové metody, ziskame tak primitivni funkci:

[3x2+2x=x3+x2+¢C

PRIKLAD C. 3

ZADANI:

Naleznéte primitivni funkci k f(x) = 3e?

RESENi:
Primitivni funkci, kterou hledame, ziskame tak, Ze zadanou funkci integrujeme a
vysledku dosdhneme tim, Ze zadanou funkci 3e?, integrujeme podle tabulkové metody

viz. predchozi kapitola a v kone¢ném vysledku dostaneme:

f3e2 dx = 3e*x + ¢

-14 -
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3 NEURCITY INTEGRAL

Neurcity integral, jeden ze zakladnich typl integrali, mGzeme nadefinovat jako:

ff(x)dx =F(x)+c,kde F'(x) = f(x)

[ — znak integrélu

f(x) — integrand

dx — integrdIni proménnd
c— integracni konstanta

F(x) — primitivni funkce k funkci f (x)
Vysledkem neurcitého integralu je funkce, nebo mnozina funkci.

3.1.1 INTEGRACNIi PRAVIDLA

1. pravidlo: Pravidlo pro soucet a rozdil integral a jejich funkci

To jest, pokud mame integrdl ze souctu nebo rozdilu dvou funkci, mGzZeme vyuzit

toho, Ze tento integral mGzeme rozepsat jako rozdil nebo soucet dvou integrald.

[1r@) £ gNdx = [ reodx £ [ g@ax

-15 -
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2. pravidlo: Konstanta v integralu

Pokud integrdl obsahuje konstantu, Ize tuto konstantu vytknout pred integral.

fc-f(x)dxzc-ff(x)dx

3.1.2 JAK POSTUPOVAT PRI URCOVANi NEURCITEHO INTEGRALU, ZAKLADNi INTEGRACNI
METODY

Zde mUzeme poutzit nékolik metod pro uréovani integralu, k jeho vypoctu.
e Tabulkové integraly, zakladni primitivni funkce
e Metoda per partes, tj. integrovani po ¢astech

e Substituéni metoda

e Metody, po jejichZ integrovani dostaneme raciondlné lomenou funkci

3.1.3 TABULKOVA METODA

Zde si uvedeme zdkladni neurcité integraly, zakladni primitivni funkce
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x ;E'O_l 4
" dr = +C, x=0; proa# —1
v+ 1

f%aﬂr =Inlz|+C, +#0 [E!r de =¢e" +C

v l A off T E _—
fbm[ Vda = —cos(x) + C [mu& t.g,{.::]+£-,.r7ﬂz+kn
f r)dr = sin(x) + ' /%dm:—cotg(x]+ﬁ,r#kﬂ

sin”(x)
/-1111 )dx = cosh(z) + C j % dr = tgh(z) + C
cosh™(x)
' 1
fmc.h }dx = sinh(x) + C / ————dxr = —cofgh(z) +C, x #0
sinh®(x)

1
] a2 dw = arctg(x) + C fﬁ dr = arcsin(x) + C, z € (—1,1)

(http://math.feld.cvut.cz. [Online] [Citace: 9. 7 2012.] http://math.feld.cvut.cz/mt/txtd/3/txc3da3a.htm.)

3.1.4

Obrazek ¢. 1

PRIKLADY NA POUZITi TABULKOVE METODY

PRIKLAD C. 1

ZADANI:

RESENI:

Vyteste dany integral vhodnou metodou [ (sin(x) + 3)dx.

e PouZijeme integraci jednotlivych ¢lenl vyrazu, pomoci tabulky zakladnich
primitivnich funkci zjistime, Ze integraci fsinx dx = —cosx a f3 dx =

3x

e [(sin(x)+3)dx =—cos(x) +3x+c
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PRIKLAD C. 2

ZADANI:
VYRESTE DANY INTEGRAL POMOCI TABULKY ZAKLADNICH PRIMITIVNiCH FUNKCI f (8x3 + x?)dx

RESENI:
Opét vyuZijeme integraci jednotlivych clenll, budeme postupovat podle

pfedchoziho ptikladu, opét vyuZijeme vzorce ze zakladni tabulky integralt

3
x
f(8x3 + x?)dx = 2x* +?+ c

PRIKLAD C. 3

ZADANI:

Vyreste dané integraly pomoci postupt uvedenych v predchozich prikladech:

RESENI:

e [sin2xdx= —%cos(Zx) +c

o Integraci fsinxdx = cosx + ¢, zde mame i argument, ktery po-té také

integrujeme a dostaneme —%cos(Zx) + c.
3 1. 4,3 2
o [(x +3x0)dx = x"+Ix% +c

o V tomto piikladu vyuZzijeme pouze tabulkové metody a jednotlivé ¢leny

integrujeme.
o [xX*+x24xdx=cxt+2ix3+1x24¢
4 3 2

o V tomto piikladu vyuzijeme pouze tabulkové metody a jednotlivé ¢leny

integrujeme.
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3.1.5 METODA PER PARTES

DEFINICE:

Maji-li funkce f(x), g(x) v intervalu (a, b) spojité derivace, potom v (a, b) plati:

JfG).g°(x)dx = f(x). g(x) = [ f'(x). g(x)dx + ¢

DUKAZ:

Metoda per partes je zaloZena na vztahu pro derivovani soucinu

(uv) =uv+uv’

uv = fu'v + fuv'dx

Pokud vyjadrime prvni z integrdll, dostaneme vztah pro per partes a to:

fu’vdx=uv—juv'dx

3.1.6 PRIKLADY NA POUZITI PER PARTES

PRIKLAD C. 1

ZADANI:
Metodou per partes vyfeSte zadany integral [ x.sin 2x dx.
RESENI:
Nejprve si zvolime vhodné proménné a to ndsledujicim postupem. Zvolime si jako
u(x) = x, ta mi v nasledujicim vypoétu snizi derivaci o jeden stuperi, tak budeme déle
integrovat pouze goniometrickou funkci a to zname jiz z tabulkovych integral(i, proto

volime tento postup.
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1 v’ = sin 2x
v = —ECOSZX

Pomoci vzorce pro per partes dopocteme integral a to tak, Ze vynasobime funkci u a v

1, Y . . , .
od L Sin 2x ,odecteme integral fuv dx vysledkem, bude:

1 1
fx.sian = Zsian—Ex.cos 2x+c

PRIKLAD C. 2

ZADANI:

Metodou per partes vyteste zadany integrél [ x - Inx dx

RESENI:

u=Inx u =

Jako funkci u(x) = Inx jsme si zvolili z toho divodu, Ze tuto funkci umime

derivovat, ale ne integrovat, proto vyse uvedeny vybér. Ddle vyuZijeme toho, Ze derivace

1

Inx = 3 proto nam po provedeni jednoho per partes vznikne integral z polynomu.

Poté dosadime do vzorce pro per partes [ u'v dx = uv — [ uv’ dx a dopolteme,

vysledkem bude

1 1
JxInxdx= x*Inx—_x*+c
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PRIKLAD C. 3

ZADANI:

Metodou per partes vyieSte zadany integral [ arcsin x .

RESENI
. , 1
u = arcsinx U =———
V1 —x2
vV=x v =1

Jako u(x) = arcsinx volime, protozZe jej umime derivovat, ale ne integrovat,
abychom docilili moznosti pouzit metodu per partes, musime volit jesté druhou funkci,
kterou zvolime 1, tu umime integrovat, protoZe vime, Ze f 1dx = x + c ,ddle nam jiz
vyjde vyraz, ktery jsme schopni pomoci tabulky primitivnich funkci integrovat a dosadit do

vzorce pro per partes, ktery si pfipomeneme [uv dx = uv — [uv’ dx.

X

1—x2

dx

Vysledkem bude: [ arcsin x = x.arcsinx — |

/

kterou budeme fesit v dalsi kapitole, tento ptiklad si tam demonstrujeme.

X . s sy . / v v s v _ v . v s
= dx — vznikly integral je nasledné moiné resit substitu¢ni metodou,
1-x
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PRIiKLAD C. 4

ZADANI:

Vyteste dany integral pomoci metody per partes [ x?.e*

RESENI:

Vzhledem k tomu, Ze polynom je v druhé mocniné, budeme muset per partes

pouzit dvakrat.

Nejprve si vhodné zvolime proménné, abychom mohli metodu per partes pouzit,
v nasledujici tabulce jsou proménné a jejich derivace pro vypocet uvedeny. Integraci

[ x2dx = 2x + c, derivaci e* je e*, proto tato volba.

u=x* u =2
szxz.e"zxz.e"—JZx.exdx

Jelikoz ndm zbyl opét integrdl, ktery se feSi metodou per partes, opét si zvolime

proménné a to takto:
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Po integraci ndm vyjde [ 2x.e*dx = 2x.e*, vysledkem bude dan jako [u'v dx =
uv — fuv’ dx, ktery pokud vezmeme prvni per partes, tak dostaneme x%.e* — 2x.e* a

k tomu vysledku pri¢teme vysledek druhého per partes.

I =x%e*—2x.e* +2e*

3.1.7 SUBSTITUCNI METODA

3.1.8 VETAC. 1.: O SUBSTITUCNi METODE 1. DRUHU
Necht funkce F(y) je primitivni funkce k funkci f(y) v intervalu(a, 8). Necht
funkce y = g (x) ma derivaci g’(x) v intervalu(a, b).Pro kazdé xe(a, b), necht hodnota

g(x) patfi do intervalu (a, B).Pak vintervalu (a, b) je funkce F(g(x)) primitivni funkce
k funkci f((g)x) - g'(x).

3.1.9 VETAC. 2 : 0 SUBSTITUCNI METODE 2. DRUHU

Necht f(x) je spojita v (a, b).

Necht g(t) ma spojitou derivaci v jistém intervalu (c, d).

Necht vSechny funkéni hodnoty g(t), t €(c, d) vyplni (a, b).

Oznatime-li [ f(x) - g'(t)dt = F(¢t) plativ (a, b) :
ff(x)dx =F((p)x) + c,ceR

@(x) je inverzni funkci k funkci x = f(t),kde t € (¢, d).
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e Substituci vyuZivdame typicky v ptikladech, kde se vintegrdlu objevuje
derivace néjakého vyrazu nachazejiciho se v daném integralu, a tento vyraz

oznacime novou proménnoul.

3.1.10 PRIKLADY NA POUZITI SUBSTITUCNI METODY

PRIKLAD C. 1

ZADANI:

Pomoci vhodné substituce vyfeste [ =~ dx

sin?x

RESENI:

Zvolime vhodnou substituci, tak abychom po derivaci neznamé, dostali zpét
proménnou, kterd se ndm bude lépe integrovat. Pokud substituci dobre
provedeme proménna x se nam vykrati a zbude ndm pouze nova proménna u, coz
v tomto pripadé vyuzZijeme.

Plati zde pravidlo o substitu¢ni metodé 1. druhu, coZ pokud si jako substituovanou

neznamou zvolim sinx = t, dostanu po diferencovani dx =

cosx

Substituce:

sinx =t

cosxdx = dt
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Jak je jasné vidét, pokud si zapiSeme tento integral s vhodné zvolenou substituci,

cosx dt , L0t o . . P . P ,
f PER—" pak se nam cosx vykrati a zUstane jen jednoduchy integral, ktery jiz umime

spocitat.

, . 1 v sz . , .
Dosazenim substituce dostaneme ft—zdt,coz dava po zpétném dosazeni substituce
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PRIKLAD C. 2

ZADANI:
Vhodnou substituci vyfeste zadany integral e**dx.

RESENI:

Diferencovanim nam vznikd pouze Cislo, které je mozné vytknout pred integral,
proto mUZzeme vytknout konstantu 4 a dale tento integrdl dopocitat niZze zvolenou

substituci.

Substituce:

V tomto integralu opét vyuzije 1. substitu¢niho pravidla, které jsme si uvedli vyse.

Po nahrazeni proménnych v integralu substituci dostaneme

1 e4x e4x
Zje”du=T+c= T‘I‘C

-26 -



OBSAH

PRIKLAD C. 3

ZADANI:
Pomoci vhodné substituce vyreste dany integrélf V1 —x? dx.
RESENI:
V tomto pfikladu vyuZijeme toho, Ze jako substituci proménné x zvolime cost,

protoze zname jeho derivaci a bude se nam s tim lépe pracovat. MzZzeme tedy 1 rozlozit

na goniometricky vzorec cos?x + sin?x = 1, coZ ndm usnadni dal3i postup.
Jako substituci si tedy uréime:

X =cost

] dx
dx = —sintdt » dt = ———
sinx

Budeme tedy pokracovat v dosazovani substituce do zadaného integralu,

1—cos2t

[Vcos2t + sin?t — cos?t.sintdt = — [ sint.sint dt = — [ sin?tdt = [ dt =

_ f%dt _ fCOSZt dt 1 sir;Zt _ ; _ sin2.(x4/1—x2) te.

V tomto postupu vidime, Ze jsme goniometricky vzorec vyuzZili hned nékolikrat,

abychom si usnadnili praci.

PRIiKLAD C. 4

ZADANI:

Podle predchozich ptikladd si zvolime vhodnou substituci a poté integrujeme, do

2

, / . , sy v v . . s . s . X
vysledného integralu vratime zpétné substituci, zadany integral je Pt
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RESENI:
Tuto substituci volime, protoze derivace jmenovatele (az na konstantu) se nachazi

v Citateli.

Substituce:

1—x3=u
du = —3x?%dx
1

3 1 3
— | 2du=lnul+c=—-zn|1-x%|+c
u 3

Jak jsme si vSimli, ve vysledku je pfirozeny logaritmus s absolutni hodnotou,

protoZe vyraz v zavorce muze byt mensi nez nula.

PRIKLAD C. 5

ZADANI:
Podle predchozich prikladd si zvolime vhodnou substituci a poté integrujeme, do

vysledného integralu vratime zpétné substituci, zadani integrélu: [(2x + 1)%dx

RESENI:

Vytkneme-li konstantu, miZzeme ji dat pred integral, protoze vime, Ze plati
Jc - f(x)dx =c- Jf(x)dx

a ddle pouzit nize uvedenou substituci.
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Substituce:
t=2x+1
dt = 2dx
dx = ﬂ
2

Po integraci dostaneme nasledujici vyraz, potom je nutné pouze vratit zpétné

substituci.
5 _ t° _ x+1)®

« J® o2 1z €
PRIKLAD C. 6
ZADANI:

Podle predchozich pfikladd si zvolime vhodnou substituci a poté integrujeme,

d ’ I d Ih . II Ve ’ v v b . . d 7 el II x

o vysledného integralu vratime zpétné substituci, zadani integralu:
Y & P S VTeaz

RESENI:

Postupujeme jako u pfikladu €. 3.

1+x2=u

du = 2dx

1 1
Dostaneme tedy vysledek: 5 f\/_gdu =JVu+c=Vvi+x2+c

Ve vysledku je opét vidét, Zze vytkneme konstantu % pred integral a zbytek jiz

dopocteme pomoci substituce.
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PRIKLAD C. 7

ZADANI:
f dx
x'(1+Inx)

RESENI:

. .1 “ . , e . -
Derivace Inx je ~+ CoZ se nam po dosazeni do zadaného integralu pokrati, proto

je nutné vyuZzit této substituce.

Substituce:
1+Inx=u
—dx =du
X

Abychom si to dovedli |épe predstavit, sestavime si integrdl za pomoci substituce, tj.
fzdu, pak dostaneme [du = Inlu|l+c =1In|1+Inx|+c. | zde madme nutnost

absolutni hodnoty, protoze pfirozeny logaritmus nabyva hodnot (—oo, o).

PRIKLAD C. 8

ZADANI:

[ /5 —6x dx
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RESENI:
5—6x=u
6dx = du
dx = du
Sl
3 1 1 3
Vysledkem tedy je integral: f—?udu = —gf Yudu = —g.uT+ c=
3

_13s _ 4
8.\/(5 6x)* + ¢

Ve vysledku je vidét jiz zndmé pravidlo vytykdni, poté jiz pouze dopocitame

integral pomoci tabulky primitivnich funkci a zpétné vratime substituci.

PRIKLAD C. 9

ZADANI:

Zde si vyresSime priklad z kapitoly per partes, kterému dluzime fadné vypocitani.

Zadani pFikladu zm’fﬁdx.

RESENI:

V prvnim kroku musime zvolit vhodnou substituci, my si ji zvolime tak, Ze
1 — x2 = t2, pak tedy —2xdx = 2tdt, pokud dopocteme, vyjde nam, ze t = V1 — t2. Po
dosazeni substituce do nami zadaného integralu nam zbude pouze integral f—l dt.
Tento integral umime pomoci tabulkové metody dopocitat, bude se tedy rovnat —t + c,
musime vSak zpétné dosadit substituci, dostaneme tedy vysledek —\/th, po zpétném
dosazeni dostaneme —V1 — x2 + c.
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3.1.11 URCOVANI PRIMITIVNI FUNKCE K RACIONALNE LOMENE FUNKCI

DEFINICE:

Necht f(x) = %je racionalni lomenad funkce, P(x)je polymon stupné n a Q(x)je

polynom stupné m.

Jestlize n < m, pak tikame, Ze racionalni funkce f(x) je ryze lomena.
Jestlize n > m, pak tikame, Ze racionalni funkce f(x)je neryze lomena.

3.1.12 RYZE LOMENA FUNKCE:

Postup FeSeni:

1)Polynom Q (x) rozlozime na soucin linearnich a kvadratickych faktora.

2)Provedeme rozklad na parcialni zlomky:
A
(x —b)
AX + B
(x?2 —bx+c¢)

kdeA,BER,a EN

3)Provedeme integraci.

3.1.13 NERYZE LOMENA FUNKCE

Pm(x)

Mazeme ji vyjadfit jako soucet lomené raciondlni funkce tj. R(x) = o)
n

Py () + 2 ZE:;),kde m, <n

m
Qn(
PRIKLAD:

3+ 2x2+x—-1
x2—x+1

R(x) =
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RESENI:

Mdame polynom tretiho stupné v Citateli a polynom druhého stupné ve

jmenovateli, vydélime je a dostaneme:
(x3+2x>+x—-1):(x>—-x+1)=x+3

—(x3—x%+x)

3x%2 -1
—(3x%2=3x+3)
3x —4, coz je zbytek a
dostaneme:
x3+2x2+x—-1 L34 3x — 4
=X _—
x2—x+1 x2—x+1
3.1.14 FUNKCE S NEROZLOZITELNYMI KVADRATICKYMI CLENY VE JMENOVATELI
ZADANI:
5x% 4+ 18x + 19 4
X
(x—1)-(x?+4x+5)
RESENI:
2
V tomto prikladu vyuZijeme toho, ze S8 _ 4 + Brrc , po-té

(x—1)-(x2+4x+5)  x+1  x2+4x+5

VyuZijeme rozkladu na parcidlni zlomky a to tak, Ze porovname koeficienty u

neznamych x.
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x*:5=A+RB
x:18=44A+B+C
x%:19=54+4C

Vyjdou nam tedy tfi rovnice o tfech neznamych, po vyfeSeni rovnice

dostanemed =3,B=2aC = 4.

2x+4
X24+4x+5"

. ve - - Y . , .3
Pokud si vypoctené koeficienty vratime zpét do plivodni rovnice oy +

2x+4
x2+4x+5

Méame tedy integral fﬁdx + [ dx, integral f%dx vyresdime pouze

s pouZitim tabulkové metody a to svysledkem f%dx=3ln|x+1|, druhy

2x+4
x2+4x+5

integral dx budeme muset feSit pomoci substituce, zvolime si tedy jako

u=2x%+4x+5, po diferencovani dostaneme du = 2x + 4 dx, vysledkem druhého

integralu bude tedy In|x?+ 4x+5|. Abychom to shrnuli, pokud integrujeme

f 5x%+18x+19

_OX+18x+19 v 2
DG raxeS) dx, pak vysledek bude 3In|x + 1| + In|x* + 4x + 5| + c.

3.1.15 PRIKLADY NA POUZITI ROZKLADU NA PARCIALNI ZLOMKY

PRIKLAD C. 1

ZADANI:

Provedeme rozklad na parcialni zlomky

f(x—z;)c-_(i—zt) dx:f:ix3+ffix4

Poté si vytvorime rovnici, nejprve napiSeme rovnici jiz bez znacek integralQ

2x—1 _ A 4 B
(x—3)-(x—4) x—-3 x—4

Vynasobime ¢leny (x —3) a (x — 4)
Clen A vypoéitame jako:

2x—1=A-(x—4)+B-(x—3)
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2x—1=Ax—-4A+ Bx — 3B
Pak porovname koeficienty u x* a x°.
Vypocitdme jako rovnici o dvou nezndmych.
x':2x = Ax + Bx

x% —1=4A-3B

z¢ehozplyne2 = -5+B
B=7

Poté mohu dosadit zpét a integrovat

]_Sd +j 7 dx = —5Infx—3| + 7Inlx — 4] = I -4
x_3 X x_4 X = n|x n|x —n(x_3)5 C

Z vysledku je vidét, Ze rozdil pfirozenych logaritmi mUzZeme vyjadfit jako jejich

podil.
PRIKLAD C. 2
ZADANI:
f 8x—31
x2-9x+14
RESENI:

V tomto pfikladu bude rozhodovat, jestli kvadratické trojéleny jsou rozloZitelné,

nebo nikoliv a o tom rozhodne diskriminant ptislusné kvadratické rovnice.
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. L v —b+VbZ-4ac . .
Danou kvadratickou rovnici si rozloZzime podle x = — e vyjdou nam dva

kofeny a to 7,2. Proto rozklad je roven (x — 7) - (x — 2) = x? — 9x + 14.

8x — 31 d_f Ad+j‘ B_
x—=7)-(x—2) S x—2%
8x—31=A-(x—2)+B-(x—7)
8x—-31=Ax—-2A+Bx—7B

Zde opét feSime rovnici o dvou neznamych.

8x = Ax + Bx
—31 = —2A-7B
—15=-5B

Z danych rovnic ndm vyslo:

Po zpétném dosazeni do integralu mi zbyva pouze pouZit tabulkovou

metodu a priklad je vyreSen

5 3
] dx+j dx =5In|x—7|+3In|x—- 2|+ ¢
x—7 x—2

PRIKLAD C. 3

ZADANI:

v v ;. , e, 2x+1
Vyreste dany integral rozkladem na parcialni zlomky | ————
y y g P Y f 2x2—14x+24
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RESENi:
7 s
—ﬁdx, rozklad na parcialni

Po rozkladu na parcialni zlomky dostaneme fxil
zlomky provadime podle postupu, ktery je uvedeny v predeslych prikladech, kvadratickou
- Y . . Y 5 . , y .
rovnici se tedy vyreSime, vyjdou nam dva koreny% az, poté dosadime zpét do rovnice a

jiz pouzijeme pouze tabulkové integrace. DllleZité je vyrazy v pfirozeném logaritmu dat do

absolutni hodnoty.
Tedy po integraci jednotlivych séitanci dostavame I = gln(lx —4|) —
2In(jx - 3] +c.

PRIiKLAD C. 4

ZADANI:

3 o 6x—10
RozloZte na parcidlni zlomky f—4x2+10x p

RESENI:
V tomto prikladu vyuZijeme postupu jako u predeslych priklada.

1
2x—-1

o 2 .
Po rozkladu na parcidlni zlomky dostaneme fm— dx, ktery pokud
integrujeme jednotlivé scitance podle tabulky zakladnich primitivnich funkci, dostaneme

I=2In(|x +3|) —%ln(le— 1) +c

PRIKLAD C. 5

ZADANI:
Jako posledni ptiklad si uvedeme rozloZeni tohoto integralu na parcidlni zlomky,

2x%2-8x+4

zadéni integrélu je [ -————

RESENI:
Vtomto prikladu vidime polynom tretiho stupné, proto musime vytknout

proménnou x a poté ndm zbude pouze kvadraticka rovnice, kterou jiz umime resit.

Rozklad na parcialni zlomky bude roven:
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I—f1+ 1 1
) x x—1 x-2

Kdyz tento integral vypocteme, dostaneme vysledek:

I=In|x|+Inlx—1|—-In|]x—-2|+c
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3.1.16 INTEGRACE FUNKCI, JEJICHZ INTEGRACI MUZEME PREVEST NA INTEGRACI RACIONALNE

LOMENE FUNKCE (RLF)

1 nx
1 JR(Inx)-—dx= |5 _1,|=JR(®)dt
X

PRIKLAD:

ZADANI:

. . , ;o , . In?x-1 1
Vyreste dany integral pomoci vySe uvedené integrace fl— =

—dx.
nx+1 x

RESENI:

Zavedeme si substituci:

u=lnx
dx
du =—
X

2_ —
Poté mlZeme dale integrovat ftﬂl.%x. du = I%du =[u—1du=

(u-1)*
2

2 1
du:l"Tx—lnx+E+c

Jak vidime z vySe uvedeného postupu, vtomto prikladu vyuzivdme toho, Ze proménna x
se nam vykrati, zbude nam pouze vyraz u — 1, coz s pomoci tabulkovych integrald umime

snadno fesit, potom jiz pouze dosadime zpétné substituci.
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2. [R(e™)dx = [e a-dx=dt| =1.[pr).lat

V této definici vidime, Ze vysledny integral jiz umime lehce pomoci tabulkové integrace
integrovat, vtomto pfipadé jesté budeme vytykat konstantu v integrdlu pred néj.

Provedenim substituce dostane integral z racionalni funkce proménné t. (Hora)

PRIKLAD:

ZADANI:
f er d
————dx
1—3e%*
RESENI:
Podle dané definice vyreSime integrdl, jako substituci si zvolime
1-3e¥*=u
du = —6e**dx
Tuto substituci si volime proto, abychom odstranili vyraz ve jmenovateli.
Pak si jiz mUZeme vytknout konstantu pred integral a pracovat podle postupu,
ktery jsme si vySe uvedli.

1f1d— 1l|1 3e?*| +
| gdu=—z.ln e c

DuleZité je opét nezapomenout na absolutni hodnotu u prirozeného logaritmu.
3. [Vax?+bx+c ax,a # 0

Tento integral ma 3 zpUsoby rfeseni a to pomoci Eulerovych substituci.

Tyto substituce si zde demonstrujeme.
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1. Eulerova substituce

Tato substituce je pouzitelnd pro a > 0, jeji definice zni Vax? +bx+c=t+

Vax.
2. Eulerova substituce
Tato substituce je pouzitelna pro ¢ > 0, jeji definice zni Vax? + bx +c =t +
Vex.
3. Eulerova substituce
Tuto substituci pouzijeme, pokud ma kvadratickd rovnice dva realné koreny, tj.
. . . .. . —-b+VbZ-
pokud je kvadratickd rovnice rozlozitelnd podle vzorce r,s = Tm -
vax?+bx+c=a-(x—1) (x —5), pak vyuzZijeme substituci
Vax?+bx+c=t-(x—7).
PRIKLAD:
ZADANI:
Podle uvedenych definic vypotti: [ Vx2 + x + 2dx
RESENI:

Tento integrdl si rozloZime na | ’(x + %)2 + %dx = |[uz + %du

Nejprve jsme si rozlozili kvadratickou rovnici pomoci doplnéni na ¢tverec.
V tomto pfikladu vyuzivame Eulerovi substituce, ktera ma tvar:

\/ri-c =u+t,

kde c je konstanta.

Podle vyse uvedené substituce mizeme dosadit:
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2+7 +t
u‘+-—-=u
4

Celou vyse uvedenou fadku si umocnime druhou mocninou.

7
u2+Z=u2+mu+t2

Poté si uréime substituci a to ndsledujicim zplsobem:

Substituce:

u=x+-=
2

Pak tedy:

2 =_—_—¢2 = =
ut te,u > ,du e2 dt
Tie T g
f4 4 dt
2t 2t2
(tZ _)2
__f 4¢2
f<t+7t+4gﬁ)dt
B 4 8 64
7 7
2 7 11:2+—1:2
————zn|t|———4. 4 +c

—= ln( ’u2+——u+— Uu. ’u2+ +c

[VAT ¥ x+2dx = -2 In(VaZ + x + 2-(x +3)

Vtomto vysledku je jasné vidét, Ze u pfirozeného logaritmu neni zapotrebi

absolutni hodnota, vyraz bude vétsi nez nula.
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Nyni si povime néco k definicim, které jsou nize uvedené. Budeme je pouZivat pfi
feSeni kvadratickych rovnic, zalezi vSak na tom, zdali pUjdou rovnou rozloZit, nebo bude
zapotrebi doplnéni na ¢tverec a jakych hodnot budou nabyvat koeficienty kvadratického

trojclenu.

b
e a>0:+a-[ (x+2£a)+m dx=["T2a =% =va - [ViZ+m du

ax = du

. a<0:\/—_a-f\/—(x+%)—m dx=|Tn=-n|=—Va- [Vn—u2du

Dalsim typem RLF je tento integral

j dx
Jax? +bx+c

Zde si uvadime dvé moziné feSené, opét zalezi na tom jaké hodnoty je Clen a.

1 du

* >0 Bl
) a<0'i-fd_u
‘V=a vn-u?

PRIKLAD:

ZADANI:

iy . - vy dx
Podle vySe uvedené definice vypoctéte f—
V—4x2+16x—15

-43 -



OBSAH

RESENI:
1
ani 3 Y ——dx = arcsi : ravim
V zadani mame ukryty vzorec fm b csinx + ¢, poté upravime

proménnou pod odmocninou, ztoho ndm wvyplivda —4x? + 16x — 15 =1 — (4x? —

16x + 16) = 1 — (2x — 4)2

f 1
\/1 — (2x — 4)?%dx
Zvolime substituci:

z=2x—4

dz 25d dz
—_— —, e —
dx x 2

1
=—.arcsinz +c

1 1

- | ——dz

2 f\/l —z2 2
Jak je vidét, mUZzeme si konstantu vytknout pred integral a déle pokraCovat pouze

v feSeni tabulkového integrdlu, ktery jiz umime z pfedchozich kapitol fesit.

Zpétna substituce:

1 j 1 1
-, dx = —.arcsin(2x — 4) + ¢
2 ) \—4x2 +16x — 15 2 ( )
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Dalsi vyznamnou raciondlné lomenou funkci jsou goniometrické funkce, mizeme

je rozdélit na Ctyfi skupiny. A to tak, Ze prvni z nich je univerzalni substituce.
1. [R(sinx,cosx)dx
a)univerzalni substituce: tgg =t
PRIKLAD:
ZADANI:

dx
5—3cosx

VyresSte dany pfriklad f pomoci vySe uvedené substituce, tj. univerzalni

substituci.

Substituce tg x funguje pro jakékoliv raciondlné lomené funkce v proménnych
sinx, cosx avsak jeji nevyhodou je slozZitost, proto mlzeme v nékterych ptipadech tuto
substituci obejit. Nejprve si ji vSak budeme demonstrovat.

RESENI:
Vyse jsme si uvedli substituci, kterou v tomto pfikladu vyuZijeme, tj. tgg =t x=

dt.

2.arctgt,dx = ™y

2 2

x oo , Tz
Dostaneme tedy: tg > =t - fﬁdt,uprawme zlomky [——Ft—mdt=

1+t2 14t2

L dt.

4t%2+1

2 - Y10 Dy
f8t2+2 dt cely vyraz vydélime-li dvéma, dostaneme f

Zvolime dalsi substituci:

2t=u
dt ! d
= —du,
2
v v .o 1 _ l du l —l
Z &ehoz vyplyva f4t2+1dt =3 .fu2+1 =.arctgu+c=:. arctg(2t) + ¢, po
vraceni zpétné substituce nam vysledny integral vyjde f 5_::05x = % arctg (Ztg g) +c.

=45 -



OBSAH

b)R(sinx, —cosx) = —R(sinx,cosx) = sinx =t

Pokud je funkce lichd v cosx zjistime, pokud vytkneme znaménko — pred cosx,

dostaneme ho pred cely vyraz.

PRIKLAD:

ZADANI:

Vyteste dany integral, ktery ma piedpis [ ﬁ dx.

RESENi:

Zjistili jsme, Ze funkce je lichd v cosx, proto pouzijeme naslednou substituci.

SUBSTITUCE:
sinx =t

cosxdx = dt

Dosadime substituci zpét d integralu a feSime podle danych pravidel

J‘ cosxdx
1 — sin?x

Rozlozenim na parciadlni zlomky podle navodu v kapitole rozklad na parcialni

zlomky, dostaneme
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MuzZeme jesté vytknout konstantu pred integral a po-té bude integral

1_1f dt +1 dt
T2 ) 1=t 27 )1+t

Zpétnym dosazenim substituce ndm vyjde vysledek
1 1 1 1
I = —Elnll —t| +Eln|1 +t|+c== —Elnll — sinx| +§ln|1 + sinx| + ¢

Opét nesmime zapomenout na absolutni hodnotu u ptirozenych logaritma.

C)R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) > cosx =t

PRIKLAD:
Pokud je funkce lichd v sinx zjistime, pokud vytkneme znaménko — pred sinx,

dostaneme ho pred cely vyraz.

ZADANI:

v v , . , dx , , .- .
Vyteste dany integrél [ ml, ktery ma funkci lichou v sinx.
RESENi:

sinxdx _ _f dt
(2 + cosx).(1 — cosx) Q2+1t.(1-t%)

= rozklad na parcialni zlomky
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SUBSTITUCE:

cosx =t
—sinxdx = dt

Rozklad na parcialni zlomky:

1 _ A B
t+2).t+1.(t—1) t+2 t+1 t—-1

1 1
,dostaneme A =§,B =——,C=

Dosadime a dostaneme

pen [ I A A e 2~ Sinle 4 114 2l — 1]
“3)t+¥1 2)t+16)t=1 3" 2 6"

Vracenim substituce t = cosx

_1 1 1

I—§ In|cosx + 2| — Elnlcosx + 1|+ glnlcosx —1|l+c
d)R(—sinx,—cosx) = R — (sinx, cosx) » tgx =t

PRIKLAD:

ZADANI:

sin x
in3 3 x
sin3x + cos3x
RESENI:

Pokud je funkce licha v sinx i cosx zjistime, pokud vytkneme znaménko — pred

sinx i cos x, dostaneme ho pred cely vyraz.
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f sin x p f tg x '_coszxd
x= | ————dx
sin3x + cos3x tg3x +1

t t
= | ————dt = d
fﬁ+1 t_fa+D(ﬁ—t+D ‘

Zde volime rozklad na parcidlni zlomky

t A N Bt+C
t+1D.(t2—t+1) t+1 t2—t+1

t=At? —-t+ 1)+ (Bt+C).(t+1)

1
t=-1:-1=34,A=—=
3

t2: A+ B=0,B =

Wl W]

th:A+C=0,C=

t
j(t+1)(ﬂ-—t+1)dt

= 11 |t + 1]
= 3n

+1f t+1 it
3)Jt2—t+1

= j11|t+1|+11(tz t+1)+1f at
— 73" 6 2

t2—t+1

Zbude nam zde jesté integral, ktery doreSime opét pomoci vhodné
substituce. Nejprve si vSak kvadratickou rovnici doplnime na c¢tvereg,

abychom mohli spravné substituovat.
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f dt
t2—t+1
_f dt
- 1., , 3
(t—%)?+7
V3
du - dv 243
=f 3=f3 = arctg v + c
u? + y) Z(UZ +1)
2V3 . (2u)+ 2V3 . (2t—1>+
= ——arc — C =——arc C.
3 I\ 73 3 I\ /3
Je tedyft:ildt = —%lnlt +1| + %ln(t2 —t+1) +?arc tg (Zt—E) +c,
vers sinx _1 (tg?x—tg x+1) E 2tgx—1
c fsin3x+ cos3x T 6 (tg x+1)2 + 3 arctg ( V3 )+C'
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4 URCITY INTEGRAL

4.1.1 REIMANNOVA DEFINICE URCITEHO INTEGRALU

DEFINICE:

Infimum mnoziny vSech hornich (¢asti)souct funkce f je v uzavieném intervalu
<ab>.
Nazyvame ho pak tedy horni Reimanniv integral funkce f od a do b.

Znaéime:

f)dx

Q>

Supremum mnoziny vSech dolnich souctli funkce f je v uzavieném intervalu
<ab>.
Nazyvame dolni Reimannuv integral funkce f od a do b.

A znadéime:

b
f f)dx

Je-li dolni integral roven hornimu integralu, potom spole¢nou hodnotu nazyvame
Reimanntiv integral funkce f v < a,b >.

Znacdime:

b
®) f FOOdx
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4.1.2 NEWTONOVA DEFINICE URCITEHO INTEGRALU

Newtonova definice urcitého integralu ma tizkou souvislost s Reimannovym

integralem.

DEFINICE:

Necht funkce f je definovana v intervalu (a, b), pak:
Definice Newtonova integralu:
Jestlize je funkce f(x):

e Spojitd na uzavieném intervalu (a, b)

e Afunkce F(x) je k ni na(a, b) primitivni, pak musi platit:

b
f f()dx = F(b) — F(a) = [F()]8

—musime jesté definovat obecny NewtonUyv integral, ktery plati, pokud nastane
pfipad nespojitosti primitivni funkce v krajnich bodech definovany rozdilem

jednostrannych krajnich limit.

b
J f(x)dx = xlirz?— F(x) — xlir£1+ F(x)

Vlastnosti Newtonova a Reimannova integralu

1 [P feodx =~ [ f(x)dx

Prehozenim mezi dochazi k vytknuti znaménka pred integral.

[l feodx =0

Pokud se rovnaji dolni a horni mez, pak je integral roven 0.

[Pf@ydx = [{feodx+ [ feodx ,c€(a,b)
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4, ffa-f(x)dx=afff(x)dx a€ER

Pokud se v integralu objevi konstanta, pak je moZné tuto konstantu vytknout pred

integral.

5. [J(f@) +g@0)dx = [} fdx+ [ g@ddx  f,g - spojité

Pokud jsou funkce f a g spojité, miiZeme rozdélit integral s jejich sou¢tem na dva

integraly, které scitame.

Funkce, kterd je newtonovsky integrovatelnd, ale ne reimanovsky:

f&x) = X €(0,1)

1
N
o lim,_=+0-2 (R [ fO)dx

e F(x)=arcsinx

lim _ +arcsinx = 0}

L

lim,__ arcsinx = 5

0
Funkce, ktera je reimanovsky integrovatelna, ale ne newtonovsky

- 0,prox€eR

frx) = S 1,prox= %,D(p,g) =1

Poznamka:

1
= ¢ (1) f f(x)dx = [arcsinx]§ =

T T
2 )

Kazda spojitd funkce je reimanovsky i newtonovsky integrovatelna.

-53-



OBSAH

4.1.3 URCITY INTEGRAL

Uréity integrdl je obsah plochy, ktera je mezi osou x a kfivkou funkce. Cervend

kfivka ukazuje hodnou uréitého integralu, modra je kfivka funkce.

Jestlize se obsah plochy nad osou x rovna Useku plochy pod osou x, pak je hodnota

urcitého integralu rovna 0.
Tuto hodnotu mizZeme zjistit:
e Analyticky

e Numericky

o -

|
8
Y

I
B =I=1-1 ]

: f{cos{x}} o=
o _Fi . .

| . . . | . . . |

o 1T 2 2T

ZOBRAZENI URCITEHO INTEGRALU
Obrazek é. 2
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ZOBRAZENI PLOCHY VYMEZENE URCITYM INTEGRALEM
Obrazek ¢. 3
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4.1.4 VYPOCET URCITEHO INTEGRALU

Jako nazorny pfriklad si uvedeme vypocet jednoduchého tabulkového integralu,

L g . (2 . . Y 2 ,
zadani integralu je takové fl x + 1dx, tento integrdl vypoclteme I=%+x, nyni

, . .. . [x? 2 v . . .
dosadime meze, které nam urcuje mtegral:[7+ x] , C0Z znamena, Ze pro kazdou mez i
1

hodni i dolni vypocteme hodnotu daného vyrazu dosazenim dané meze za neznamou Xx.

F(2)=E+2]=4

=[]

Celkova hodnota urcitého integrdlu | bude rovna rozdilu horni meze a dolni meze,

t.4—->=2
2 2

4.1.5 PRIKLADY VYPOCTU URCITEHO INTEGRALU
PRIKLAD C. 1

ZADANI:

4
f4x3+2x2+1 dx
2
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RESENI:

Integrujeme jednotlivé scitance podle tabulky primitivnich funkci, poté vyreSime, a
dosadime horni a dolni mez urcitého integralu dle zadani, odecteme vysledek horni meze

od dolni meze.
2
1= x*+ §x3 + x

Dosazeni mezi:

PRIKLAD C. 2
ZADANI:
4
f 6x% +1dx
-5
RESENI:

Budeme postupovat jako v predeslém prikladu, vyreSime tedy integrdl dle tabulky
zakladnich primitivnich funkci, vyjde ndm I = 2x3 + x, dosadime meze [2x3 + x]*;, po

vypotteni jednotlivych mezi, vyjde uréity integral [2x3 + x]* = 387.
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PRIKLAD C. 3

ZADANI:
Vypoctéte urcity integral:

2

fx+1dx
1
RESENI:
2 2 2
rnde=E v - L] =[R2 [P=a- 3833
O o B I R R

Resenim ptikladu je tedy postup, ktery uvadim o fadku vyse.

PRIiKLAD C. 4
ZADANI:

1

f(3x2 +/x)dx

-2

RESENI:
Integrujeme jednotlivé sCitance podle danych pravidel, které jsme si uvedli v predeslych

kapitolach, poté vyfeSime integral a dosadime horni a dolni mez urcitého integralu dle

zadani. Meze od sebe odecteme a vhodn¢ vyjadiime vysledek.
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3x
2 373 76
f|3x2+\/§|dx= lx3+§x§] =2\/§+?
1
1

=[2\/3—+27]—[§]=2\/§+§

4.1.6 PER PARTES PRO URCITY INTEGRAL

Postupujeme, stejné jako u neuréitého integralu pouze dosazujeme meze.

PRIKLAD C. 1

1
f x.arctg x dx => pouzijeme metodu Per Partes
1

1
u=arctgx u =
9 x2+1
1
— a2
v=2x v = x

=12 -
I =-x*arctgx — [

2x2%2+42

Dale upravime na rozklad na parcialni zlomky. Z ¢ehoz dostaneme

1
1 2
I—fzdx+fx2+1dx

Poté nam celkovy vysledek vyjde:

I ==x%arct +1 t _2
=5 Xx‘arctgx + Sarctgx — 5 x

Na dosazené horni a dolni meze nam vyjde vysledek
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1, 1 1
=x“arctgx += arctgx —=x
2 2 27|,
PRIKLAD C. 2
ZADANI:
Jo x - e*dx
RESENI:
u=x u =1
1
— 52X 2
v=e v =—ex
2

1 1
I, = Exezx - fiezxdx

Poté pouZijeme substituci 2x = t a integral dokon¢ime, vyjde nam

A feSenim bude tedy: f03 xe**dx = %e(’ + %
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4.1.7 SUBSTITUCNi METODA PRO URCITY INTEGRAL

PRIKLAD C. 1
ZADANI:
1
f 2x g
—ax
2 V5 —4x
RESENI:

- Pomoci substituce, kterou si zavedeme, vyreSime integral

—4dx = 2tdt
t =V5—4x

5—t?

5t% = 4x -

4

3
V5 — 4x, pak dostaneme [ = i. (5—-4x)z —5.v/5—4x

-vyjde ndm f%.(tz —-5)dt, I = 1.(§t3 - St), vratime-li zpét substituci, tj. t =

-po dosazeni mezi urcitého integralu dostaneme:

1

f 2x J 1
—_—ax = —

_1\/5—4x 3
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5 APLIKACE INTEGRALU V GEOMETRII

5.1.1 ZAKLADNi OBRAZEC

1. Zakladni obrazec

DEFINICE:

M¢jme dany usecky AB a oblouk z bodu C do bodu D a kiivky k spliiujici tyto podminky:
a. Oblouk CD lezi v jedné z polorovin vytatych pfimkou AB, pfic¢emz tento oblouk

ma s piimkou AB spole¢ny nejvyse konecny pocet prvkl (bodi).

b. Kazda kolmice k pfimce AB ma budto jeden spole¢ny bod X s tiseCkou AB a jeden

spole¢ny bod Y s kiivkou k nebo nemé spole¢ny bod s zddnou z téchto mnozin.

Potom se mnoZina viech XY nazyva ZAKLADNI OBRAZEC.

DEFINICE:

Obrazcem rozumime G bodu v roving, ktera je:

a. Sjednocenim kone¢ného poctu zakladnich obrazct, pticemz libovolné Z z nich maji

spolecné nejvyse body obvodu.

b. Existuje kone¢ny pocet zakladnich obrazct, takovych, ze sjednocenim G U Z; U

Z, U Zs ..U Z, je obrazcem takovym podle definice a.
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5.1.2 OBSAH ZAKLADNIHO OBRAZCE

VETAC. 1.

Obsah P zékladniho obrazce G je dan trojici [a, b, f(x)] a je dan vzorcem S = f; f(x)dx.

VETAC. 2.
Obsah nekladné funkce

Pokud je funkce nekladna, ur¢ime jeji obsah oblasti se zapornym znaménkem.

b b
S = jf(x)dx =—jf(x)dx

VETA C. 3.

Mnozinovy rozdil zékladniho obrazce funkce g a funkce f.

Pokud na uzavieném intervalu {(a, b) plati g(x) < f(x), pak oblasti lezici mezi grafy

funkci g a f je roven:

w1z . wr b , yio o
Pokud funkce f stiid4 znaménka, utvotime vzorec [ = fa f (x)dx rozdil sou¢ti obsaht

oblasti urcitych funkei f leZicich nad osou x a souctu obsahil leZicich pod osou x.

b b b
5= [ g@ar- [ rwar = [(9@ - o ax
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5.1.3 OBSAH PLOCHY - PRIKLADY

PRIKLAD C. 1

ZADANI:
Vypoététe obsah zakladniho obrazce funkce g(x) = cos x na intervalu (0, g).

RESENi:
Nejprve ur¢ime primitivni funkci, dostaneme podle tabulkové metody, poté dosadime

meze z intervalu (a, b) a dopoéteme.

n
2

b

T

S = fg(x)dx = f cosx dx = [sinx]2 =1
a 0

PRIKLAD C. 2

ZADANI:

Vypoététe obsah zékladniho obrazce funkce f(x) = x3 + 1 na intervalu (1,3).
RESENI:
Abychom docilili vysledku obsahu plochy funkce, kterou mame v zadani na

intervalu (1,3), musime postupovat nasledujicim postupem.

Za prvé si vypolteme integral, vtomto prikladu vyuzijeme pouze tabulkové

metody.
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Za druhé dosadime meze, od vysledku horni meze odeéteme dolni mez a mame
vysledek obsahu plochy.

3

b
Szaff(x)dlefx3+1 dx=[xz+xl =22

3
1

PRIKLAD C. 3
ZADANI:

Vypoététe obsah zékladniho obrazce funkce f(x) = 4x? + 3x + 1 na intervalu (—2, 4).
RESENI:

V tomto piikladu opét vyuzivame pouze tabulkové metody a dosazeni mezi.

" 4x3  3x?
S=ff(x)dx=f4x +3x+1dx = T+T+x =120
a -2 -2

PRIKLAD C. 4
ZADANI:
Ur¢i obsah plochy vymezené f(x) = (cosx — 3x) v intervalu (—g,g).

RESENI:

. y , 3 ) )
VyuZijeme toho, Ze [cosxdx =sinx a [3xdx =>x? dosazenim mezi do

vysledk( a rozdilu horni meze a dolni meze dostaneme poZzadovany vysledek.
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cosx — 3x dx = [sinx — Ex

AT Wiy

6

b
S = ff(x)dx =

5.1.4 DELKA KRIVKY

DEFINICE:

Pokud mame kfivku danou grafem funkce f na uzavieném intervalu (a, b), jestlize

ma funkce f spojitou derivaci na {(a, b), pak délka kfivky je dana vztahem:

b
L= f 14+ (f'(x))?dx

a

5.1.5 PRIKLADY NA VYPOCET DELKY KRIVKY
PRIKLAD C. 1

ZADANI:
2
Vypoctéte délku oblouku daného y = x: — %lnx v (1,0)
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RESENI:

1
L= [ VFeEH1
0

Nejprve si vyreSime derivaci funkce f(x).

X 1
fx) = 27 2x
Poté si derivaci umocnime druhou mocninou.
) _x? 1 N 1
GO =4 =3 02

K vysledku pri¢teme konstantu 1.

2

'()2+1—x2 1+ ! +1—(1+x)
() 2 2T T T2

Poslednim krokem je vyfesSeni integralu a dosazenim mezi, opét odelteme

vysledek horni meze a dolni meze a vyjde nam délka kfivky.

_ef1  x\%, 1,5
L_fl(;-l_i) dx—z(e +1)

K pfehozeni mezi doslo substituci a to tim, Ze jsme si urcili e® —» 1,e® — 1.

PRIKLAD C. 2

ZADANI:

Vypoctéte délku oblouku daného y = %x/? (x — 3) omezeny priiseciky s osou x.
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RESENI:

Nejprve si uréime praseciky, ty budou x = 0,x = 3 ty ndm uréi interval, ve

kterém budeme pocitat urcity integral. Nyni uz mizeme zacit pocitat derivaci:

‘X)) =—=Vx——=
fx) = \/ 2\/_
Opét si danou derivaci umocnime druhou mocninou a poté pficteme konstantu 1.

x 1 1
e 2 —__ _ _
FONP =75+

X 1 1 Vx

2 1=s—— _ 1= (— 2
FE+1=7-5+-+1=( )

Zde jiz dopocitame urcity integral podle predchozich kapitol a uré¢ime délku kfivky.
3 \/_ 1
X
L= f(—+—)2 dx = 2V3
0 2 2vx

PRIKLAD C. 3

ZADANI:

Vypoctéte délku kfivky danou y = Vx — x2 + arcsinvx, kde
x > 0 ajeho defini¢ni obor je na (0,1).

RESENI:

Nejprve si musime urcit interval, ve kterém budeme pocitat délku krivky.

Bude to v intervalu takovém, kdyz vypoéteme nerovnici x —x2 > 0

tj. x = 0,x = 1. Po—té jiz pokracdujeme dle postupu reseni délky krivky.
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£ = 1-x

= Vx — x2
1 _

(F(0)? = —

, 1-x _l

(f(x))2+1—T+1_x
: 1

Lzbfj;dxzz

5.1.6 ROTACNI TELESO A OBJEM ROTACNIHO TELESA

DEFINICE:

Budiz G zadkladni obrazec uréeny obloukem CD a useckou AB. P¥i rotaci obrazce G
kolem pfimky AB kazdy bod oblouku CD, ktery nelezi na pfimce AB, opiSe kruZnici.
MnoZzina vSech bodl téchto kruZnic a jejich vnitfkd doplnéné témito body oblouku CD,

které lezi na pfimce AB, se nazyva rotacni téleso.

DEFINICE:

Necht f(x) je spojita v(a,b), potom objem rotacniho télesa vzniklého rotaci

zakladniho obrazce (a, b, f (x)) je:

b
V= n.ffz(x) dx
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5.1.7

PRIKLADY NA VYPOCET OBJEMU ROTACNIHO TELESA

PRIKLAD C. 1

ZADANI

Vypoctéte objem télesa, jeZ vznikne rotaci obrazce omezeného krivkami:

fry=2—x?

gy =x*

RESENI:
1)

2)

3)

4)

5)

Maéame-li vypocitat objem rotacniho télesa, musime si nejprve vypocitat priseciky
funkci f(x)a g(x).

Vytedime rovnici f(x) = g(x), 2—x?=x% - x = +1, interval bude tedy
uzavieny na{- 1, 1).

V tomto intervalu plati: f(x) = g(x).

Dale budeme postupovat tak, Zze si vypocéteme druhé mocniny obou funkci, kde
f2(x) = 4, 9g%*(x) = 4x2, tyto dvé& hodnoty odetteme v integrélu, tj. [(f?(x) —
g*(x))dx = [ 4 — 4x? dx.

Dosadime meze z intervalu (—1,1), vznikne nam urdcity integral, ktery feSime podle

navodu v pfedchozich kapitoldch. Budeme mit tedy k Feden: f_114—4x2dx ,

’ . , 161
vysledek vynasobime 1 a dostaneme -
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Objem tedy bude:

1
16w

V=m. f(fz(x) —g%(x))dx = m. f(4— 4x?) dx = =

-1
PRIKLAD C. 2

ZADANI:

Urcete objem rotacniho télesa vytvoreného rotaci obrazce daného kfivkami.

] —‘x2 ] — 3
fl'y_ 4 ’fz'y_ 2 X
kolem osy x.

RESENI:
Nejprve si uré¢ime pruseciky os, abychom jako v predeslych pfipadech dostali interval, pro

ktery bude platit urcity integral.

Vypoctenim korenl kvadratické rovnice dostaneme dolni a horni mez urcitého integralu.
x2+4x—-6=0,x; = —2+V10,x, = =2 — V10

Poté jiz pouze odetteme umocnéné funkce (f3)% — (f1)? a vysledek vynasobime m a

dostaneme pozadovana objem rotacniho télesa.
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—24+v10

Ve f [(£,)? — (£)?] dx = 165,57
-2—-/10

PRIKLAD C. 3

ZADANI:

Urcéete objem rotaéniho télesa daného f(x) = tgx,0 < x < %

RESENi:
. .oy ver sinx ; . .
Funkci f(x) = tgx si miZeme rozlozit jako o5, ¢ Musime ji umocnit na druhou a

poté tento integral fedit s pomoci goniometrického vzorce 1 = sin?x + cos?x.

—1)dx=%.(4—n)

T T T
y 4 4
sin’x 1 — cos? x
V=m. dx = m. =m. | (
cos2x
0 0 0
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5.1.8 POVRCH PLASTE ROTACNiHO TELESA

DEFINICE:
Necht je f(x)spojita na {a, b) a ma na tomto intervalu spojitou derivaci. Povrch

plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci kfivky, jez je grafem f kolem osy x , dany

vztah je:
b
P = Zn.ff(x).w/l + (f"(x))? dx
a
PRIKLAD C. 1.
ZADANI:

Vypocitejte povrch plochy P, kterou sestroji kfivka y = sinx, x € (0, ) kolem osy x.

RESENI:

f'(x) =cosx
(f (0))? = cos?x

1+ (f(x))? =1+ cos?x

s VA

P = 27t.jf(x). /1 + (f'(x))zdx = 27‘[.J sinx.y/ 1+ cos?xdx

0 0

-73 -



OBSAH

SUBSTITUCE:

cosx =t
sinxdx = dt
cosO0=t -t; =1

cost =t -t =-1

= 27, f1_1\/1 + t2dt = 2m. f_11\/1 + t? dt, integrovatelnd funkce je na uzavieném

intervalu (—1,1), dale pocitame integral takto:

1 1 1 1
dt tdt
21, f\/1+t2dt=2.2n.f\/1+t2dt —>=f +ft. =
2 J s VI+t2 S VI+t?
METODA PER PARTES:
u=t u =1

Metodu per partes provedeme jako u predeslych prikladd.

= [ln [t+m”(1) + [t—m]z —fmdt

e Poté reSime rovnici:

1
2.f\/1+t2dt=ln(1+\/7)—ln1+\/7
0

2.f\/1+t2dt=ln(1+\/§)+\/§
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1

2.f\/1+t2dt=%.(ln(1+\/§)+\/§)

0

1
P= 411'.J.\/1 +t2dt = 4n.%.(ln(1 +v2) +V2) = 2m. (In|1 + V2| + V2)
0
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6 UZITI INTEGRALU VE FYZICE

Integraly vyuzivame nejen v matematice, ale i ve fyzice a to napfiklad k vypoctiim:
4 V kinematice

= Draha pfimocarého pohybu konaného rychlosti v = v (t)

v ¢asovém intervalu (t,, t,) je ddna vztahem:
t
o s= ft: v (t)dt

4 Pro vypocet sily

v vev

b 2 b
If () dx jx f(x)-dx
S 2 S
u X _a _ 7Y _a
YT—?— b ) XT = s b
If(x)~dx If(x) dx
a a

4+ Pro vypocet prace

= Prace vykonana na pfimocaré draze ve sméru osy c silou
velikosti F(F(x)) vuzavieném intervalu (a,b) je déna

vztahem
o W= f:F(x)dx

4 Pro vypocet momentu setrvaénosti

= U homogenniho rovinného obrazce omezeného
kiivkami y=0,x=a,x=bay= f(X) budeme urcovat
momenty setrvacnosti vi¢i soufadnicovym osam X a .

V souladu s vySe uvedenym obecnym vzorcem bude platit:

4
b
Jy :p-jrz-dS:p-sz-f(x)-dx.
S a
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7 ZAVER
Ve své diplomové praci jsem se rozhodla laickému ctenafi pfiblizit teorii a aplikaci

integralniho poctu. Cilem mé diplomové prace je ukdzat jak efektivné vyuzivat moznosti

integralniho poctu.

Pro jasnéjsi vyklad uvadim rGzné typy priklad( od elementarnich po obtiznéjsi. U
kazdého ptikladu mam pfipojeny podrobny popis, jak spravné postupovat pfi vypoctu i
finalni feseni prikladu.

Svou diplomovou praci jsem se rozhodla pojmout jako sbirku uloh pro studenty
stfednich Skol, s tématikou integrdlniho poctu. Mou diplomovou praci mohou vyuzit i laici,
ktefi se zajimaji o tuto problematiku. Dle mého nazoru jsem latku podala srozumitelng,

jednotlivé priklady jsou jasné definovany a prehledné usporadany.

Doufam, Ze budouci ¢tenaf tuto strukturu oceni a bude pro néj stejnym pfinosem

pfi studiu matematiky jako pro mne.

Svou praci jsem vypracovala samostatné, pouze s pouzitim pfilozené
literatury, vyuzitim internetu a za odborného vedeni Mgr. Lukase Honzika, kterému

bych timto chtéla velmi podékovat za jeho rady a pomoc.
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10 RESUME

In my thesis | decided to give a common reader an idea of theory and application of
integral calculus. The aim of my thesis is to show how the integral calculus can be
effectively and variously used.

Due to a clear interpretation | quote different examples - from elementary to complicated
ones. Each example has a detailed description how to proceed in right calculations. There
is also a final solution of examples.

My thesis is designed as a collection of integral calculus exercises for high school students.
My thesis can be also used by common readers, who are interested in this area. In my
opinion the curriculum is interpreted clearly and each example is sorted and defined
transparently.

I hope that a future reader appreciates the concept of my thesis and it will be a
contribution for readers who study mathematics as | do.

| wrote my thesis by myself with using of enclosed literature and under a professional lead

of Mgr. Lukas Honzik to whom I would like to thank.
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