ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI
FAKULTA APLIKOVANYCH VED
KATEDRA MATEMATIKY

Diplomovéa prace

Modely s prekryvajicimi se generacemi (OLG
modely)

Overlapping Generations Models
Jiti Pesik

Plzen 2013



Cestné prohlaseni

ProhlaSuji, ze jsem diplomovou préci na téma

Modely s piekrjvajicimi se generacemi (OLG modely)

vypracoval samostatné pod odbornym dohledem vedouciho diplomové prace za pouziti
pramenu uvedenych v pfiloZzené bibliografii.

V Plznidne 13.5.2013

i



Podékovani

Rad bych touto cestou podékoval panu prof. Ing. Milosi Machovi, CSc. za odborné
vedeni této diplomové prace. Rovnéz bych rad podékoval panu JUDr. Ing. Davidu Mar-

tin¢ikovi za moznost castych konzultaci.

il



Abstrakt

Cilem této diplomové préace je vysvétlit problematiku modeli s prekryvajicimi se gene-
racemi (OLG modeli). Nejprve jsou modely s prekryvajicimi se generacemi ukotveny v
kontextu ekonomické ristové teorie. Nasledné je popsan prvni publikovany OLG model:
Diamondiiv model, protoze princip dnesnich modeli je stale realtivné blizky pravé Di-
amondové modelu. Nasledné je v praci podrobné rozebran Auerbachuv-Kotlikoffiiv mo-
del. Na zékladé tohoto modelu je provedena simulace stavu Ceské ekonomiky z pohledu
financovani penzi pro rok 2065 pii pouziti prognozy demografického vyvoje Ceského sta-
tistického ufadu. Sledujeme vliv zmény parametri vyvoje ekonomiky a vladni fiskalni
politiky na financovani penzijniho systému. Néasledné diskutujeme zavéry a formulujeme

doporuceni.

Klickova slova: modely s prekryvajicimi se generacemi, Diamonduv model,

Auerbachuv-Kotlikoffova model, ekonomicky rust, penzijni systém
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Abstract

The aim of this thesis is an explenation of overlapping generations models (OLG model).
There is an description of development of economic growth theory with respect of OLG
model in the beginnig of the thesis. Then we describe a Diamond model. The Diamond
model was first OLG model and many of modern OLG models are still based on the
common principle with the Diamond model. The we closely describe Auerbach-Kotlikoff
OLG model. We make a simulation of Czech economy based on Auerbach-Kotlikoff
model and a demographic prognosis of Czech Statistical Office. We focus on a financing
of Czech pension system. We change some parameters of the economy and analyse the
impact of this change on the pension system. Then we discuss outcomes and formulate

encouragements.

Key words: overlapping generations model, Diamond model, Auerbach-Kotlikoff mo-

del, economic growth, pension systems
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Uvod

V roce 1928 publikoval genialni britsky matematik a filosof Frank Plumpton Ramsey
¢lanek A Mathematical Theory of Saving, ve kterém polozil zdklady moderni teorie
ekonomického ristu. Nanestésti Ramsey zemiel necelé dva roky po jeho vydani. Trvalo
tak vice nez 20 let, nez byla jeho prace znovu objevena. Ramseyiiv ¢lanek piedstavoval
oziveni zajmu o ekonomicky riist v rdmci akademické sféry. Souc¢asné to byl ve své dobé
jeden z nejpokrocilejsich modeli v oblasti matematické ekonomie.

V roce 1965 vydal Peter Diamond ¢lanek National Debt in a Neoclassical Growth Mo-
del, ktery do teorie ekonomického ristu pridal problematiku pirekryvajicich se generaci.
Zatimco Ramsey uvazoval, 7e se v modelu nachazi ,,nekonec¢né dlouho* Zijici populace,
Diamond do modelu zapracoval nové narozené a umirajici jedince. Jedinci v Diamon-
dové modelu se rozhoduji v ¢asovém horizontu, ktery je dan délkou jejich Zivota. Dia-
mond jako prvni vytvoril teoreticky fundament pro studium penzijnich systému a z jeho
modelu je mozné analyzovat rozdilné dopady zavedeni pribézného a fondového systému
financovani penzi. Pro skupinu modeli, které umoziuji fesit tento druh problémi, se
¢asem vzila zkratka OLG modely podle anglického Ouerlapping Generations Models. V
¢eStiné se nejcastéji pouziva pojem modely s prekrijvajicimi se generacems.

Od té doby prosla ekonomicka teorie dalsi zasadni zménou, kterd zacala v roce 1976
¢lankem Roberta Lucase Econometric Policy Evaluation: A Critigue, v némz polozil za-
klady konceptu nazyvaného jako Lucasova kritika. Lucas upozornil na fakt, Zze chovani
subjektu ovliviuje i hospodaiska politika vlady. Nelze tedy provadét analyzu dopadu
hospodariské politiky na ekonomiku bez zahrnuti ptizptsobeni subjekti této hospodéai-
ské politice.

V roce 1987 publikovali Auerbach a Kotlikoff v knize Dynamic Fiscal Policy novy OLG
model, ktery byl od té doby mnohokrit pouzit a rozpracovan. Model je ¢asto vyuzivan
k analyze dopadi vladni politiky na udrzitelnost penzijniho systému, protoze diky své
konstrukei je robustni vii¢i Lucasové kritice.

V disledku starnuti populace se stava otézka financovani penzi pro osoby v post-
produktivnim véku stale aktudlnéjsi. S tim roste i zdjem o OLG modely, jejichz ikolem
by mélo byt predevsim fesit dopady vlddnich politik na dalsi vyvoj a udrzitelnost pen-
zijnich systémi. Nanestésti je spolecensky a medialni obraz této problematiky vyrazné
zkresleny a ¢asto se redukuje pouze na interpretaci predikce demografického vyvoje,
ktery neni zdaleka jedinou proménnou tohoto problému. Tim spiSe je potieba prezento-

vat teoretické poznatky a hajit je oproti zjednodusujicim a ¢asto zavadéjicim tvrzenim.



Cile prace
Tato prace si klade nasledujici cile:

1. zaclenit OLG modely do kontextu teorie ekonomického ristu,

2. charakterizovat OLG modely a zduvodnit potiebu jejich vyuziti, popsat Diamon-

div pristup v modelovani prekryvajicich se generaci,
3. podrobné popsat Auerbachuv-Kotlikoffiv model,

4. ziskat zdrojova data o ekonomice Ceskeé republiky pro aplikaci v Auerbachové-

Kotlikoffové modelu véetné provedeni kritiky dat,

5. a provést aplikaci dat na model, vécné a kriticky interpretovat vysledky.

Ctenaf by mél z prace pochopit hlavni myslenky a konstrukci OLG modeli a porozumét

moznostem jejich praktické aplikace, a to véetné jejich tzkych mist a omezeni.



1 OLG MODELY V KONTEXTU EKONOMICKE RUSTOVE TEORIE

1 OLG modely v kontextu ekonomické riistové teorie

Moderni teorie ekonomického ristu je spjata se jménem britského matematika a filosofa
Franka Plumptona Ramseye. Jiz predtim vSak problém ekonomického ristu zajimal
fadu ekonomii. A¢ mohou tyto teorie pusobit zastarale, fada z nich zazila svou renesanci

i v moderni dobé. Proto si ty hlavni z nich stru¢né shriime.

1.1 Teorie ekonomického ristu pred Ramseyovym modelem

Od vzniku neoklasické ekonomie nebyla teorie ekonomického ristu predmétem teore-
tického badani. Naznaky teorie ekonomického rustu vsak lze najit uz v merkantilismu.
Merkantilismus nelze povazovat za snahu o vybudovini obecné a konzistentni ekono-
mické teorie, jednalo se spiS o reakci riznych autort na aktualni problémy vladnouci
vrstvy. Ekonomicky rist pfirozené patiil mezi panovniky c¢asto feSené problémy. Mer-
kantilisté prosazovali zvySovani bohatstvi zemé pomoci zvySovani penézni zasoby. V
dobé zlatého standardu probihalo zvySovani penézni zasoby predevsim prostiednictvim
aktivniho salda bézného aétu platebni bilance, piipadné (pfedevsim v piipadé Spanél—
ska) importem zlata z kolonii v Americe. Import zbozi byl blokovan prostfednictvim
cel a dalSich obchodnich prekazek.

Mezi pozdéjsi kritiky tohoto pristupu patfili David Hume a Adam Smith. Hume argu-
mentoval, Ze zvySeni penézni zésoby povede ke zvySeni cen zbozi, které se stane méné
konkurenceschopnym na zahrani¢nich trzich. Smith pfipojil argument, ze zemé s vy-
razné protekcionistickou obchodni politickou ztrati své obchodni partnery. [20], [35]
Po nahrazeni merkantilismu klasickou skolou se teorii ekonomického ristu zabyval pie-
devsim britsky ekonom a teolog Thomas Malthus. Ackoli relativni dopad jeho myslenek
do teoretické oblasti byl maly, v moderni dobé doslo k jejich relativnimu oziveni. Mal-
thus zalozil svou teorii na zadkonu klesajicich meznich vynost z plidy. Protoze mnozstvi
pudy urcité populace je konstantni, v piipadé ristu populace bude klesat mnozstvi
pidy pfipadajici na jednu osobu. Malthus, obdobné jako naptiklad Karl Marx, si nebyl
védom rustu produktivity prace diky akumulaci kapitalu. Malthus tedy chybné pied-
povidal pokles zivotni trovné. Velikost populace byla podle néj limitovana mnozstvim
dostupné pudy. [29]

Za rehabilitaci Malthusovych myslenek 1ze povazovat Rimsky klub, coz je think thank
zalozeny v roce 1968 v Rims. Rimsky klub v dobé souvislé fady strukturélnich krizich
na pocatku 70. let (ropné krize, potravinova krize apod.) oteviel diskusi o limitech rastu

celosvétové populace, predevsim v souvislosti s omezenym mnozstvim neobnovitelnych
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ptirodnich zdroju. [33], [36]

Pozdéji se neoklasicka ekonomie zamérila pfedevsim na zkoumani problému ekonomické
rovnovahy. Povazovali (a mnozi ekonomové dodnes povazuji) rovnovahu za idealni stav,
jehoz dosazeni zajisti mimo jiné i optimalni tempo ekonomického ristu. To byl zfejmé
jeden z hlavnich duvodi, pro¢ nebyla teorie ekonomického ristu studovana samostatné.

Tuto otazku znovu oteviel pravé az Frank Plumpton Ramsey v roce 1928.

1.2 Ramseytv model

Nyni se jiz dostavame k popisu Ramseyova modelu. Ramseyiiv model neznamenal pouze
zménu v teorii ekonomického rustu, ale znamenal i pfelom pro metodologii ekonomické
teorie. Ramsey ve svém modelu pouzil zcela novou koncepci ekonomického modelovéni.
Ptredpoklady pivodni verze Ramseyova modelu lze shrnout v nésledujicim seznamu.
[31]

e V ekonomice je vyrabén jeden druh spotiebniho zbozi.

e Uzitek celé populace lze mé¥it pomoci jedné uzitkové funkce, ktera je funkci spo-

tfeby a volného casu.
e Vsechny subjekty jsou racionalni ve tvorbé svych ocekavani.
e Velikost populace se v ¢ase neméni.

e Soucasnd i vSechny budouci generace optimalizuji uzitek v nekoneéném ¢asovém

horizontu.

e Model je zcela deterministicky a subjekty maji k dispozici veskeré dostupné in-

formace.

Populace optimalizuje uzitek stanovenim poméru mezi investicemi a spotifebou. Op-
timalntho poméru mize byt dosazeno na zakladé svobodné volby jednotlivych cleni
populace nebo prostfednictvim altruistického centralniho planovace s dokonalymi in-

formacemi.

Problém tempa ridstu populace V modernich verzich Ramseyova modelu je od-
stranén predpoklad nulového ristu populace. Mnozstvi osob v ekonomice v novéjsich
verzich roste exogenné danym a konstantnim tempem. Tato modifikace je relativné jed-

noduché a vychazi predevsim z faktu, ze Solowuv mode]ﬂ ktery byl publikovan v roce

ISolowtiv model je struéné popsin na strané
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1955 a byva casto s Ramseyovym modelem porovnavan, predpoklad exogenniho a kon-
stantniho tempa rustu populace obsahuje. Protoze tempo ristu populace je dilezitym
determinantem ristu kapitalové vybavenosti ekonomiky ve steady—stateﬂ umozni tento

predpoklad porovnani obou steady-state mezi modely.

Problém spojitosti ¢asu V literatuie lze nalézt verze Ramseyova modelu s diskrét-
nim i se spojitym ¢asem. V u¢ebnici [11] je dokdzéano, ze zavéry plynoucimi z Ramseyova
modelu se spojitym i diskrétnim c¢asem jsou relativné obdobné a neexistuje mezi nimi
vyznamny rozdil. Ramsey pivodné formuloval sviij model se spojitym ¢asem. Pti prova-
déni kalibrace modelu na zékladé empirickych dat je vyhodnéjsi pouziti verze s diskrét-
nim ¢asem, pro teoreticky popis modelu je nazornéjsi verze se spojitym ¢asem. Protoze
u Ramseyova modelu nebudeme provadét kalibraci na zakladé empirickych dat, pou-
zijeme k vykladu verzi se spojitym ¢asem. Pro Diamonduv a Auerbachuv-Kotlikoffuv

model vyuzijeme diskrétni cas.

Realné veli¢iny a neoklasickd ekonomie Ackoli Ramsey se ekonomii nikdy pri-
méarné nezabyval, konstrukce jeho modelu naznacuje, Ze mél pomérné hluboké znalosti
tehdejsi ekonomie (srov. [I4]). V souladu s neoklasickou ekonomii je konstrukce mo-
delu zaloZena na ¢isté realnych veli¢inach a neexistuje v ném penézni ména ve smyslu
kvantitativni rovnice smény. Na stejném principu je postavena vétSina dnes pouziva-
nych ristovych modeli. Modelovani ekonomik s béznymi ,,papirovymi“ penézi vyrazné
zvysuje formdalni i logickou slozitost ekonomickych modeli.

Tento problém je tzce spojen s problematikou tzv. neoklasické dichotomie. Ve sku-
tecnosti jsou viechny ceny v neoklasické ekonomii pomérovd’] Neoklasicka ekonomie v
zasadé predpokladd pienositelnost zavért z modelt bez penéznich agregatti do ekono-
miky s penéznimi agregaty. [22] Tento p¥istup byva nékterymi ekonomy kritizovanﬂ

Tato diskuse je vSak ¢isté metodologicka a je mimo rozsah této préce.

Urokova mira Ramseiv model pracuje s endogenné danou trokovou mirou, ktera

je determinovana interakci mezi spotiebiteli a vyrobei a je funkci kapitdlu na hlavu

2Vzhledem k tomu, Ze pro pojem steady-state jsou pouzivany rizné terminy a dochézi v nékterych
piipadech i k zdméné obdobnych termind, budeme vyuzivat puvodni anglicky pojem.

3Je velice zardzejici, ze tato skutec¢nost ve vét§iné ucebnic zakladniho i stiedniho kurzu mikroeko-

nomie neuvadi.

4Ptiklad kritiky tohoto piistupu lze nalézt v knize [32].
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k. Tendence miry tspor k ristu nebo poklesu ovliviiuje prechodovou dynamiku — tedy
predevsim rychlost konvergence do steady-state.

V popisu Ramseyova modelu budeme vychazet z knihy [5].

Spotiebiteld’|

Spotiebitelé poskytuji praci viménou za mzdu, ziskavaji iroky z vlastnénych aktiv, na-
kupuji spotfebni zbozi a spoif mzdu nakupem dodatec¢nych aktiv. Jak jiz bylo popsano
vyse, spotiebitelé ve svych vypoctech kalkuluji s uzitkem vlastni generace i uzitkem
vSech budoucich generaci. Budouci uzitek je vSak diskontovan diskontni mirou p. Uzitek
vzdalenéjsich generaci tedy ma pro rozhodovani mensi vadhu nez uzitek vlastni generace
a bezprostiedné nésledujicich generaci.

Ramsey ve svém ¢lanku diskontni faktor v uzitkové funkei nepouzil. [31] Uvazoval vsak
urc¢itou maximéalni a konec¢nou troven dosazitelného uzitku — Bliss point. Jedna se o
maximalni droven $tésti, ktera je dosazitelnd pomoci spotieby a volného ¢asu. Diskontni
faktor se vSak objevil uz v prvnich zpracovanich modelu, postupné byl Bliss point zcela
nahrazen diskontnim faktorem. [6] Diskontni faktor je nutny pfedev§im pro vyfeSeni

optimaliza¢ni alohy — bez néj neni zajisténa existence feSeni tlohy spotiebitele.

Reprezentativni spotifebitel V modelu sledujeme individuélni chovani reprezenta-
tivniho spotrebitele. Agregatni veli¢iny ziskame agregaci rozhodovani reprezentativnich
subjekti. Model m4 tedy pevny mikroekonomicky fundament, protoze je odvozen z cho-
vani jednoho konkrétniho subjektu. Uvazujeme, Ze chovani a rozhodovani vSech subjekti
v ekonomice je stejné, jako chovani reprezentativniho jedince. Modely s heterogennimi
spotiebitel byva casto povazovan za prumérného jedince, tudiz agregaci chovani pri-
mérnych jedinci bychom meéli ziskat aproximaci vyvoje ekonomiky.

Modelovani rozhodovani spotiebitele v nekonetném casovém horizontu lze popsat jako
model s ,nesmrtelnou rodinou®. Rodice pak predavaji veskery svij majetek potom-
kiim, neuvazujeme zadnou formu dédické dané. Tempo riustu populace je exogenni a

konstantni a je ddno hodnotou n. Uvazujme normovanou velikost pracovni sily L, ve

5V definici ekonomickych modela byvaji ¢asto alternativné pouzivany pojmy jedinec, domdcnost
nebo spotrebitel. Formélné se v8ak tyto pojmy nelisi, protoze popisuji subjekty, které poptévaji spo-
tfebni zbozi na trzich spotfebniho zbozi a nabizeji praci na trzich vyrobnich faktori. Soucasné jsou v

fadé modelu tyto subjekty vlastniky finan¢nich aktiv a ziskavaji uroky.
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vychozim ¢ase plati L(0) = 1 a velikost pracovni sily v Case t ziskame vztahem
L(t) =e™. (1.2.1)

Ozna¢me dale celkovou spotiebu v ¢ase t jako C(t). Pak spotieba na hlavu v case t je
déna vztahem o

c(t) = —= 1.2.2

0 =T (122)

a musi byt vzdy nezaporna, tj. c¢(t) > 0. Uvazujme, Ze uzitek domacnosti U zavisi jen na

spotiebé a nikoli na volném ¢ase. Pak lze maximaliza¢ni problém domécnosti Ramseova

modelu zapsat
U= / ule(t)] - e™ e Pt dt. (1.2.3)
0

Cinitel e™ urcuje, Ze poc¢itame s ristem uzitku celé doméacnosti. V ¢ase totiz dochazi
nestalému rustu veli 1 u . Cinitel e™"" je dan mirou ¢asové preference. n-
k nestalé stu velikosti populace. Cinitel e je d& ou ¢asové preference. Ko

vergenci integralu zajisti podminka p > n.

Endogenni a exogenni nabidka prace Riizné verze Ramseyova modelu se lisi i pro-
ménnymi uzitkové funkce. Ramsey puvodné uvazoval, ze do uzitkové funkce vstupuje
spotieba a volny c¢as spotiebitel. V takovém piipadé by nabidka préace byla endogenni
proménnou systému. V nasSem popisuje uvazujeme, ze volny ¢as do uzitkové funkce spo-
tiebitelé nevstupuje a nabidka prace je tak exogenni a je dana velikosti populace L(t).
Predpoklad endogenni nabidky prace zavedeme v popisu Auerbachova-Kotlikoffova mo-
delu v kapitole [3| na strané 28]

Finanéni aktiva Spotfebitelé mohou vlastnit financéni aktiva nebo vyrobni kapital.
Hodnota finan¢nich aktiv spotiebiteli muze byt i zaporné, coz znadi zadluzeni domac-
nosti. Neni vSak povoleno nekone¢né zadluzovani spotiebitelt. Kapital a finan¢ni aktiva
jsou dokonalymi substituty — maji stejnou arokovou miru r(t). Realna hodnota aktiv
na hlavu je a(t), mzdové sazba je dana funkei w(t). Trh prace je dokonale konkurené¢ni a
prace je homogenni, neuvazujeme existenci nedobrovolné nezaméstnanosti v ekonomice.

Zména hodnoty aktiv na hlavu v case je dana

0

a—j:d:w+r-a—c—n-a. (1.2.4)
Soucasna hodnota aktiv domécnosti musi byt asymptoticky nezaporna, tj.

lim {a(t) : e—fcf””)—"dt} >0, (1.2.5)

—00

Domécnosti tedy maximalizuji uzitkovou funkei (1.2.3)) vzhledem k rozpo¢tovému ome-
zeni (1.2.4), po¢atetni hodnoté aktiv a omezeni velikosti avéra (1.2.5)).
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Reseni problému doméacnosti K feSeni problému lze pouzit metodu pro reSeni

problémii vazané dynamické optimalizace. Souc¢asné hodnota Hamiltonianu je
J=u(c)e” P fofw+ (r—n)-a—d, (1.2.6)

kde [w+ (r—n)-a—c| = a predstavuje rozpo¢tové omezeni domécnosti a v je souc¢asna
hodnota stinové ceny piijmu. Plati

oJ

=0=v= ~(pmm)t 1.2.7
0= =u(e)e (127
‘ 0.
)= —— => U= —n)-v. 1.2.8
0 5 v=—(r—mn)-v ( )
Rovnice v = —(r —n) - v byva oznacovana jako Ramseyovo pravidlo optimalnich aspor.

Podminku transverzality 1ze zapsat jako

tlim [v(t) - a(t)) =0. (1.2.9)
—00
Derivaci vyrazu (1.2.7) podle ¢ a dosazenim v vyrazu (1.2.8) dostaneme
o’ " .
S5 u’(c)-c] ¢
_ oy, |ule el 1.2.10
r=p- () =p- [ (12.10)

Domécnosti voli spotiebu vzhledem k tirokové mite, diskontni mite, mife poklesu mez-
niho uzitku ze spotfeby v dusledku rostouci spotieby na hlavu. Upfednostnéni soucasné
spotifeby ma dva divody: budouci uzitek je diskontovan diskontni mirou p a dnesni spo-
tieba je relativné mald oproti budouct (£ > 0).

Domécnosti pii optimalizaci vyrovnavaji piinos ze spotieby a z finan¢nich aktiv. Vyraz

u:,((cc))'c urcuje velikost elasticity funkce mezniho uzitku u/(c) vzhledem k ¢ a je mirou

skonkavnosti“ funkce u(c). Elasticita udava, o kolik musi byt spotifeba vyssi nez p.
Elasticita mezniho uzitku je reciprokou hodnotou k elasticité intertemporalni substituce.
Elasticita intertemporalni substituce o mezi okamziky ¢; a t5 je definovana jako tempo
ristu poméru spotieby v ¢asech t; a t; vzhledem k tempu ristu poméru meznich uzitkia

v Casech t; a to, tj. vztahem

fH o dukm]

. c t2 u'[c t2

7= [ —wfe(t)] gt ] . (1.2.11)
—u/[c(t2)] c(t2)

Elasticita intertemporalni substituce je mirou moznosti substituce spotieby v riznych

/

dvou ¢asovych okamzicich. Definujme si proménnou 6 jako reciprokou hodnotu k elas-

ticité intertempolarni substituce, tedy

1
0=— 1.2.12
- (12.12)
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Konkrétni tvar uzitkové funkce UvaZzujme nyni konkrétni tvar uzitkové funkce,

ktery spliuje vyse uvedené predpoklady. Takovym tvarem uzitkové funkce je

(1-0) _ 1
ule) = Clﬁ. (1.2.13)

Cim je hodnota 0 vyss, tim vySsi je pokles u'(¢) v dusledku zvysSeni ¢ v ¢ase. Vztah
(1.2.10) 1ze s vyuzitim ((1.2.13) zjednodusit na

¢

(r—p), (1.2.14)

D =

C

¢imz ziskdme podminku optimality.

Podminka transverzality Podle hodnota aktiv domécnosti konverguje k
nule. Kladna hodnota aktiv v nekone¢ném ¢asovém horizontu by pro domacnosti nebyla
optiméalni, protoze spotiebovanim téchto aktiv by doslo ke zvySeni uzitku doméacnosti.
Resenim diferencilni rovnice (1.2.8) ziskdme vyjadrent velikosti stinové ceny spotfeby

v Case
v(t) = v(0) - e~ Jor@)ndv, (1.2.15)

V ¢ase 0 plati v(0) = «/[¢(0)] a v(0) > 0, protoze ¢(0) je konefnéa. Pokud dosadime
(1.2.15) do (L.2.9), ziskame

lim {a(t) : e—f(f““)—”d“} —0. (1.2.16)

t—o00

Clen r(v) prevadi piijem v ¢ase t do soucasné hodnoty. Z toho plyne, Zze mnozstvi aktiv

na hlavu neroste rychlosti r, protoze je snizovano tempem rustu populace n.
Spotfebni funkce Definujeme si primérnou trokovou miru 7(¢) vztahem

(1.2.17)

Rovnici (1.2.4)) mizeme vyftesit jako linearni diferencidlni rovnici 1. fadu pomoci metody

variace konstanty. Resenim ziskame
— T — T —
a(T) - e~ F@)—nlT +/ o(T)e(t) - e Tl qs — 4(0) —I—/ w(t)e "I (1.2.18)
0 0
Uvazujme T' — o0

/ c(t)e FD=mltqt = a(0) + / w(t)e FO=tdt = 4(0) + w(0), (1.2.19)
0 0
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kde w(0) je sou¢asna hodnota mzdovych piijmi a a(0) je poc¢ate¢ni hodnota vlastnénych
aktiv. Regenim diferencialni rovnice (1.2.14)) ziskame

c(t) = ¢(0) - esl"O=rlt (1.2.20)
Upravime rovnici podle ([1.2.19))
c(0) = p(0)[a(0) + w(0)] (1.2.21)

kde 1(0) je sklon ke spotiebé vzhledem k bohatstvi:

B /OO R e AT (1.2.22)
1(0) 0

Uvazujme nyni efekt zvySeni primérné urokové miry. Dojde-li k rustu ceny soucasné
spotfeby vzhledem k budouci spotiebé, subjekty zacnou preferovat zvyseni budouci
spotieby. Diky tomu dojde k ristu prijmu a také spotfeby v budoucnosti. Pro 6 < 1
pirevazuje substitu¢ni efekt. Pro # > 1 je substitu¢ni efekt relativné maly, pievazuje

dichodovy efekt. Pro 6§ = 1 se oba efekty vyrovnaji.

Vyrobci

Druhou ¢ast ekonomiky Ramseyova modelu tvoii vyrobci. Vyrobei produkuji zbozi, vy-
placeji mzdy a troky. Produkéni funkce vyrobeu je funkei mnozstvi kapitdlu K, mnoz-
stvi prace L a ¢asu t (tj. Y = F(K, L,t)). Vyuzivame produkéni funkei s konstantnimi
VYnosy z rozsahuﬁ. Podminku konstantnich vynosi z rozsahu lze pro libovolné a > 0
vyjadrit vztahem

Fla-K,a-Lit)=a-F(K,L,it)=a-Y (1.2.23)

Uvazujeme klesajici mezni vynosy z K a L a technologicky pokrok, ktery ovliviiuje pouze
produktivitu prace. Technologicky pokrok navic roste konstantni rychlosti x. Pak lze

definovat droven technologického pokroku v ¢ase t jako

A(t) = ™", (1.2.24)

6P#i rostoucich nebo klesajicich vynosech z rozsahu by se pfi zméné poétu firem v ekonomice
(ceteris paribus) zménilo mnoZstvi a cena vyrabéného zbozi. Pii klesajicich vynosech z rozsahu by firmy
v nekonecném ¢asovém horizontu maximalizovala svij zisk snizovanim své velikosti, az by se velikost
firmy limitné blizila k nule. Pi rostoucich vynosech z rozsahu by v ekonomice po ¢ase existovala pravé
jedna firma, ktera by vyrabéla veskeré zboZi. Z toho duvodu je predpoklad konstantnich vynosu z

rozsahu v ekonomickych ristovych modelech bézny.

10
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Pak miizeme definovat mnozstvi efektivni prace jako
L=1L-A(t). (1.2.25)

Dale muzeme definovat relativni produkt na jednotku efektivni prace jako

Y
)= — 1.2.26
Y i ( )

a kapitalovou vybavenou na jednotku efektivni prace jako

- K
k= — (1.2.27)
L
Produkéni funkei F' Ize vyjadrit jako
Y = F(K, L) (1.2.28)

a produkéni funkcei v intenzivni formé f jako
g = f(k). (1.2.29)

Plati, ze f(0) = 0. Mezni produktivita kapitalu je dana jako parcidlni derivace produkéni
funkce podle K

aY ~
- — (L 1.2.30
b= 1) (1230
a mezni produktivita prace jako parcidlni derivace produkéni funkce podle L
oY - - -
— = |f(k)—k-f'(k)|e™". 1.2.31
= [ = i) e (1.231)

Pti zavedeni pojmu produkéni funkce bychom méli uvazovat Inadovy podminky, které se
tykaji mezni produktivity kapitalu f’ (12:) Podle Inadovych podminek by pro produké¢ni
funkci mélo platit

1myﬁ@):0a£%f%®::ux (1.2.32)

k—oo

Dale lze definovat rentu na jednotku kapitalu jako R = r+ 9, pfi¢emz 0 je mira depreci-
ace kapitalu. Jednotkou smény v ekonomice je jednotka spotiebniho zbozi. Transakéni
naklady jsou nulové a veskeré naklady firmy tvoii ndklady na vyrobni faktory. Zisk

firmy 7 je rozdilem mezi objemem produkce a platbou za vyrobni faktory:
r=F(K,L)—(r+6)-K—w-L. (1.2.33)
Velikost zisku lze urcit i na zékladé intenzivnich veli¢in jako
m=L[f(k)— (r4+06)-k—w-e, (1.2.34)

11
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kde w - e7** oznacuje mzdu prepoctenou na fyzickou jednotku préce.
Firma v Ramseyové modelu je dokonale konkuren¢ni, je tedy pfijemcem cen r a w.

Firma maximalizuje zisk pii daném L pfi rovnosti
fi(k)y=r+94. (1.2.35)

Trzni rovnovaha nastava v okamziku, kdy je zisk firmy nulovy. Soucasné se mzda w

bude rovnat meznimu produktu prace pii dané vybavenosti kapitalem k
w=fk)—k- f’(/%)] et (1.2.36)

Rovnovaha

Domécnosti se stejné jako firmy pohybuji v dokonale konkuren¢énim prostiedi a jsou
tedy piijemcem cen vyrobnich faktoru r a w. Dale plati, ze kazdy kapitalovy statek
musi byt nékym vlastnén (k = a, k = k- e~**). Upravou vztahu (1.2.4) ziskime rovnici

ristu kapitalu na jednotku efektivni prace jako

~ ~

k= f(h) —¢— (z+n+ o)k (1.2.37)

a ze vztahu (|1.2.14)) ziskdme rovnici tempa rustu spotieby na jednotku efektivni prace

L I (1.2.38)

[eN NN

Rovnice ([1.2.37)) a (1.2.38)) tvofi soustavu 2 diferencidlnich rovnic. Podminku transver-

zality lze prepsat jako
lim {k: e o f“'f**Hdv} ~0. (1.2.39)

t—o00
Ve steady-state je hodnota kapitalové vybavenosti na jednotku efektivni prace kon-
stantni a ma hodnotu &*. Podminka (1.2.39) vyzaduje, aby trokova mira ve steady-sate
r* = f (l%) — ¢ byla vyssi nez mira rustu celkového objemu kapitdlu K, ktera je dana
jako x + n.

Steady-state

Oznacme si rust kapitalové vybavenosti na jednotku efektivni prace ve steady-state

jako 75 a rust spotfeby na jednotku efektivni prace ve steady-state jako 74. Z rovnice

(1.2.37)) plyne

~ ~ ~

c=f(k)—(x+n+6)-k—k-~;. (1.2.40)

12
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Rovnost ((1.2.40) derivujeme podle ¢asu
=k {f k)= [z +n+d+77]}. (1.2.41)

Pokud by vf > 0, pak by podle muselo platit v < 0, coZ je v rozporu s tim,
ze obé tempa by méla mit stejné znaménko. V pfipadé 7; <0 by doslo k analogickému
sporu. Musi tedy platit, Ze 7; = 75 = 0. Ve steady-state roste mnozstvi kapitalu k,
spotieby ¢ a produktu ¢ na jednotku fyzické prace tempem z. Rust Zivotni Grovné
populace je tedy ve steady-state determinovan exogennim tempem rustu produktivity
prace v dusledku technologického vyvoje. Celkové mnozstvi kapitalu v ekonomice K,
celkova spotieba C' a celkem vyrobeny produkt Y rostou tempem z + n.

Pti nulovém tempu ristu spotieby na jednotku efektivni prace plati ﬁ = 0. Pak z rovnice

(1.2.38]) mizeme urcéit mezni produktivitu kapitalu ve steady-state jako
FE)=0+p+6-x. (1.2.42)

Urokova mira ve steady-state, ktera je dana rozdilem mezi mezni produktivitou kapitalu
a mirou amortizace (f’ (/Af* — §), je tedy rovna efektivni diskontni mife p + 6 - x.
Protoze mezni produktivita kapitalu je monotonné klesajici funkce, platnosti Inadovych
podminek Ize jednoznaéné uréit kapitalovou vybavenost na jednotku efektivni
prace ve steady-state k*. Protoze ve steady-state neporoste kapitdlovd vybavenost na
jednotku efektivni prace, pak muzeme rovnici polozit rovno nule, protoze k=0.
Pri znalosti k* lze tpravou rovnice ([1.2.37) uréit spotfebu na jednotku efektivni préace
jako

& =fk*) = (x+n+0)-k*. (1.2.43)

Hodnota produkéni funkce v intenzivni formé ve steady-state f (l;‘*) je rovna produkci
na jednotku efektivni prace ve steady-state ¢*. Ze vztahu ([1.2.42)) lze odvodit, ze

p>n+(1—6) z. (1.2.44)

Pokud tedy nebude diskontni mira uzitku dostatecné vysoké, pak ekonomika nebude
konvergovat do steady-state. Subjekty v takové ekonomice by byly ,,pfili§ trpélivé“, coz
by zptsobilo trvaly rist spotieby na jednotku efektivni prace. Pro ¢ — oo by tedy

¢ — 00.

1.3 Moderni teorie ekonomického ristu

Ramsey zemfiel necelé dva roky po vydani ¢lanku, tj. v roce 1930 v nedozitych 30

letech. To byl nepochybné jeden z divodi, pro¢ dalsim ekonomim trvalo vice nez 20

13
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let, nez navazali na jeho dilo. Jednim z dalsich divodi bylo pouziti prilis sofistikovaného
matematického aparatu, predevsim dynamické optimalizace, jehoz znalost nebyla v té
dobé mezi ekonomy rozsifena. [15]

Za dalsi divod lze povazovat ekonomickou situaci kratce v obdobi po publikovani
¢lanku. V dusledku hospodarské krize, ktera zacala v roce 1929, doslo k vyznamnym
zménam ve vyvoji ekonomické teorie. Hlavni z nich byl vznik nového paradigmatu, key-
nesianské ekonomie. Ta se zamérovala predevsim na studium kratkodobych cyklickych

vykyvi ekonomiky namisto dlouhodobého vyvoje. [35]

Harrodiuv model

V roce 1939 vydal americky ekonom Roy Forbes Harrod ¢lanek An Essay in Dynamic
Theory, ktery se zabyval ristem ekonomiky. Jednalo se v§ak spiSe o dynamickou verzi
keynesianské ekonomie, v niz byla zamétena pozornost na rozdily mezi ocekdvanou a
skutecnou trovni agregatni poptavky. Harrod se nevénoval problematice dlouhodobého
ristu ekonomiky a operoval s rozdilem mezi optimélnim a skuteénym tempem ristu

ekonomiky. Tyto rozdily byly pravé zptusobeny kratkodobymi vykyvy ekonomiky. [I]

Solowiiv model

Solowiiv model byva nékdy oznacovan jako neoklasicky ristovy model. Publikovan byl
v roce 1956 Robertem Mertonem Solowem v ¢lanku A Contribution to the Theory of
Economic Growth. Model byva nékdy oznacovan jako Solowiv-Swaniiv model, protoze
Trevor Swan publikoval stejny model nezavisle na Solowovi v roce 1956.

Navzdory datu publikace je méné pokrocilym ristovym modelem, predevsim z divodu
chybéjiciho mikroekonomického zakladu. Solow a Swan vSak ¢astecné navéazali na Harro-
div model a predevsim odbourali predpoklad fixniho mnozstvi kapitalu v ekonomice.
Protoze popis Solowova modelu je souc¢asti vétSiny ucebnic pokrocilého kurzu makroe-
konomie, v této préaci se jeho odvozeni vénovat nebudeme. Relativné dilezité je ale tzv.
zlaté pravidlo, které se tyka trokové miry ve stalém stavu Solowova modelu. Uvazujme,
ze v ekonomice roste populace tempem n a technologicky pokrok je dén konstantnim
tempem z, mira depreciace kapitalu je §. V Solowové modelu opét muzeme ur¢it mnoz-
stvi kapitélu na jednotku efektivni prace jako k. Ve steady-state je kapital na jednotku
efektivni prace konstantni na trovni k*. Mezni produktivita kapitalu je opét derivaci
produkéni funkce f podle mnozstvi kapitalu k. Urokova mira r je rozdilem mezi mezni
produktivitou kapitalu a mirou depreciace kapitalu. Podle zlatého pravidla Solowova

modelu by méla byt mira dspor v ekonomice takova, aby ,¢isty“ mezni produkt na

14
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jednotku efektivni prace ve stalém stavu k* byl dan souc¢tem tempa rustu populace a

tempa rustu technologického pokroku, tj. plati rovnost [16]

r=f(k)-6=n+z. (1.3.1)

Dalsi modifikace Ramseyova modelu

Po oziveni zajmu o teorii ekonomického ristu, které nésledovalo vydani Solowova
¢lanku, doslo ke ,znovuobjeveni“ Ramseyova modelu. Ten se dockal fady modifikaci
a postupné se stal zdkladem dalsich ekonomickych ristovych modeli. Cass a Samuel-
son provedli feSeni modelu pro konec¢ny ¢asovy horizont, dale byly vydany na napiiklad
modifikace s vice druhy spotiebniho zbozi, vlAdnimi zasahy a otevienou ekonomikou.
18]

Postupem c¢asu se zacala objevovat fada novych ristovych modelu, které se zakladaly

predevs§im na zobechovani predpokladu a nahrazovani exogennich veli¢in endogennimi.

Piekryvajici se generace a Ramseyiv model

V zavéru svého ¢lanku Ramsey sam navrhl néktera rozsiteni pro svij model. Uvédomo-
val si, Ze soucasna generace muze piikladat mensi vahu uzitku dosahovanému budouci
generaci nez svému vlastnimu a sam navrhl modifikaci modelu s pouzitim uzitkové
funkce s diskontnim faktorem. [3I] Prvni riistovy model se zapracovanym problémem

prekryvajicich se generaci v8ak vytvoiil az Peter Diamond. [12]

Lucasova kritika

Velmi dilezitym konceptem v moderni ekonomii se stala Lucasova kritika. Tento koncept
formuloval americky ekonom a nositel Nobelovy ceny za ekonomif’| v ¢lanku [21]. Lucas
poukézal na problém, Ze v fadé ekonomickych modelt neni poc¢itano s reakei subjekti
na hospodéaiskou politiku statu. [30]

Mezi tyto modely patii i Solowtav model, ktery kompletné postrada mikroekonomicky
zéklad. Lucas prosazoval pouzivani tzv. deep pammetemﬁ, které popisuji chovani jed-
notliveu. Napfiklad Auerbachuv-Koflikoffiv model popisovany v kapitole [3| popisuje

"Oficialni nazev tohoto ocenéni je Cena Svédské narodni banky za rozvoj ekonomické védy na
pamétku Alfreda Nobela. Cena nebyla zminéna v Nobelové zavéti, nejednéa se tedy fakticky o Nobelovu

cenu, ackoli je tak zcela bézné oznacovana.

8Vzhledem k tomu, Ze pro pojem deep parameters neexistuje ustaleny cesky ekvivalent, budeme

pouzivat pivodni anglicky termin.
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chovéani subjektii na zakladé miry ¢asovych preferenci a intertemporalni elasticity sub-
stituce, kterd popisuje preference subjektii obecné bez vazby na konkrétni hospodaiskou
politiku. Tento model je tedy z hlediska Lucasovy kritiky vhodny pro studium vlivu

hospodarské politiky na ekonomiku.

Milton Friedman a metodologie pozitivni ekonomie

Z hlediska metodologie obsahuje ekonomie fadu riznych sméri, mezi kterymi existuji
vyznamné metodologické rozdily. Tyto rozdily jsou pak jednim z hlavnim divodi, proc¢
se rtizné ekonomické teorie lisi svymi teoretickymi i praktickymi implikacemi. Ekonomie
hlavniho proudu (nékdy ozna¢ovana ptvodnim anglickym vyrazem mainstream) je dnes
zalozena predevsim na pouzivani modeli, ¢asto zalozenych na pokrocilych matematic-
kych metodach.

Kritika a obhajoba modeld Pouzivani modeltu je ekonomy z jinych sméria casto
kritizovano. Jednotlivé modely jsou pak nejcastéji kritizovany z divodu jejich predpo-
kladt, které nejsou v souladu s realitou a jsou (dle nézoru kritika) znaéné zjednodu-
Sujici. Odpovédi na tuto kritiku byl ¢lanek Miltona Friedmana Metodologie pozitivni
ekonomie. V ném Friedman vysvétluje, Ze neexistuje objektivni métitko toho, jak moc
jsou predpoklady v souladu s realitou. Naopak samotnou podstatou modelu je urciti
zjednoduseni reality a zdsadni objevy ve védé by mély spocivat v tom, 7ze vysvétluji

mnoho pomoci mdla, nikoli mnoho pomoci mnoha.

Meéritko kvality modelu Friedman navrhuje jiné méritko kvality modelu, a to schop-
nost modelu poskytovat kvantitativni predikce. Modely lze mezi sebou objektivné po-
rovnavat pomoci jejich schopnosti predikovat ekonomické jevy. Dopliujicim métfitkem je
pak slozitost modelu a predevsim nakladnost ziskani potifebnych dat. Z alternativnich
modeli mtze byt zvolen ten s méné presnymi predikcemi, pokud dodatec¢né ,naklady*
na pouzivani druhého modelu nevyvazuji zpresnéni predikei.

Friedman ve svém c¢lanku uvadi dnes jiz legendérni ptiklad s hracem bilidru. Podle
Friedmana by bylo mozné na zakladé fyzikalniho modelu urcit optiméalni ,,tah“ a na
jeho zakladé predikovat pristi ,tah®“ profesionalniho bilidrového hrace. Tento pFistup by
generoval ,dostate¢né dobré* predikce, ackoli profesionalni hrac¢ se rozhoduje ¢isté na

zékladé svoji intuice. [17]
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Dalsi modifikace teorie ekonomického riistu

Solowtv model, ktery jsme popsali na strané [14] poskytoval v 50. a 60. letech relativné
prijatelné prognoézy ekonomického ristu. Pozdéji se vSak objevil problém s pomalejsi
konvergenci rozvojovych a rozvinutych ekonomik. Rada ekonomi se zacala zabyvat
analyzou technologického rustu a zapracovala technologicky rust do modelu jako jeho
endogenni soucast.

Nékteri ekonomové davali technologicky rozvoj do ptimé souvislosti s mnozstvim kapi-
talu v ekonomice. Do svych kalkulaci zahrnuli i lidsky kapital. Tim se snazili vysvétlit
pomaly rozvoj rozvojovych ekonomik, ktery souvisel i s emigraci vzdélané ¢asti obyva-
telstva. Dalsi ekonomové se pak soustiedili na rostouci produktivitu préce. |11

V literatufe vénujici se ekonomickému ristu lze v dne$ni dobé najit obrovské mnozstvi
modeli. K jejich pochopeni je vSak ve vétsiné pfipadii nutné pochopeni Ramseyova

modelu, ktery jsme si pravé z tohoto divodu popsali.

1.4 OLG modely v kontextu ekonomického vyvoje

Zatim jsme se zabyvali vyvojem teorie ekonomického ristu a zaclenénim OLG modelu
do této teorie. Vyvoj OLG modeli a jejich pouzivani ale souvisi s problémy ekonomické
reality. Jednim z nejcastéji diskutovanych dlouhodobych ekonomickych problému je
starnuti populace a s tim rostouci naroky na penzijni systém.

Starnuti populace je relativné novym fenoménem, za jehoz hlavni p¥i¢iny lze povazovat
klesajici porodnost a zvysujici se délka zivota. Tento problém se tyka v soucasné dobé
vétsiny zemi rozvinutého svéta, s jistym ,,pfedstihem® oproti ostatnim zemim se objevil
v Japonsku. Z demografické struktury populace Ceské republiky z roku 2010 (obr. [1)) a
prognozy demografické struktury v roce 2066 (obr. [2) je patrné, Ze ke starnuti populace

bude dochézet i v Ceské republice.
Typy financovani dichodového systému
Existuji dva druhy financovani diuchodovych systému: pribézné financované a fondové

penzijni systémy. [9]

Pribézné financované systémy Vétsina ekonomik rozvinutych zemi pouziva tzv.
priubézné financovany duchodovy systémﬁ]7 ktery je zalozeny na jednoduchém principu:

penze spotiebitel, ktefi jsou v soucasnosti v post-produktivnim véku, jsou financovany

90znacovany ¢asto zkratkou PAYG — Pay as you go.
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1 OLG MODELY V KONTEXTU EKONOMICKE RUSTOVE TEORIE

Obrazek 1: Demograficka struktura obyvatelstva v roce 2010 (zdroj: [10])

160
a0 -
8o -
70
[5]x}
s -
40
a0
.= -

10

B2328 FD!ILEUEH.H LER1S ] Prdal S Bzag

z odvodi spotiebitelt, kteii jsou v soucasnosti v produktivnim véku. Tito mladi spotie-
bitelé pak po dosazeni diuchodového véku budou dostavat penze financované z odvodu
osob, které budou v té dobé v produktivnim véku atd.

Ziejmou nevyhodou PAYG systému (kterou budeme podrobnéji teoreticky diskutovat
v subkapitole na strané je zéavislost na demografickém vyvoji. VIady se snazi
pomoci ruznych ,reforem* upravit diichodovy systém tak, aby byla zajisténa dostatec¢na
vySe starobnich penzi i pii klesajicim poc¢tu spotiebiteld, ktefi do systému aktivné

prispivaji.

Fondové systémy Alternativni metodou je tzv. fondové financovani, kdy penze je-
dince je ¢erpana z vkladu, které do systému ulozil v produktivnim véku. Systém nefun-
guje na principu mezigenera¢ni solidarity. Tento systém je méné zavisly na demogra-
fickém vyvoji, protoze nedochéazi k pfimému prerozdélovani prostiedkii. Nelze jej vSak
obecné povazovat za zcela nezavisly, protoze snizujici se pocet osob v produktivnim
véku vede (za jinak stejnych okolnosti) ke snizeni nabidky prace a tim padem rastu

jeji ceny, coz se muze promitnout i do nabidky zbozi a sluzeb. Tento vyvoj muze nega-
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1 OLG MODELY V KONTEXTU EKONOMICKE RUSTOVE TEORIE

Obrazek 2: Demograficka struktura obyvatelstva v roce 2066 (zdroj: [10])

100
o -

&0

az10a 21154
uidl

tivné ovlivnit i redlnou hodnotu dspor osob v post-produktivnim vékum Samoziejmé

v podminkach oteviené ekonomiky je situace nesrovnatelné komplikovanéjsi.

Divody aplikace OLG modela

Upravy diichodového systému jsou viak zasahy do fungovani ekonomiky. Jak jiz ukazal
Lucas, v ekonomické analyze dopadi statnich zasahii na ekonomiku je potfeba poci-
tat s prizptusobenim subjektii, které nastane po aplikaci urcité konkrétni hospodarské
politiky. Predevsim zvySovani mezni miry zdanéni muZe vést subjekty (vyrobce i spo-
tiebitele) ke snizovani své ekonomické aktivity.

Proto se v diskusi o ekonomickych dopadech starnuti populace stale castéji objevuji
studie, které hodnoti dopad vladnich zasahi do ekonomiky pomoci OLG modeli, které
jsou robustni vii¢i Lucasové kritice. Smysl téchto studii byva provedeni predikce vyvoje
pii zachovani soucasnych parametri penzijniho systému a predikce pifi zméné nasta-

veni hospodaiské politiky. To umoznuje zhodnoceni dopadii pfipravovanych reforem na

0Tyto variantu lze snadno simulovat s vyuZitim popisovanych modelii a nastaveni nulové vyse
penzi.
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ekonomiku.
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2 DIAMONDUV MODEL

2 Diamondiv model

Diamond publikoval sviij model v ¢lanku [12]. Svym modelem navazal na Solowiv a
Ramseyiv model. Jednalo se o prvni model se zahrnutim piekryvajicich se generaci. Lo-
gicky a metodologicky pristup, ktery Diamond k modelovani piekryvajicich se generaci
vyuzil, je stale pfitomny v modernich OLG modelech.

Popis modelu vychazi z u¢ebnice [II]. V popisu nebudeme zavadét existenci vlady a
zdanéni, soustifedime se pouze na rozdil mezi fondovym a priubézné financovanym pen-

zijnim systémem a vyhodnost obou systému pro ruzné ekonomické situace.

2.1 Predpoklady modelu

Stejné jako v Ramseyové modelu, tak i v Diamondové modelu dochéazi k popula¢nimu
ristu. V Ramseyové modelu se spotiebitel rozhodoval v nekone¢ném ¢asovém horizontu.
Neuvazovali jsme, 7Ze jedinci po urcitém véku umiraji. V Diamondové modelu se obje-
vuji novi jedinci, zatimco staif umiraji. Subjekty neprovadéji maximalizaci v uzitku v
nekone¢ném ¢asovém horizontu, ale v ¢asovém horizontu omezeném délkou jejich zivota.
Cas v Daimondové modelu budeme povazovat za diskrétni.

Zivot kazdého spotiebitele se d&li na dvé etapy: middi (lidé v produktivnim veku)
a stdri (lidé v post-produktivnim véku). V kazdém obdobi se tedy populace sklada
ze dvou skupin spotiebitelii. Uvazujme shodnou délku produktivni a post-produktivni
¢asti zivota a tuto délku normujme na hodnotu 1. Rozdilnou délku produktivni a post-
produktivni ¢asti Zivota, kterd je v praxi bézna, budeme analyzovat kapitole
Tempo riistu populace je konstantni a oznac¢ime jej opét jako n. Stejné jako v Ramseyové
modelu uvazujeme exogenni nabidku prace, uzitkova funkce zavisi na mnozstvi spotieby
v daném obdobi.

V produktivnim véku kazdy jedinec nabizi jednu jednotku préace. Ziskanou mzdu roz-
déluje na uspory a spotiebu. Ve post-produktivnim véku utraci své tspory a ziskané
troky. Oznacme (', spotiebu jedince v produktivnim véku v case ¢ a Cy; spotfebu
jedince v post-produktivnim véku v case t.

Produkéni funkce ekonomiky je definovana analogicky jako v Ramseyové modelu na
strané Uvazujme produkéni funkci zavislou na mnozstvi kapitalu v ekonomice, ve-
likosti pracovni sily a technologického pokroku. Tempo technologického riistu je kon-
stantni a oznacime si jej opét jako x. Oznacme si opét mnozstvi kapitalu v ekonomice v
case ¢ jako K, a mnozstvi efektivnf price v ekonomice v Case t jako L;. Pak produkéni
funkce je definovana analogicky jako v Ramseyové modelu (vztah na strané
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vztahem

Y = F(K,L). (2.1.1)

Mnozstvi produkce vyrobené v ¢ase t je pak zavislé na mnozstvi kapitalu, pracovni sily
a technologickému pokroku v case ¢, tedy Y; = F (K, ﬁt) = F(Ky, Ly - Ay). Produkéni
funkce F' mé stejné jako v Ramseyové modelu konstantni vynosy z rozsahu.

Logickou zménou oproti Ramseyové modelu je, ze velikost populace neni rovna ve-
likosti pracovni sily, protoze populace se sklada z pracovni sily a ze spotiebiteli v
post-produktivnim véku, ktefi jiz na trh prace nevstupuji.

Stejné jako v Ramseyové modelu zavedeme produkéni funkei v intenzivni formé f.
Zachovan zustane i neoklasicky predpoklad o tirokové mife dané cCistym vynosem z ka-
pitalu, tj. rozdilem mezi mezni vynosnosti kapitalu f’(k) a mirou depreciace kapitalu o.
Protoze mira depreciace kapitalu neni rozhodujicim faktorem pro porovnéani fondového
a penzijniho systému v Diamondové modelu, mizeme pro zjednoduSeni uvazovat o = 0

a tedy

re = f'(k;) . (2.1.2)
Rovnéz mzda na jednotku efektivni prace w; odpovidda mezni produktivité jednotky
efektivni prace pii dané vybavenosti kapitdlem (vztah na strané [12).

2.2 Popis subjekti
Spotrebitel

Uzitek reprezentativniho jedince je zavisly na jeho spotiebé, do uzitkové funkce tedy
vstupuje jeho spotieba v produktivnim véku C4 a spotieba v post-produktivnim véku
C5. V produktivnim véku jedinec spotiebuje ¢ast svého piijmu ze mzdy, ¢ast uspoii.
V post-produktivnim v€ku jedinec spotfebuje své tispory, které jsou navyseny o piijem
z arokii. Protoze v této fazi neuvazujeme piitomnost vlady, je jedinec ,odkazan“ jen
na své uspory a nedostavi zadné transfery ze statniho rozpoctu. V produktivnim i

post-produktivnim véku neni jeho mzda ani spotfeba nijak danéna.

Rozpocétové omezeni spotiebitele Uvazujme rozpoc¢tové omezeni jedince v post-
produktivnim véku. Jedinec v post-produktivnim véku spotiebuje své uspory z pro-
duktivniho véku zhodnocené o trokovou miru. Uvazujme, Ze tspory jsou zhodnoceny
urokovou mirou v dobé post-produktivniho véku jedince. Velikost spotieby jedince v

post-produktivnim véku je dana vztahem
CQ,t—f—l = (1 + Tt+1)(wt - Cl,t) . (221)
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Uzitek jedince za obé€ obdobi je vaZenym souctem uzitki za jednotliva obdobi. Uvazujme
analogicky tvar uzitkové funkce jako v rovnici na strané [9) Oznacme si 6 opét
jako reciprokou hodnotu k elasticité intertempolarni substituce. Plati omezeni, ze 6 > 0.
Uvazujme hodnotu vzhledem k ¢asu t. Spotfeba v post-produktivnim véku je opét
diskontovana individualni diskontni mirou p. Hodnota uZzitku jedince v Case t, ktery je
v Case t v produktivnim véku, je dana vztahem

Cr’ 1 Gy

Ut:1—9+1+p' 1-6°

(2.2.2)

Musi platit 1 + p > 0, tedy p > —1. Dale musi platit p # 0. Pokud p € (—1,0), pak
jedinec klade vyssi vahu spotiebé v post-produktivnim véku, pokud p > 0, pak preferuje

spotifebu v produktivnim véku.

Reseni tlohy spotfebitele Jednotlivec maximalizuje svoji uzitkovou funkce (2.2.2)
volbou velkosti spotieby v obou obdobich. Ulohu spotiebitele lze fesit jednodussim zpi-
sobem, nez v pfipadé Ramseyova modelu, a to metodou Lagrangeovych multiplikatori.
Omezujici podminka je dana rovnici (2.2.1). Lagrangeova rovnice ma tedy tvar

L’ 1 Oy

L= 1 _ 0 + 1+p 1.9 + A [02,t+1 — (1 + rpq) (wy — Cu)] (2.2.3)

Uré¢ime parcialni derivace rovnice (2.2.3) podle Cy; a Cy441 a polozime je rovny nule:

oL
—— =C)+ A (L+744) =0, (2.2.4)

oL  Cyly
= : +A=0. 2.2.5
0Co11  14p ( )

Vyjadiime-li z obou rovnic A, ziskdme rovnost

—0 —0

i1 t1
1 el 2.2.6
I+rp 1+4p ( )

%
G _ (ﬁ) , (2.2.7)

Caii1 L+ 7

Pokud tedy bude spotiebitel maximalizovat sviij uzitek dany funkei (2.2.2) p¥i rozpocto-

coz lze prepsat jako

vém omezeni , bude pomér jeho spotfeby v produktivnim a post-produktivnim
véku zaviset na pomeéru velikosti irokové miry a individualni diskontni miry spotiebi-

tele.
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Velikost taspor spotfebitele Z feSeni problému spotiebitele (2.2.7)) lze odvodit vy-
jadieni velikosti spotfeby v produktivnim véku v zavislosti na parametrech ;11 a p a
realné mzdé na jednotku efektivni prace w;. Z rozpoc¢tového omezeni spotiebitele (2.2.1)

pak odvodime vztah

(1+p)7
Cl,t = T Fp— Wy (228)
(1+p)7+ (A +re1) 7

Z rovnice (2.2.8) mizeme odvodit podil uspor na piijmu ze mzdy. Jednotlivec vydava

na spotiebu ¢ast mzdy, ktera je dana zlomkem

1 1-0
Cie _ Utp)v (2.2.9)

W (1+p)%+(1+7}+1)17

Zbyla ¢ast prijmu je vynaloZena na tspory. Cast dichodu, kterou jednotlivec uspoii, je

tedy dana jednotkovym doplitkem ke zlomku ([2.2.9). Podil aspor na pifjmu ze mzdy
sp=1— %t je funkei drokové miry .41 a individudlni diskontni miry p a lze jej snadno
odvodit jako

1-0
(1 +7ig0)0

: . (2.2.10)
(1+p)7 + (1 +re1) 7

St(Tt+1) =

Kapital v ekonomice

Kapital v ekonomice v case t + 1 je tvofen tGsporami osob, které byly v produktivnim
post-produktivnim véku. Celkové mnozstvi kapitdlu v ekonomice lze urcéit na zakladé
uspor reprezentativniho jedince. Reprezentativnich jedinct je v ¢ase t v ekonomice L.

Kapitalova zasoba v ekonomice je dana vztahem
Kt+1 = St * Lt Wt . (2211)

Kapital na jednotku efektivni prace je dan vztahem
b=
(1+n)(1+g)
Do rovnice muZeme dosadit vztah pro trokovou miru a mzdu na jednotku

efektivni prace. Ziskdme vyjadieni kapitalu na jednotku efektivni prace v zavislosti na

(2.2.12)

parametrech n, z a kapitalu na jednotku efektivni prace v Case t:

- s [f (k)] Lf (Ke) — ke - f/(Ky)]
b1 (1+n)(1+x) '

Pro steady-state Diamondova modelu plati, ze k; = k;, 1, tj. neméni se mnozstvi kapitalu

(2.2.13)

na jednotku efektivni prace. Tempo ristu kapitalu poroste pouze v dusledku ristu

velikosti populace a ristu efektivity prace.
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Obrazek 3: Steady-state v Diamondové modelu (zdroj: [18])

kir = 1)

kirn

Steady-state

Pro obecné definované parametry modelu a uzitkové funkce modelu neni zajisténa
existence jediného steady-state. Pro jiné kombinace parametri a uzitkové funkce zase
steady-state existovat nemusi. Obé situace spolu s existenci jednoho steady-state jsou
na obrazku [3l

Vzhledem k rozsahu prace budeme hledat steady-state pouze pro pi¥ipad § — 1. Nejprve

si uréime limitu uzitkové funkce jako

. In C:
lim Uy = In Cy,s + %*tp“ : (2.2.14)
Mira dspor je pak nezavisla na tirokové mire a je ddna vztahem
L (2.2.15)
Sp = —. 2.
LT 5 P
Déle uvazujme Cobb-Douglasovu produkéni funkei definovanou vztahem
F(K,L)=K*-(A-L)*™. (2.2.16)
Nyni lze urcit mnozstvi kapitalu na jednotku efektivni prace v ¢ase t + 1 jako
1—a)- kY
(1—a)- ki (2.2.17)

S T2t )
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V pripadé splnéni danych predpokladu existuje pravé jeden steady-state, ke kterému
bude ekonomika konvergovat. Ekonomika konverguje k danému steady-state bez ohledu

na pocatecni hodnotu k.

2.3 Penzijni systém v Diamondové modelu

Spolu s moznosti existence vice steady-state existuje v Diamondové modelu oproti Ram-
seyové dalsi komplikace. Ve steady-state nemusi byt maximalizovan uzitek dané popu-
lace. Mira tspor ve steady-state mize byt odlisna od té, ktera by maximalizovala soucet
uzitku obou generaci.

Lze dokazat, Ze spolefensky uzitek je maximalizovan pii trokové mife shodné jako
u zlatého pravidla Solowova modelu (viz rovnice na strané [15). Pokud tedy ve
steady-state plati » < n+x, neni uzitek obou generaci maximalizovan a navic lze uzitek
jednotlivych generaci zvysit soucasné. Spotiebitel za kazdou uspotfenou jednotku zbozi
v produktivnim véku ziskava spotfebu 1 + r v post-produktivnim véku. Uvazujme ale,
7e tento spotiebitel by se namisto tspory jedné jednotky zbozi rozhodl tuto jednotku
darovat osobé v post-produktivnim véku. Této jednotky by se dobrovolné vzdal, protoze
by mu bylo pfislibeno treti stranou, ze spotiebitelé, kteri budou v ¢ase t + 1 v produk-
tivnim véku, se vzdaji ¢asti svého piijmu ve prospéch spotiebiteli v post-produktivnim
véku. Uvazujme, Ze pifjem pirepocteny na jednotku efektivni prace, kterého se vzdaji
spotiebitelé v obou generacich, je ekvivalentni. Vime, Ze populace roste konstantnim
tempem n. Protoze do systému vzdy pfispiva cela generace a cely vklad do systému v
¢ase t jedinci v produktivnim véku je v Case t ihned pfedan jedincim v produktivnim
véku, obdrzi kazdy spotiebitel v post-produktivnim véku za kazdou jednotku, které se
diive vzdal, celkem 1 + n + x jednotek spotfebniho zbozi. S piresunem jedné jednotky
soucasné dojde ke snizeni kapitalu ve vyrobé, coz zvysi mezni produktivitu kapitalu a
tim i irokovou miru. Pfi zavedeni tohoto systému ,,darovani“ by se snizila droven tspor
az na takovou, kdy bude platit » = n + g, tj. vlozeni dalsi jednotky do obou systémii je
stejné vyhodné.

Tedy pokud plati, ze r < n+x, pak 1 +r < 14+ n + x a systém je pro spotiebitele
ve vSech generacich vyhodnéjsi nez fondovy systém. V opa¢ném piipadé by bylo pro
spotiebitele vyhodnéjsi, kdyby do tohoto systému nevstupoval.

Popisovany systém v principu odpovida pribéznému systému (viz strana|l7)). Podle Dia-
mondova modelu zavisi je tedy vyhodnost tohoto systém pro Gic¢astniky zavisla na tempu
rastu populace, tempu rustu produktivity prace a trokové mife. Z modelu automaticky

nevyplyva, ze prubézny systém je nevyhodny pfi nizkém tempu riustu populace, pro-
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2 DIAMONDUV MODEL

toze to miize byt kompenzovano dostateéné velkym tempem riustu produktivity prace.
Kombinace nizkého (pfipadné zaporného) tempa ristu populace a nizkého tempa rastu

produktivity prace vsak tento systém ¢ini pro jeho tcastniky nevyhodnym.
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3 AUERBACHUV-KOTLIKOFFUV MODEL

3 Auerbachuv-Kotlikoffiiv model

V kapitole [2| jsme si popsali Diamondtiv model. V modelu se zivot jednoho jedince délil
na dvé obdobi — produktivni vék a post-produktivni vék. Tento pristup je vSak pomérné
nerealisticky, protoze predpokladal stejnou délku obou ¢asti zivota. V roce 1987 publi-
kovali Auerbach a Kotlikoff v knize [2] OLG model, ktery rozsifuje Diamondav model
nejen o periodu o délce jednoho roku, model navic uvazuje i endogenni nabidku prace,

protoze v uzitkové funkci spotiebitele je kromé spotieby i volny ¢as jednotlivce.

Divody vybéru modelu

Tento model byl od své prvni publikace mnohokrat pouzit, a to nejen v akademické
sféte, ale i k tvorbé prognoz centralnich bank nebo OECD. Model je zalozeny na kon-
strukei vSeobecné rovnovahy mezi spotiebiteli, firmami a vladnou. V modelu je chovani
spotiebitele analyzovano s vyuzitim deep parametres, které popisuji chovani spotiebitelti
(viz diskusi k Lucasové kritice na strané [L5).

Prezentovany model ma i nevyhody. Je to predevsim nemoznost analytického odvo-
zeni hodnot popisujicich steady-state. Pro nalezeni steady-state pouzijeme numericky

algoritmus, ktery je popsan v subkapitole na strané 4|

3.1 Spotiebitel bez existence statu

Model je opét zalozen na popisu chovani reprezentativniho jedince (viz strana [ v
subkapitole . Chovani jedince se v pribéhu jeho Zivota méni, jedinci v jedné vékové
skupiné se vSak od sebe nelisi.

Vék odchodu do diichodu neni v ptivodni verzi modelu pevné dany, ale zavisi zcela na

rozhodnuti subjektu. Vék odchodu do diichodu je tedy endogenni proménnou modelu.

Zivotni cyklus spotiebitele

Model je zcela deterministicky, délka zivota jedince je pevné dana a konstantni a zndma
vSem spotfebitelim, ktefi ji zahrnuji do svych kalkulaci. Mezi narozenim a 20. rokem
zivota aktivné nesledujeme chovani spotiebitele. Uvazujeme, Ze v té dobé se subjekt
samostatné nerozhoduje, nevoli si tedy sviij vlastni objem spotifeby ani nemiize nabi-
zet praci na trhu prace. Spotiebitel za¢ina s nulovou hodnotou aktiv, tj. neuvazujeme
dédictvi ani jinou formu pfevodu majetku mezi generacemi. Z toho plyne, ze subjekt
na konci zivota umird s nulovou hodnotou vlastnénych aktiv. Mezi 21. rokem Zivota

a odchodem do penze spotiebitel aktivné nabizi praci na trhu price a za tu ziskava
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mzdu. Cést této mzdy vynaloZi na spotfebu a zbytek uspoti. Po odchodu do penze uz
spotiebitel na trh prace aktivné nevstupuje. Stale ale nakupuje spotfebni zbozi, pfi-
¢emz spotiebni vydaje jsou financovany z vytvorenych dspor a pfipadné z penéznich
transfert od statu.

Auerbach a Kotlikoff uvazovali, ze v 75. roce zivota spotiebitel umirad a je nahrazen
novym jedincem. V modelu tedy rovnéz neexistuji explicitné vyjadiené rodinné vztahy.
Protoze délka zivota spotiebitele se muze lisit, ozna¢me si rok umrti spotiebitele jako

14. Jedinec planuje svou celozivotni spotiebu a mnozstvi volného casu.

Uzitkova funkce spotfebitele

Funkce udavajici soucasnou hodnotu uzitku za cely Zivot spotiebitele je viZzenym souc-
tem uzitku spotiebitele v jednotlivych letech Zivota. Uzitek v kazdém roce zavisi na
spotiebé a mnozstvi volného ¢asu. Mnozstvi volného ¢asu budeme definovat jako po-
mér mezi skutec¢né odpracovanym casem a disponibilnim ¢asem spotiebitele v daném
roce.

Uzitkova funkce v modelu mé konstantni elasticitu substituce mezi spotiebou a volnym
¢asem. Oznac¢me si nejprve uzitek v i-tém roce zivota spotiebitele jako w;, parametry
uzitkové funkce 3, v a « si vysvétlime v nasledujicim odstavci. Uzitek v i-tém roce

vyjadiime vztahem

1 _1]iT
ui:[ctlﬁ—l—a-ltl ﬁ}lﬁ (3.1.1)

kde
¢ je mnozstvi spotfebovaného zbozi t-tém roce,

l; je podil volného ¢ase na celkovém ¢asu v t-tém roce.

Soucasnd hodnota uzitku spotiebitele za cely jeho zivot U je pak dana diskontovanym

souftem uzitku
id 11

U=2=L (3.1.2)

Specifikce parametri uzitkové funkce Parametr v oznacuje elasticitu intertempo-
ralni substituce, kteréd je definovana stejné jako pii popisu Ramseyova modelu rovnici
(1.2.11) na strané [§| Parametr 8 urc¢uje miru reakce individualni nabidky prace na
zménu realné mzdy a urcuje velikost elasticity substituce mezi volnym c¢asem a spotie-

bou. Tato elasticita je definovana jako zména poméru mezi ¢; a [; vzhledem ke zméné
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readlné mzdy. Parametr « je mirou preference volného ¢asu pfed spotiebou, s ristem
hodnoty parametru « individualni nabidka prace klesa. Pii o = 0 bychom opét ziskali

model s exogenni nabidkou prace. Parametr p opét oznacuje diskontni faktor.

Rozpodétové omezeni domacnosti

Spotiebitel maximalizuje sviij celoZivotni uzitek vzhledem ke svému rozpoéto-
vému omezeni. Na konci Zivota musi mit spotiebitel nulovou hodnotu vlastnénych fi-
nanc¢nich aktiv, jiné omezeni vydaji spotiebitele na spotfebu neni uvazovano. Maxi-
malizace uzitku spotiebitele je optimalizac¢ni tilohou s jednou omezujici podminkou,
pricemz optimalizaci je provadéna v diskrétnim case a kone¢ném ¢asovém horizontu.
UvaZujme nejprve rozpoctové omezeni bez existence zdanéni (tj. nejsou zdanovany ka-
pitalové pifjmy, spotfeba ani mzdové piijmy). Urokovou miru v i-tém roce si opét
ozna¢me jako r;. Dale si ozna¢me redlnou mzdu v i-tém roce jako w;. Pfijem spotiebi-
tele se sklada z Groktu z vlastnénych aktiv a ze mzdovych piijmi. Mnozstvi vlastnénych
aktiv je pritom zavislé ¢isté na piijmu z diive prodané préace, protoze spotiebitel uklada
do finan¢nich aktiv veskery nespotiebovany diichod.

Dale uvazujme, Ze miuze dochéizet ke zméné vySe mzdy spotiebitele v zévislosti na
aktualnim véku, napiiklad v diasledku riastu pracovnich zkusenosti. Abychom zachovali
homogenitu prace a predpoklad dokonale konkurencniho trhu prace, nabizeji vSichni
spotiebitelé svoji praci na jednom trhu a trzni cena je pro vSechny nabizejici stejné.
Uvazujme ale, zZe nasobek mzdové sazby a mnozstvi odpracovaného ¢asu na trhu prace
nasobime proménnou e;, kterd upravuje pracovni piijem vzhledem k véku spotiebitele.
Hodnota e; je i-ty rok exogenni, spotiebitel ji tedy nemiize ovlivnit. Dale uvazujme,
ze pro jedince ruznych generaci dochazi ke stejné relativni zméné redlnych mezd v
disledku rustu dosazeného véku. Soucin w; - e; je analogii mzdy za jednotku efektivni
prace, kterou jsme si definovali pii popisu Ramseyova modelu (viz str. [I2)) a nasledné
ji pouzili i v Diamondové modelu.

Podminku nulové hodnoty aktiv na konci zZivota spotiebitele tedy mizeme formélné

zapsat jako

g 1 1

ws e (1=1)=e¢]=0. 1.
ZHHQ [wi - e+ (1=1) —c;] =0 (3.1.3)
=1 j=2

Dalsi podminkou optimalizace je, Ze pro relativni pomér odpracované doby na délce
¢asového obdobi plati [; € (0,1). Ozna¢me si mnozstvi vlastnénych finan¢nich aktiv

spotiebitelem v i-tém roce opét jako a;. Hodnota vlastnénych financnich aktiv na za-
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¢atku i na konci zivota spotfebitele je nulova. Podminku (3.1.3) muZzeme pfepsat jako
a1 = G4, =0. (314)

Protoze spotiebitel rozklada cely sviij piijem mezi spotiebu a finan¢ni aktiva, velikost

aktiv v i-tém roce zivota spotiebitele je ddna vztahem
a; :elwl+(1+m) cQi—1 — C; . (315)

Ze vztahu vyplyva, Ze vySe spotfebnich vydaji spotiebitele neni limitovana piijmem
spotiebitele z prodeje prace. Aby spotiebitel splnil podminku (3.1.3]), musi na konci
svého zivota spotfebovavat nejen veskeré piijmy z aroki, ale postupné vklada do spo-

tieby i diive akumulované uspory (tj. pro néktera i plati e; - w; + (1 +7;) - a;1 < ;).

Optimalizace uzitku bez existence vlady

Jak jsme jiz uvedli na zacatku kaptoly, ptimalizac¢ni problém spotiebitele neni analyticky
fesitelny. Metodou Lagrangeovych multiplikdtori 1ze ale ziskat soustavy rovnic, které
nékteti autofi navrhuji vyuzit pfi numerickém feSeni. Ukazme si tedy tvar Lagrangeovy
rovnice a jeji parcidlni derivace.

Tentokrat rovnice neobsahuje jen jeden Lagrangetv multiplikitor jako rovnice (2.2.3)),

ale Lagrangeovy multiplikatory A\; pro ¢« = 1,2,...,14. Regenim problému je nalezeni
optimélnich hodnot ¢; pro i =1,2,...,7;. Formulujme Lagrangeovu rovnici:
id . _1
214 T
T+ Ll e 0--al 619

Podminky prvniho fadu Uvazujme nyni podminky prvniho fadu pro optimélni
spotfebu a optimalni mnozstvi volného ¢asu v i-tém roce. Nejprve uré¢ime parcidlni
derivaci rovnice podle proménné ¢; a polozime ji rovnu nule. Po Gpravé ziskame
rovnici '
1 (]
(1+p) D Qe =N [H(l + rj)‘i] . (3.1.7)
j=2
Nyni spoc¢itame parcidlni derivaci rovnice podle proménné [; a polozime ji rovnu
nule. Po Gpravé ziskdme rovnici

i

(L4p) 0V Qa1 =\ [H(l )

j=2

k. (3.1.8)

)
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Lagrangeuv multiplikdtor \; 1ze ekonomicky interpretovat jako stinovou cenu. Hodnota
A; predstavuje zvySeni uzitku pii zvySeni piijmu o jednu jednotku diskontovanou pro

i-ty rok. Dale proménné €; je definovana jako

G (3.1.9)

a w; definovana jako
W =w; - e; + ;- (3.1.10)

7

Proménna p; oznaCuje stinovou cenu prace v i-tém roce a je riizna od nuly pravé kdyz
subjekt voli odchod do dichodu v i-tém roce. Predstavuje zvyseni mzdy na jednotku
efektivni prace w; - e;, kterou bude subjekt vyzadovat, aby namisto odchodu do dichodu

opét zacal nabizet svoji praci na trhu prace.

Z rovnic (3.1.7) a (3.1.8) lze vyjadfit optimalni mnozstvi relativniho podilu volného

¢asu na disponibilnim c¢ase v ¢ase t vztahem

*
Y

= ()" (3.1.11)

Pokud je p fixni, zvySeni o zvySi pomér i—l a subjekt bude méné pracovat a snizi svoji
spotiebu.

Substituci do ziskame vyjadieni ); v zavislosti na ¢;. Nasledné muzeme
tento tvar dosadit do a ziskdme rovnici vyvoje spotfeby spotiebitele v ¢ase:

¢ = [(H”)]V- { v } iy (3.1.12)

(1+p) Vi1

Proménna v; vyjadiuje

vi=[l4a p-w' (3.1.13)
Proménna v; je pomocnou proménnou bez ekonomické interpretace. Obecné nelze for-
mulovat zavér, zda zvysSeni mzdy na jednotku efektivni prace w} povede ke zvySeni
nebo snizeni odpracovaného volného ¢asu. To zavisi na vzajemné velikosti parametru
p a 7. V mikroekonomii obecné zvyseni mzdy muze vyvolat rist i pokles individudl-
niho nabizeného mnozstvi prace. [37] Nyni je jiz jednoduché odvodit vyvoj relativniho
mnoZstvi volného ¢asu spotiebitele. Vyjdeme z rovnice (8.1.11)), do které dosadime za

¢ tvar (3.1.12). Ziskdme tak rovnici

1 s v 2 P * P
li:( +T) ( Y ) <w) Ay (3.1.14)
1+p Vi1 U):-(_l
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Rovnice (3.1.12) a (3.1.14) tvoii soustavu diferen¢nich rovnic, které uréuji vyvoj spo-

tfeby a relativniho mnozstvi volného casu spotiebitele v pribéhu jeho zivota. Konkrétni
hodnoty ¢; a [; v pribéhu Zivota spotiebitele ale z rovnic bohuzel nelze analyticky urcit,

proto musi byt tato soustava fesena numericky.

3.2 Spotiebitel pfi existenci vlady

Nyni do ekonomiky zavedeme existenci statu. Rozsifeni modelu o existenci statu zpra-
covali jiz Auerbach a Kotlikoff v knize [3], nékteré detaily rozpracoval Dybczak v praci
[13]. Dan definujeme jako ,penézni, povinné, nendvratné platby do vefejného rozpoctu,
které se vybiraji na zdkladé mocenské povahy stdtu, tzn. na zdkladé zikona. Dai je platba
neucelovd, neekvivalentniho charakteru, pravidelné se opakujici, s presné urcenou vysi
sazby.“ |27, s. 65]

Uvazujme, Ze stat aplikuje t¥i druhy zdanéni spotiebitele: dan ze mzdy, dain z vynosu
z finan¢nich aktiv a dan ze spotieby. Uvazujme ve vSech tiech pfipadech linearni sazbu
dané, tj. vySe zaplacené dané roste proporcionalné s vysi danového zakladu. Zakla-
dem dané v pifipadé dané ze mzdy budeme uvazovat mzdu na jednotku efektivni prace
nasobenou mnozstvi odpracovaného ¢asu, v pripadé spotiebni dané je zakladem dané
mnozstvi spotfebovaného zbozi a pro dan z drokovych pf{jmu vyse vyplacenych troku
z vlastnictvi finan¢nich aktiv.

V piipadé linearni sazby dané rovnéz plati, Ze mezni mira zdanéni (tj. zvySeni zdanéni
pii dodateéném zvyseni zékladu dané o jednotku) se rovna primérné mite zdanéni (tj.

vySe dané délena vysi daiového zakladu).

Hodnota finanénich aktiv

Vék odchodu do diichodu budeme povazovat za exogenni a pevné dany. Zména odchodu
do dichodu je totiz pomérné casto diskutovanym nastrojem vladni politiky pro udrzi-
telnost diichodového systému. Zménou pevné daného véku odchodu do dichodu je pak
mozné simulovat vliv tohoto nastroje na vyvoj ekonomiky. Ozna¢me si obecné rok smrti
spotiebitele jako ¢4 a rok odchodu do starobni penze jako 4,. V modelu pifedpokladdme
tqg € N, 1, € N aig > i, V platnosti stile zlistava piedpoklad, Ze spotiebitel zac¢ina
svilj zivot s nulovou hodnotou vlastnénych aktiv a vesSkeré své tspory spotfebuje béhem
svého zivota. O relativnim podilu volného ¢asu na disponibilnim ¢asu plati [; = 1 pro
P =p,ip+1,... 00— 1.

Nejprve je potieba si redefinovat vztah pro mnozstvi finan¢nich aktiv vlastnénych spo-
tiebitelem a;, ktery jsme si definovali ve vztahu . Ozna¢me si sazbu dané ze mzdy
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v i-tém roce Zivota spotfebitele jako 7;,, sazbu dané z pfijmu z finanénich aktiv 7;,
a sazbu spotfebni dané jako 7; .. Uvazujme nejprve zménu hodnoty financnich aktiv v
prubéhu produktivniho véku spotiebitele, kdy nabizi svoji praci na trhu prace a za to

dostéava mzdu.

Piipad spotfebitele v produktivnim véku Nyni muzeme vyjadiit hodnotu fi-

nanc¢nich aktiv spotfebitele v ¢-tém roce jeho Zivota jako

a;=1—7e-wi-(1=0)+[1+r - (1 —7gw)-aimi—(1—Tw)e 1=1,2,...,4,—1 .
(3.2.1)
Jedinec nepobira zadny transfer od statu. Protoze trh prace je dokonale efektivni, ne-
existuje nedobrovolnd zaméstnanost a stat tak nevyplaci zddnou nahradu za neodpra-

covany ¢as v prubéhu roku.

Piipad spotiebitele v post-produktivnim véku Nyni uvazujme situaci spotiebi-
tele v post-produktivnim véku. Spotiebitel dostava v i-tém roce Zivota od statu penzi
ve vy$§i b;. Tato penze neni danéna, zdanéni samoziejmé ale podléhaji spotiebni vydaje
realizované z této mzdy. Souc¢asné jiz nemuze nabizet svoji praci na trhu prace, tj. neu-
vazujeme zadny pi{jem ze mzdy. Posledni dva ¢leny rovnice tedy zustavaji beze

zmény. Vyvoj hodnoty finan¢nich aktiv spotiebitele je tedy dan vztahem
a; = bl—|— [1—’-7”2 . (]_ _Ta,w)} cAi—1 — (1 —Tl"w)ci 1 :Z'p,l.p—f—]_,...,l.d . (322)
Stale plati podminka nulové hodnoty aktiv v dobé tamrti, tedy

a1 = @i, = 0. (323)

Uzitkova funkce

Uzitkova funkce spotiebitele neni existenci statu ovlivnéna. Obecna definice uzitkové
funkce pro velikost uzitku v i-tém roce se neméni a je stale dana vztahem (3.1.1])
(str. . Casové preference spotiebitele lze povazovat za deep parametrs (viz diskuse
k Lucasové kritice na strané . U subjekti v deterministickém prostiedi sice dojde
vlivem existence vlady ke zméné absolutni velikosti spotfeby a volného ¢asu v priubéhu
jejich zivota, muzeme ale pfedpokladat, Ze jejich tendence k relativni velikosti uzitkt

v jednotivych letech se neméni. Subjekty zahrnuji existenci vlady, zdanéni a transferi
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do svych kalkulaci a zméni své chovani, neméni se vSak jejich preference volného ¢asu

pred spotiebou a ochota ,,odlozit* soucasny uzitek do budoucnosti E

Maximalizace uzZitku spotiebitele

Spotiebitel stale usiluje o maximalizaci sou¢asné hodnoty svého celozivotniho uzitku.
Funkce pro celozivotni uzitek je analogickd puvodni funkei (3.1.2):

id 1

S (1+p) Dy, 7

U:zzl

1 (3.2.4)
v
Optimaliza¢ni dloha spotiebitele je analogickd k piedchozi tloze a lze ji opét fesit

metodou Lagrangeovych multiplikidtort.

3.3 Dédictvi a explicitni rodinna struktura

Rozsiteni o dédictvi a explicitni vyjadieni rodinné struktury navrhli Auerbach, Kotli-
koff, Hagemann a Nicoletti v roce 1989 v ¢lanku [3]. V této verzi modelu neuvazujeme
existenci zdanéni.

Tato subkapitola predevsim ukazuje moznosti rozsifovani puvodniho Auerbachova-
Kotlikoffova modelu o nové prvky. Model perfektné demonstruje obvykly postup pfti

rozsitovani stavajicich ekonomickych modelit o nové prvky.

Zivotni cyklus spotfebitele

V této subkapitole budeme nadale pouzivat pojem spotiebitel (viz poznamka pod ¢arou
na strané @, protoze rozhodovani o mnozstvi odpracovaného ¢asu a spotiebé provadi
stale jedna osoba. Na rozdil od ptedchozich ¢asti vSak je jeho uzitek zavisly nejen na
jeho spotiebé, ale i na spotiebé jeho potomki. Déale pro vétsi pfehlednost vyuzijeme
¢iselné zadané roky zivota, ve kterych spotiebitel zaziva nize definované udalosti.

Délka zivota vSech subjekti ¢ini 75 let. Subjekty v ekonomice opét rozdélime na skupiny
se stejnym vékem. Osoby od prvniho do dvacatého roku Zivota oznacime jako déti a

osoby ve véku od 21 do 75 let jako dospélé jedince. Subjekt tedy dospiva a stava se plné

Y prostiedi nejistoty by do rozhodovani subjektii mohlo vstoupit riziko. Pokud by se subjekty
napiiklad mély divod obéavat, Ze budouci vlady zvysi podstatnym zptisobem zdanéni, mohly by za-
¢it upfednostiiovat soucasnou jistou spotiebu pired budouci nejistou spotiebou. V deterministickém

modelu jsou vSak budouci dahové sazby spotiebiteliim v soucasnosti znamy.
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samostatnym ve 21 letech. Samostatné rozhodujici se subjekty jsou pouze subjekty ve
véku od 21 do 75 let.

Subjekt se ve 21 letech soucasné stava rodicem a ma vlastni déti. Poc¢et déti spotiebitele
oznac¢ime jako M. Spotiebitel se stard o svoje déti od 21 do 40 let, protoze poté,
co spotiebitel dosdhne veku 40 let, jeho déti dospivaji. V 75 letech subjekt umira a

zanechava svym détem dédictvi. Jeho potomek ziskava dédictvi ve véku 55 let.

Definice uzitku spotiebitele
Uzitek spotfebitele je souc¢tem nasledujicich t¥i proménnych:

e uzitku spotiebitele 7z vlastni spotifeby zbozi v dospélém véku,
e uzitku déti spotiebitele ze spotieby zbozi a

e uzitku z pozustalosti spotiebitele, kterou zanechava svym potomkiim.

Celozivotni uzitek spotiebitele budeme opét oznacovat jako U. Déle si ozna¢me uzitek
spotiebitele v prubéhu jeho Zivota z vlastni spotieby a z vlastniho volného ¢asu jako V.
Dale si ozna¢me uzitek jednoho ditéte ze spotieby jako V., a uzitek rodice z dédictvi,
které prenechal jednomu ze svych potomku jako B. Celkovy uzitek spotiebitele za cely

jeho zivot je tedy dan vztahem

U=V,+M-Vy,+ M-B | (3.3.1)

Funkce uZitku pro dany rok Uvazujme, Ze definice uzitkové funkce pro uzitek ze
spotieby a volného ¢asu v daném roce je dédna stale funkci (str. . Vyuzijeme
tuto uzitkovou funkci pro urcéeni uzitku dospélych jedincii i déti. éleny V, a Vi, vychazeji
ze spotieby a volného ¢asu v prubéhu zivota spotiebitele. Soucet prvnich dvou clenii z
pravé ¢asti rovnice muZeme tedy vyjadrit jako

75 . 40 A
S (L) U gy + M3 (146) 70y g
Vo + M-V, == =21 3.3.2
p

1-1
v

Proménna p opét oznaCuje miru ¢asové preference a v je elasticita intertemporalni

substituce.

Urceni velikosti dédictvi V modelu je pouzita uzitkova funkce pro uzitek rodice z
dédictvi prenechaného svym potomkim. Nejprve si ozna¢me velikost dédictvi odkéaza-

ného jednomu potomkovi jako b. Velikost odkédzaného dédictvi je zavisla na parametru
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preference odkédzaného dédictvi ). Uzitek spotiebitele z dédictvi odkdzaného svému

potomku je pak dana funkci

0, 1—-1
=~

e b (3.3.3)

Trajektorie spotifeby a volného c¢asu spotiebitele, kterd je dana maximalizaci funkce
(3.3.1), dokaze aproximovat mnohem vice empirickych pribéht funkei spotfeby a
uzitku. Empirické odhady parametri, pfedev§im pak parametru ¢, jsou ale mnohem

komplikovanéjsi a neni pro né k dispozici ani dostatek dat.

Rozpocétové omezeni spotiebitele

V zavéru subkapitoly jesté ur¢ime rovnici rozpoctového omezeni spotiebitele. Vydaje
spotiebitele nyni zahrnuji kromé vydaji na jeho vlastni spotiebu i vydaje na spotiebu
jeho déti. Pi{jmy spotiebitele pak tvoii piijmy z prodeje prace na trhu prace a dédictvi,
které on sam ziskal v 55 letech od jeho rodic¢i. Plati, ze se hodnota celozivotnich pii-
jmi spotiebitele diskontovana do 21. roku Zivota spotiebitele musi rovnat diskontované

hodnoté celozivotnich vydaji spotiebitele a jeho odkazu potomkum.

i wlel(l—lz)—cl 20 7 wlel(l—ll)—cl
;1:[ 1+, +MZH L+ N

i=1 s=1
54 1 34 1

M-b —b 3.3.4

51211 1+, 81:[1 1+, ( )

3.4 Vyrobci

V této ¢asti budeme analyzovat chovéani firem. Reprezentativni firma pouziva jako vy-
robni faktory praci a kapital. Firma je opét producentem jednoho druhu spotiebniho
zbozi a jednoho druhu kapitélového zbozi, pfi¢cemz oba druhy zbozi jsou dokonalymi vy-
robnimi substituty. Protoze modelujeme systém vSeobecné rovnovahy, mnozstvi prace
vyuzité firmami je rovno mnozstvi prace, které nabizeji spotiebitelé v dané ekonomice.
Mnozstvi zbozi, které firmy prodaji, je rovno mnozstvi zbozi, které spotiebitelé v eko-
nomice nakoupi.

Mnozstvi kapitalu, ktery ma firma v case t k dispozici, ozna¢ime opét K;. V Ram-
seyové i Diamondové modelu jsme uvazovali exogenni nabidku prace, tedy neexistoval

rozdil mezi mnozstvim dostupnych pracovnich sil a mnozstvim pracovnich sil, které se
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skutecné zapojily do vyroby. Jelikoz ve vykladu Auerbachova-Kotlikoffova modelu uva-
zujeme endogenni nabidku prace (pro a > 0), existuje v ekonomice uré¢ita dobrovolna
jedincu v ekonomice ve véku i v ¢ase t. Mnozstvi pracovni sily, které je v .daném roce

skutecné zapojeno do vyroby, pak oznacime NN;.

Produkéni funkce

Nyni si definujeme produkéni funkei. Auerbach a Kotlikoff pouzili ve svém modelu
produkéni funkei s konstantni elasticitou substituce, tedy funkci stejného typu jako je
uzitkova funkce (viz (3.1.1) na strané . Stejné jako v pfipadé Ramseyova modelu
uvazujeme konstantni vynosy z rozsahu (definovany vztahem (1.2.23) na strané [10).

Produkéni funkce je dana vyrazem

A e K. N
Yi=A -|le-K, °+(1—¢)-N, . (3.4.1)

Parametr € je mirou intenzity vyuziti kapitalu ve vyrobé a plati € € (0,1). Parametr 0
je mirou elasticity substituce ve vyrobé a urcuje zménu poméru IL(—: pfi zméné poméru
cen vyrobnich faktoru . Clen A je uroviova konstanta, ktera udava produktivitu obou
faktoru soucasné. Parametr A muze byt v ¢ase konstantni nebo mize oznacovat tech-

nologicky pokrok, jako jsme to vidéli v Ramseyové i Diamondové modelu.

Mezni produktivita vyrobnich faktortt Na zakladé produkéni funkee mu-
zeme urcit mezni produktivitu vyrobnich faktorti. Mezni produktivita vyrobniho faktoru
je zvyseni objemu produkee pii zapojeni dodate¢né jednotky vyrobniho faktoru (a kon-
stantnimu mnozstvi ostatnich faktort) a lze ji urcit jako parcidlni derivaci produkéni

funkce podle mnozstvi daného vyrobniho faktoru. Mezni produktivita prace je tedy

Y, _1 _1791 _1
Mth:ﬁ:A[e.Kj "4 (1—¢)- N, } C(l—e)- N, ? (3.4.2)
ON;
a mezni produktivita kapitalu
oY, _1 17557 _1
MPKt:a?t:A[e-Ktl9+(1—e)-Nt1 e w (3.4.3)
t

Rovnovazna cena prace

Uvazujeme, Ze mnozstvi prace ve vyrobé Ize ménit bez dodate¢nych nakladi. Vzhledem

k predpokladu dokonale konkuren¢éniho trhu prace je rovnovazna mzda rovna mezni
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produktivité prace. Pak pii rovnovaze na trhu prace musi platit rovnost

1
1—178=1 _

1
wy=(1—¢)-A- G'Ktl "+(1—¢€-N, ° - L,

S

(3.4.4)

Rovnovazna cena kapitalu

V pripadé kapitalu lze uvazovat dvé alternativy:

e Mnozstvi kapitalu ve vyrobé je mozné ménit bez dodateénych nakladu.

e Zména mnozstvi kapitalu ve vyrobé zpisobuje dodatecné naklady.

Popiseme si nyni oba tyto mozné pripady.

Zména mnozstvi kapitalu bez dodate¢nych nakladd V tomto piipadé firma
méni mnozstvi kapitalu ve vyrobé stejnym zptsobem jako méni mnozstvi prace. Firma
dokupuje (nebo prodéava) kapital do té doby, dokud marginalni vynos z kapitalu neni
roven cené kapitalu. Protoze trh kapitalu je opét dokonale konkurencni, je cena kapitalu

rovnd Urokové mite, tj. plati vztah:

p—1 1

’ K, (3.4.5)

1—

re=¢e-A- 6'K§7;+(1—6)~Nt

Dodate¢né naklady p¥i zméné mnozstvi kapitalu Podle tvrzeni fady autoru je
zména mnozstvi kapitalu firem spojena s dodateénymi naklady. S pofizenim nového
kapitalového vybaveni jsou totiz spojeny naklady na jeho instalaci, uvedeni do provozu,
zaskoleni pracovniki atd. Samotné zména velikosti firmy pak pfinasi administrativni a
pitalu. Funkce ceny dodatec¢né instalovaného kapitalu by tedy méla byt konvexni. Tento
predpoklad je v souladu s teorii fizeni firmy, ktera predpoklada dlouhodobé planovani a
sniZzeni nakladu na investi¢ni projekty jejich rozloZenim do delgiho ¢asového obdobi. [28]
Rovnéz bude zména mnozstvi kapitalu firmy ve vyrobé reprezentativni firmy relativné
mens$i nez v piipadé zmény mnozstvi prace, protoze firma bude optimalizovat celkové
néklady na zménu mnozstvi kapitalu ve vyrobé. Dale by naklady na zménu mnozstvi
kapitalu ve vyrobé mély byt kladné v pripadé zvySovani i snizovani mnozstvi kapitalu
ve vyrobé, protoze prodej kapitalu je rovnéz svazan s dodateénymi néklady.

Je zfejmé, 7e vzhledem k témto predpokladiim nebude trzni cena kapitalu dana vzta-
hem ([3.4.5)). Auerbach a Kotlikoff ve svém modelu aplikuji funkei dodatetnych nakladu

definovanou Hayashim a Summersem. Oznac¢me si zménu mnozstvi kapitalu firmy jako
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I; a funkci celkovych naklada firmy jako C(1;). Celkovou cenu investic firmy vyjadiime

vztahem
2. I?

2-K;

kde z je parametr definujici velikost dodate¢nych nakladi na investici.

Cl)=1I1+ (3.4.6)

Zména mnozstvi kapitalu Firma zac¢ina s pocate¢ni hodnotou kapitalu Ky. Mnoz-
stvi kapitalu firmy se méni v case. ZvySuje se diky investicim firmy [; a snizuje vlivem
opotiebeni nebo zastarani diive pofizeného kapitalu. V kazdém case t se hodnota ka-
pitalu firmy snizi o parametr opotiebeni kapitalu d, absolutni hodnota snizeni kapitalu

firmy v Case t je 0 - K;. Mnozstvi kapitalu v ¢ase t + 1 muzeme vyjadiit vztahem

Kt+1 = (1 - (5) . Kt —|— [t . (347)

Maximalizace zisku firmy

Nejprve si vyjadiime funkci zisku firmy. Zatimco spotifebitel maximalizoval svij uzitek
v horizontu omezeném délkou jeho Zivota, u firmy budeme predpokladat, Ze firma ma-
ximalizuje sviij zisk v nekone¢ném c¢asovém horizontu. Chovani firmy v Auerbachové-
Kotlikoffové modelu je tedy blizsi Ramseyové modelu. Modely se vsak lisi existenci

nakladu na pfizptisobeni.

Funkce zisku firmy Oznac¢me si zisk firmy v ¢ase ¢ jako m;. Zisk v ¢ase t je rozdilem
mezi mnozstvim vyrobeného zbozi Y; a ndklady na praci nakoupenou v ¢ase t a celkovou

cenou investic v Case t. Zisk firmy je formalné zapsan jako

wt:}/t—wt-Nt—(It—kz-]—tZ) (3.4.8)
2 K

Optimaliza¢ni dloha firmy Firma maximalizuje soucasnou hodnotu zisku v ne-
kone¢ném c¢asovém horizontu. Na rozdil od uzitku spotiebitele, ktery byl diskontovin
individualnim diskontnim faktorem, je zisk firmy v ¢ase ¢ diskontovan trokovou mirou
T

Firma maximalizuje sviij zisk volbou mnozstvi nakupované prace Ny a mnozstvi vlast-
néného kapitalu K, (t = 1,2,...). Omezujicf podminka je dana rovnici (3.4.7)), protoze

mnozstvi kapitalu K, je pfesné omezeno velikosti investic [, a mnozstvim kapitalu v
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predchozim case K;. Firma tedy maximalizuje funkci

o0 b 72
Y;t_tht_(It_FiK_tt)
g : (3.4.9)

za podminky
Kt+1 — (]_ - (S) . Kt + ]t . (3410)

Protoze pro kazdé t maximalizujeme zisk volbou dvou proménnych, K; a N, jedna se

o dynamickou verzi jednostupiiové neoklasické optimaliza¢ni alohy. [37]

Regeni optimaliza¢niho problému Optimaliza¢ni problém firmy lze opét Fesit me-

todou Lagrangeovych multiplikdtoru. Lagrangeova rovnice mé tvar

1-1 S s z I?
-[E-Kt +(1—e)-N, 6] P N— (L4 5ot
t

[oe) t

—ZAt H1+ Koy — (1—0) - K, — I,] (3.4.11)

Nejprve uré¢ime parcialni derivaci Lagrangeovy rovnice podle N; a poloZime ji rovnu 0:

oL oy,

Marginalni produkt prace —t (vyjadreny vztahem ({3.4.2) na strané tedy musi byt
pii optimalnim zisku firmy roven mzdé w;.

Dale urc¢ime parcialni derivaci Lagrangeovy rovnice podle I,

oL b1,
a7, = 1- A=0 3.4.13
o1, K, MY ( )
a podle K, q
oL b I2,
OK1 MPr., +35 K,?:l (L+re1) A+ (0—1) - A1 = 0. (3.4.14)

Podminky maximalizace zisku Z rovnice (3.4.12) plyne, ze firma maximalizuje
zisk, pokud je mezni produktivita prdce M Py, rovnad mzdé w;. Z rovnic (3.4.13) a
(3.4.14) pak lze odvodit vztah pro velikost irokové miry v zavislosti na mezni produk-

tivité kapitalu a parametrech modelu jako
2
MPy, + 5 - g + (14 32 (1= 0) — (1 + 7=

3.4.15
1+ 2L ( )

Tt =

41



3 AUERBACHUV-KOTLIKOFFUV MODEL

Problematika dané ze zisku firmy

Firma rovnéz odvadi ze svého zisku daii. V ramci ceské legislativy je tato dan oznacovana
jako dan z pifjmu pravnickych osob. [27] Dan ze zisku zasahuje do rozhodovani firmy,
do modelu ji ovSem lze jednoduSe zapracovat. Uvazujme, Ze sazba dané je dana 7 .
Auerbach a Kotlikoff navrhli zménu uroviiové konstanty A tak, aby reflektovala dan z
piijmu. Oznac¢me si pavodni hodnotu troviiové konstanty (kterd neuvazuje dan ze zisku
firmy) jako A. Pak lze do modelu zapracovat sazbu dané ze zisku dpravou troviiové

konstanty dle vztahu
Ay= A - (1— 7). (3.4.16)

3.5 VIada

Poslednim sektorem ekonomiky, ktery budeme analyzovat, je vlada. VIdda ziskava pro-

stfedky zdanénim ekonomickych subjektii.

Rozpoctové omezeni vlady

VIady svétovych zemi ve vétsiné piipadi hospodaii s nevyrovnanym rozpoctem, tj.
prijmy vlady se nerovnaji vydajum. V fadé zemi pak vefejné vydaje prevysuji prijmy
z dani. Vlada si musi na ¢ast svych vydaja pujcit. Zadluzeni z aktualniho roku se pak
prenasi do dalSich let a je samoziejmé tro¢eno. Oznacme si deficit vladniho rozpoctu v

case t jako D,. Deficit rozpoc¢tu v ¢ase t + 1 mé velikost
Dt+1 — Gt + (1 + Tt) . Dt - E . (351)

Jednoduchou tpravou rovnice vyjadiime, ze piijmy vlddy se museji rovnat vydajim

vlady, deficitu navyseného o troky a deficitu vlady v pristim obdobi:
E = Gt + (1 -+ Tt) : Dt — Dt+1 . (352)

Tato rovnice pak musi platit nejen pro jedno obdobi ¢, ale i pro N € N obdobi. Roz-
poctové omezeni vlady je pak dano vztahem
N N

T, Z Gy Dy
Z Uy B p oo (3.5.3)
=1 [T +r) _:1_[1(1+7”z‘) [T +r)

=1 i=1
Proménna Dy oznacuje hodnotu vladniho dluhu za N obdobi. Budeme predpokladat,

ze neni mozné, aby se vlada zadluzovala donekonecna, tj. musi platit

N—oo
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Pro N — oo bude tedy mit rozpoctové omezeni tvar

oo

P oI TN 655
=1 [[(A+r) g TIA+m)

i=1 i=1

3.6 Podminky trzni rovnovahy

Protoze se jedna o model vSeobecné rovnovahy, je nutné urcit podminky rovnovahy v
modelu. Rovnovaha na trhu prace znamené rovnost nabizeného a poptavaného mnoz-
stvi préce ve vyrobé. Mnozstvi nabizené prace nezavisi pouze na preferencich jednoho
spotiebitele, ale i na poc¢tu spotfebiteli. Navic je nutné uvazovat vékovou strukturu
spotiebiteli, protoze individudlni nabizené mnozstvi prace se lisi pro spotiebitele v
ruzném véku. Uvazujme tedy proménnou L;,, kterd urcuje pocet jedincii v ekonomice,
ktefi jsou v ¢ase t ve véku i (proi = 1,2,...44). Jednotlivé hodnoty L;; pak tvoii vektor

Ly = (L14, Loy, Li,+). Rovnovahu na trzich prace pak muzeme vyjadiit vztahem

ip

Ne=Y Lismi. (3.6.1)
=1

Agregatni vyse soukromého bohatstvi v Case t, kterou si oznac¢ime jako I'; je sou¢tem
aktiv vlastnénych spotiebiteli, pficemz analogicky vyuzijeme vyse definované proménné
Liﬂgl

iq
Ty=Y Lis-a. (3.6.2)
=1

Oteviena a uzavieni ekonomika

V uzaviené ekonomice jsou drziteli veskerého bohatstvi spotiebitelé. Z bohatstvi spo-
tiebiteli jsou pak financovany investice vyrobci a vladni deficity. V oteviené ekono-
mice dochézi k prilivu nebo odlivu kapitalu mezi doméaci ekonomikou a zahrani¢nim.
Investi¢ni pozice zemé je obecné zavisla na vynosnosti investic v domaci ekonomice
ve srovnani se zahrani¢nimi 2} rizikovosti investic, institucionalnimi faktory apod. V
pripadé malé oteviené ekonomiky se pak v ekonomickych modelech bézné pracuje s
predpokladem, Ze zemé je pouze piijemcem vysSe Grokové miry, kterd je determinovana

na svétovém trhu.

12V literatuie se ¢asto pouziva pojem diferencial trokovych mér nebo trokovy diferencial.
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Popis analyzovaného pripadu V naSem piipadé budeme uvazovat, Ze Ceska re-
publika je pfijemcem turokové miry, ktera je determinovana na svétovém trhu. Doméci
firmy tedy mohou dokupovat kapital na domécim i svétovém trhu a v poptavce po
kapitalu nejsou limitovany tisporami domacich spotiebitelii. Na druhou stranu je rov-
néz mozné, zZe spotiebitelé mohou investovat své tspory do zahrani¢ni a ziskavat za
né konstantni irok, i kdyz jejich nabidka tspor pro danou tirokovou miru prevysuje
poptavku po dsporach doméacich firem. Obecné tedy povolujeme piesuny kapitalu mezi
doméci ekonomikou a zahrani¢im. Tento pFistup muze zpiisobit nevyrovnany finanéni
ucet platebni bilance dané zemé. Obecné se vSak u OLG modeli ukazuje Spatna schop-
nost analyzovat a predikovat salda bézného ¢i finan¢éniho ic¢tu platebni bilance, protoze
jsou z velké ¢asti zpusobovany i kratkodobymi ekonomickymi jevy. [13] Navic maze byt
deficit finan¢niho Gc¢tu platebni bilance kompenzovan pirebytkem bézného u¢tu platebni
bilance (¢i naopak), analyza bézného uc¢tu platebni bilance je ale mimo rozsah OLG
modelii. Proto od analyzy vlivu svétové drokové miry a doméci poptavky po kapitalu
na deficit financéniho uc¢tu platebni bilance abstrahujeme.

Vyvoj demografické struktury

Koncept steady-state je pro Auerbachuv-Kotlikoffiv model relativné komplikovanéjsi
nez pro Ramseyiv a Diamondiv model. Divodem je, Ze neuvazujeme konstantni tempo
ristu populace, ale vyuzivime predikci vékové struktury obyvatelstva. Po dosazeni
steady-state v ném tedy ekonomika nezustava ,vécéné“, ale pod vlivem dalsich demo-
grafickych zmén se pfesune do dalsiho steady-state. Demografické zmény totiz piimo
ovliviiuji cenu préace a prenesené se mohou projevit i v dalSich proménnych. Piikladem
prenosu do dalsich proménnych je zména vySe danovych sazeb, ktera je reakci vlady na
zménu v danovych vynosech.

Vypocet steady-state je vSak velice uzite¢ny v tom, ze ukazuje udrzitelnost penzijniho
systému pro jeho dané parametry, predevsim vysi penzi a danovych sazeb, a pro urcitou
demografickou strukturu. Dale je v simulacich ¢asto analyzovana zména steady-state
v reakci na zménu parametru systému. Modely s deep parameters totiz davaji lepsi
prehled o tom, jaka je Gc¢innost konkrétni vladni politiky na cely systém. Vypocteny
steady-state totiz zahrnuje informaci, jak budou na zménu hospodaiské politiky reago-

vat spotiebitelé, a jak zména chovani spotiebitelii ovlivni cely systém.
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4 Praktickd aplikace Auerbachova-Kotlikoffova mo-
delu

V této kapitole vyuzijeme Auerbachuv-Kotlikoffuiv model prakticky. Uréime steady-

state na zédkladé hodnot parametri, které vychazeji ze statistickych dat Ceské republiky.

4.1 Vypocet steady-state

Existuje nékolik algoritmii, pomoci kterych lze provést vypocet steady-state.

Heerdv-Maufinertv algoritmus

Heer a Maufner navrhuji v knize [19] pro feseni problému nasledujici algoritmus:

1. Uré¢i odhady pocateénich hodnot kapitalové zasoby a zaméstnanosti ve steady-
state.

2. Vypocitej rovnovaznou drokovou miru r» a mzdu w.

3. Urc¢i optimalni trajektorii spotieby, Gspor a relativniho mnozstvi odpracovaného
¢asu pomoci zpétné indukce.

4. Na zakladé této optimalni trajektorie piepocitej agregatni velikost kapitalu ve
vyrobé a zaméstnanost. Pokud neni absolutni hodnota rozdilu pod zadanou tole-
ranci, jdi do kroku [2] Pokud ano, pak KONEC.

Algoritmus je zalozeny na numerickém feSeni soustavy diferencnich rovnic, kde se na
zakladé hodnot c¢;y1, l;41 a a;y1 urcéuji hodnoty ¢;, l; a a;, priCemz je pozadovano,
aby numerickd aproximace spliiovala podminku nulové hodnoty vlastnénych aktiv na
zacatku i na konci aktivniho zivota spotiebitele, t;.

d

Algoritmus je zaloZzeny na principu zpétné indukce, tj. postupujeme v feSeni soustavy
rovnic od konce zZivota spotiebitele na jeho zacatek. Urcitou nevyhodou algoritmu je
nutnost exogenné zadaného odhadu mnozstvi aktiv spotiebitele v poslednim roce jeho
zivota, protoze tuto hodnotu nelze ze soustavy vytesit. Dale se béhem simulaci uka-
zalo, ze vypocetni algoritmus je silné zavisly na pocatecnich hodnotach agregatnich
veli¢in a pii $patné zadanych pocate¢nich hodnotdch nemuseji ceny vyrobnich faktori

konvergovat k rovnovazné cené.
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Algoritmus zaloZeny na numerické optimalizaci

Dalsi moznosti feSeni modelu je algoritmus zalozeny na numerické optimalizaci diskon-
tovaného uzitku v prostiedi aplikace Matlabm Velikost diskontované hodnoty uzitku
spotiebitele je zavisla na trajektorii velikosti spotfeby, mnozstvi volného ¢asu a mnoz-
stvi vlastnénych finan¢nich aktiv. Protoze spotiebitel rozklada veskery sviyj pifijem na
spotiebu a nakup finan¢nich aktivE-], 1ze jeho chovani zcela popsat pouze dvéma z téchto
t11 trajektorii.

Maximalizace uzitku spotiebitele spociva v nalezeni optimélnich trajektorii, které ma-
ximalizuji hodnotu uzitkové funkce (3.2.4) (str. pfi splnéni podminky a
podminek hodnoty aktiv determinovanych spotiebou a volnym ¢asem (3.2.1) a (3.2.2)

(str. [34)).

Pro zjednoduseni definice funkce muzeme tyto podminky slouc¢it pomoci proménné e;,

ktera urcuje individualni produktivitu spotiebitele ve véku i let (poprvé jsme ji pouzili
ve vztahu (3.1.3) na strané . Pro zjednoduseni kalibrace modelu budeme ptedpo-
kladat, ze individualni produktivita jedince se v pribéhu produktivniho véku neméni,
v post-produktivnim véku pak spotiebitel nemuze pracovat. Pak hodnoty proménné e;

jsoue;=1lproi=1,2,...;i,a¢e=0proi=1,+ 1,1, +2,...,14q.

Numericka optimalizace uzitku K numerické optimalizaci celkového uzitku lze v
aplikaci Matlab pouzit optimaliza¢ni toolbox, ktery obsahuje funkce pro numerickou
optimalizaci funkci. V nasem piipadé pak vyuzijeme funkci fmincon, protoze ta umoz-
nuje optimalizovat funkce na omezeném defini¢nim oboru. Definujme si vektor 1 jako

vektor hodnot [; pro i = 1,2,...,4;,, tj. | = (l1,ls,...,1;,,1,1,...1)7, vektor a jako

vektor hodnot a; proi =1,2,...,i;, tj. a = (0,as,...,a;,-1,0)T a vektor ¢ jako vektor
hodnot ¢; pro ¢ = 1,2,...,4;,, tj. a = (c1,¢2,...,Ciy—1,¢,)T. Dale si pro prehlednéjsi
zapis definujeme pomocny vektor n jako n = (1 —[;,1 —ly,...,1 —1;,0,0,...0)T.

Funkce, kterou budeme v Matlabu optimalizovat, je funkci vektort a a 1. Jednotlivé

slozky vektoru c urc¢ime jako

b+ (1 —Ty) wee g+ 1+ (1= 1)1 - — aip
B 147

, (4.1.2)

7

13Vzhledem k pouZiti tohoto software je k popisu algoritmu pouzit vektorovy zapis, ktery usnadni

orientaci v kodu.

H4Gpotiebitel dale vynaklada ¢ast svych pifjmi na platbu dani, ale velikost daiiovych odvodi je

funkéné zavisla na specifikovanych trajektoriich.
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kde jsme vyuzili vySe popsanou proménnou e;. Proménnd b; oznacuje velikost penze
vypldcené osobé v i-tém véku, piicemz samoziejmé plati b; = 0 pro « = 1,2,...,1,.
Vztah tedy plati pro osoby v produktivnim i post-produktivnim véku.

Pro kazdy rok 7ivota spotiebitele uré¢ime velikost jeho uzitku z uzitkové funkce
(str. . Tim ziskdme vektor uzitki pro jednotlivé roky Zivota spotfebitele u =
(u1,us, . .., u;,)T. Uloha maximalizace uZitku spotiebitele pak spo¢iva v nalezeni vektorit
1 a a takovych, pro které je soucasnd hodnota uzitku spotiebitele maximalni. Vektory
n a c jsou dopocteny z vektori 1 a a.

Tento problém je pro zadanou funkci feSitelny pomoci funkce fmincon, pfi¢emz ome-
zujici podminky jsou dany jako a; € (0,00) pro i = 1,2,...,i5 a [; € (0,1) pro
1 = 1,2,...,17,.. Danou funkci jsou pak ziskdny aproximace vektori 1 a a, které ma-
ximalizuji uzitek spotiebitele pro dané hodnoty w a r.

Nyni na zakladé vektort 1, a, n a a ur¢ime agregatni mnozstvi financ¢nich aktiv vlast-

nénych domécimi spotiebiteli jako

= Lin, (4.1.3)

N=> Lia, (4.1.4)

celkové vydaje vlady na starobni penze jako

id
E=) Lib, (4.1.5)
=1

agregatni realizovanou poptavku po spotiebnim zbozi jako

iq
i=1
a celkové piijmy vlady ze zdanéni spotieby, mezd a taroku jako
R=71, - w-N+71.-wC+71,-1r-T. (4.1.7)
Z vladnich pfijmi a vydaji mizeme urcit velikost deficitu statniho rozpoctu jako
D=R-FE. (4.1.8)
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Dale je potieba urcit mnozstvi kapitalu, ktery budou domaci firmy poptavat za fixni
urokovou miru r a mzdovou sazbu v domaci ekonomice w. Pro urceni mzdové sazby
muzeme vyuzit vztah prevzaty z [13]:

1

w=Al|e- K" 14+ (1—e)N"5|"" - (1—¢)-N-

=

(4.1.9)

Realizovanou poptavku po kapitalu doméacich firem uré¢ime opét numericky pomoci op-
timaliza¢niho toolboxu aplikace Matlab. Vyjdeme z rovnice pro rovnovaznou irokovou
miru, ktera byla prevzata z [13]:

A[E-Kk%%—(l—e)]\ﬂ*é ﬁ-eK*é—.L—(S
_ . 4.1.10
" 1+b-6 (4.1.10)

Funkci pfepiSeme do implicitniho tvaru a za r dosadime drokovou miru na svétovém
trhu. Poté pomoci funkce fzero uré¢ime hodnotu K takovou, pro kterou bude ptiblizné
platit
1
A E-Kl’%%—(l—e)Nl*%]ﬁ e Kb — b
14+06-9

o

12
|

<

(4.1.11)

Tento postup pro zajisténi konvergence nékolikrat opakujeme. Pocet opakovani algo-
ritmu lze volit pevné nebo na zakladé procentni zmény mezi starou a novou hodnotou
w a K. Pro usnadnéni numerického vypoctu jsou numerické aproximace optimalnich

vektoru 1 a a pouzity jako vychozi hodnoty pro funkci fmincon v dalsi iteraci.

4.2 Kalibrace modelu

V této casti shrneme dosavadni postup v kalibraci parametrii modelu a aplikujeme
vhodné hodnoty parametri pro provedeni simulace. V literatufe [34], [4] a [I3] 1ze na-
jit odhady deep parameters pro Auerbachuv-Kotlikoffav model pro Ceskou republiku.
Budeme Cerpat z ¢lanku [4], protoze tyto odhady jsou nejvice aktualni. Hodnoty para-
metri jsou: v = 0,8, 5 =0,7, p = 0,01, o = 1,54, 6 = 1,10, 7, = 40 a 74 = 60. Odhady
parametru 0 pro Ceskou republiku nejsou k dispozici, musime tedy pouzit odhady pro
jiné ekonomiky rozvinutého svéta. Takovy odhad parametru lze nalézt v ¢lanku [25]
a na jeho zékladé volime 6 = 0,14. Dale musime urcit hodnotu troviiové konstanty
A. Vyjdeme z primérného tempa ristu produktivity prace v Ceskeé republice od roku
2001 do roku 2011 ze zdroje a stanovime z = 2,5. [26] Technologicky pokrok zavedeme

tedy stejnym zpusobem, jako v Ramseyové i Diamondové modelu. Konstantu A dale
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upravime tak, aby reflektovala sazbu dané z pfijmu pro pravnické osoby, ktera je 19
%. Dalsi upravy troviiové konstanty provadét nebudeme, abychom v modelu zachovali
soucasnou cenovou hladinu.

horizont, pro ktery existuje predikce demografické struktury, tj. pro rok 2065. [10] Ve
steady-state v takto vzdaleném casovém horizontu budeme analyzovat vyrovnanost
statniho rozpoctu a strukturu danovych prijmia — tedy objem danovych vynost z dani

ze spotieby, dani ze mzdy a dani z vynosu z finan¢nich aktiv.

Problematika statniho rozpodétu

V nami prezentovaném modelu jsme uvazovali, Ze statni rozpocet je pouzivan pouze
pro vyplatu starobnich penzi. Namisto ,statniho rozpoc¢tu“ bychom tedy spiSe méli
pouzivat termin diichodovy ﬁée@ V analyze ale uvazujeme i vliv danovych sazeb na
chovani spotiebitele. Je ziejmé, 7ze chovani spotfebitelt ovliviiuji veskeré dané, nikoli
pouze odvody na duchodovy ucet. Platby starobnich penzi patii mezi tzv. mandatorni
vydaje a jejich vyplaceni je pro stat povinné ze zakona. [27] Proto uvazujme, ze pre-
bytek statniho rozpoctu po vyplaceni starobnich penzi jsou prostiedky, které budou
pouzity na dalsi vefejné vydaje (pfedevsim dalsi mandatorni vydaje, pfipadné vladni
spotfebu atd.). Vyssi piebytky statniho rozpo¢tu umoziuji financovat rozsahlejsi vladni
vydaje, naopak deficitni modelovy vladni rozpocet znamené, Ze stat mé pii soucasnych
parametrech problémy s vypldcenim starobnich penzi a tim padem i z financovanim
svych dalsich vydaju. Takova situace je pak reSitelna pouze vladnim deficitem. Verejné
zadluzovani ve steady-state ale signalizuje zdvazny problém, protoze pro danou de-
mografickou strukturu a podminky na svétovém kapitalovém trhu neni vladni politika
Ltrvale® udrzitelna.

Stat ma dale k dispozici vynosy z dané ze zisku firem, kterou jsme diskutovali na
strané [42] Vynos z této dané explicitné v analyze uvazovat nebudeme. Uvazujeme viak
vliv dané ze zisku firem na cenu prace a mnozstvi kapitalu ve vyrobé pomoci tpravy

uroviiové konstanty A.

Problematika dani a pseudodani Pro simulace je rovnéz vhodné nalezeni vhod-
ného nastaveni danového systému. Danovy systém se v realité neomezuje jen na sta-

noveni sazeb dani, ale danové zakony obsahuji velkou rfadu danovych vyjimek, slev,

15V textu budeme dale pouzivat pojem stitni rozpocet, nicméné z tohoto divodu neni ,statni

rozpocet” v tomto modelu ekvivalentem skute¢ného statniho rozpoctu.
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bonusi a dalsich atributi, v jejichZ disledku je vyse danové zatéze spotiebitele odlisna
od pevné dané sazby.

V piipadé dané z piijmu nardzime na problém socidlntho a zdravotniho pojisténi, ktera
(i pfes své oznaceni) jsou mnohem blize danim (viz definice v subkapitole [3.2| na strané
, predevsim protoze jsou zavisla na mzdé spotiebitele a nikoli na béznych principech
pojistné matematiky. Proto lze zdravotni a socidlni pojisténi oznacit jako ,,pseudodan®,

které ovliviuje chovani spotfebiteli obdobnym zptisobem jako dané.

Problematika verejnych vydaji Demograficki struktura ovliviiuje vladni vydaje
i mimo penzijni systém. Naptiklad vydaje na zdravotni a vzdélavaci systém jsou zavislé
na poctu obyvatel v jednotlivych vékovych skupinidch. Bouzahzah, Croix a Docquier v
¢lanku [7] publikovali upravenou verzi Auerbachova-Kotlikoffova modelu se zahrnutim
vefejnych vydaju na jednotlivé vékové skupiny a provedli simulaci vyvoje ekonomiky
Spojenych stati americkych. V ¢lanku je také kromé reformy penzijniho systému simu-
lovan vliv reformy vzdélavaciho systému na veiejné rozpoc¢ty. V nasich simulacich ale
pro zjednoduseni uvazujeme, kolik zbyva z danovych vynostu na dalsi vladni vydaje po

vyplaceni starobnich penzi.

Dichody osob starsich nez 80 let V simulaci uvazujeme deterministickou délku
zivota, ktera je ddna hodnotou parametru i4. Dle prognézy demografické struktury ale
budou v populaci zit osoby i ve vyssim véku. V simulovaném roce 2065 tato skupina
obsahuje 1,6 milionu osob. Stat tedy bude muset jesté vyplacet penze témto spotiebite-
lim. Vzhledem k tomuto poctu je potieba jejich chovani do simulace zahrnout. Budeme
uvazovat, ze tito spotiebitelé kazdy rok svého zivota spotiebuji cely sviij dichod. Tito
spotiebitelé tedy netvori zadné nové tspory ani nemaji zadné tspory z piredchoziho zi-
vota. Spotiebitelé samoziejmé plati ze svych ndkupu spotiebniho zbozi spotiebni dan.
Do simulace tedy zahrneme objem penze vyplaceny témto spotiebitelim i jejich platby
spotfebni dané. Vzhledem k tomu, Ze tito spotiebitelé nevytvareji zadné tspory, nedo-

chazi k ovlivnéni jinych agregatnich velicin.

Vyse dichodu

vvvvvv

starobni penze se v realité odviji od konkrétni vySe mzdy spotiebitele v priubéhu jeho
zivota. V pripadé reprezentativniho spotiebitele lze vysi penze b; urcit v zavislosti na

vySi ceny prace w.
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Protoze neuvazujeme zménu produktivity prace spotiebitele v pribéhu jeho Zivota, je
cena prace w stejna pro vSechny jedince v produktivnim véku. Urcéime si tedy vysi penzi
na zakladé prumérné vyplacené mzdy.

Penzi nebudeme fixovat pfimo na cenu prace w, ale na skute¢né vyplacenou primérnou
mzdu. Rozdil je v tom, Ze primérné vyplacend mzda je zavisla i na mnozstvi volného
¢asu spotiebitele. Cena prace w je cenou za jednu jednotku prace, tj. odpovida situaci,
kdy spotiebitel vlozil veskery sviij disponibilni ¢as do vyroby a mél nulové mnozstvi
volného ¢asu. Déle budeme uvazovat, 7e penze je vazana na mzdu spotiebitele po zda-
néni. Tim zvysime piehlednost vysledki simulace. Mzda je tedy vazana na prumérnou
¢istou mzdu.

Oznac¢me si primérnou ¢istou mzdu jako w. Prumérnd ¢ista mzda je zavisla na celkovém
mnozstvi disponibilniho ¢asu spotiebitelt a mnozstvim skutecné odpracovaného casu a

lze ji urcit ze vztahu

(1—7)-N
PO Gl ) (4.2.1)
iq
Z €; Lz
=1

Definujme si nyni parametr y, ktery urcuje pomér mezi cenou prace a vysi starobni
penze, tj.
bi=x-w, t=1p+1,.... (4.2.2)

Tento piistup je zna¢nym zjednodusenim oproti skute¢nému systému vypoctu penzi. 7
hlediska naseho pfistupu a modelovani pomoci reprezentativniho spotiebitele je dilezity

predevsim celkovy objem mezd, ktery mize timto zpusobem byt aproximovan.

4.3 Provedené simulace a interpretace vysledki

V této ¢asti budeme provadét simulace nakalibrovaného modelu a budeme vécné a
kriticky interpretovat vysledky simulaci, pfedevsim v kontextu ekonomické teorie.
Sledované veli¢iny

Pro kazdou simulaci budeme sledovat nasledujicich Sest veli¢in:

1. mnozstvi financ¢nich aktiv vlastnénych reprezentativnim spotiebitelem v pribéhu

jeho zivota,

2. mnozstvi spotfebovaného zbozi reprezentativnim spotiebitelem v pribéhu jeho

zivota,
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3. rozdil mezi piijmy a vydaji reprezentativniho spotfebitele do vladniho rozpoctu

v pribéhu jeho Zivota,

4. relativni mnozstvi odpracovaného ¢asu reprezentativnim spotiebitelem v prubéhu

jeho zivota,
5. podil vydaji na penze na celkovém vybéru z dani z piijmu, troki a spotieby,

6. absolutni objem vybranych prostfedki z dané ze mzdy, dané ze spotieby a dané

z vynosu z finan¢nich aktiv.

Prvni ¢tyti hodnoty se tedy tykaji individualniho chovani spotiebitele, dalsi dvé analy-
zuji vysledné hospodafeni statu na zakladé chovani celé populace. Vysledky jednotlivych

simulaci jsou pak usporadany jako podgrafy.

Analyza vlivu Grokové miry

Nejprve budeme analyzovat vliv irokové miry na vyvoj ekonomiky. Vysledky simulace
na obrazku [ jsou zaloZeny na parametrech: 7, = 0,31, 7, = 0,15 a 7. = 0,175, x = 0,5,
i, = 40, iy = 60, ¢ = 0,,5, § = 1,10, 6 = 0,14, b = 1, v = 0,7, B = 0,8. Urokova mira je
ziejmeé dilezitym determinantem vyvoje ekonomiky.

Z obrazku je patrné, ze u tirokové miry prevazuje mikroekonomicky substitu¢ni efekt na
dichodovym. Podle substitu¢niho efektu pii ristu drokové miry zvySuji spotiebitelé své
uspory, protoze jsou lakani vyssimi vynosy z taroki. Dichodovy efekt naopak znamena,
ze subjekty budou pfi rustu urokové miry snizovat své tispory, protoze k ziskani stejného
absolutniho trokového vynosu postacuje mensi objem tspor.

Pti drokové mite r = 0, 01 spotiebitelé nevytvareji témér z&dné tspory a jejich spotieba
ve staff je zavisla na penzich od statu. Tato zavislost mize byt relativné nebezpecna.
Protoze subjekty nevytvafeji Gspory, nedochazi k prubéhu zivota spotiebitele k vyraz-
nym zméndm v pomeéru prace a volného casu.

Na trokové mife je zavisla i bilance statniho rozpoctu. Na obrazku {4| vidime, Ze pfti
vy$si irokové mife roste objem spotieby, coz zvysuje vynosy ze spotiebni dané. Dale v
disledku ristu tspor roste i vynos z dané z troku. Naopak vynos z dané z p¥{jmu mirné
kterému by vladé v dané situaci ziejmé musela pristoupit.

Reélnou trokovou miru na evropském trhu je pro ceskou vladu prakticky nemozné
ovlivnit. Dlouhodobé nizka Grokova mira dle dané simulace snizuje tspory spotiebiteli

a tim padem zna¢né komplikuje dopady demografickych zmén na ekonomiku.
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Obrézek 4: Steady-state pro ruzné trokové miry

Ylastnéna aktiva Spotfeba
HE) Ty
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E =
o 0 ; (A 0 , ,
a 20 40 B0 a 20 40 B0
[ [
- Ind. saldo pfijmi z rozpodty Relativni odpracovany Eas
ﬁ Ty |
= =< 05 r=0.01
e £ r=0.02
= : , = g . r=0.03
® a 20 40 B0 a 20 4] F=0.04
! ! r=0.05
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Analyza vlivu parametru y

Zajimavé jsou zavéry plynouci z druhé simulace. Vysledky simulace jsou na obrazku
[l V simulaci provadime zménu parametru x a trokovou miru stanovime na r = 0,03,
ostatni parametry oproti predchazejici simulaci neméni. Z obrazku je patrné, Ze nejvy-
raznéjsi rozdily jsou v mnozstvi vlastnénych aktiv. Pii dané drokové mife jsou subjekty
,donuceny“ k vyssim tsporam.

Uéinkt snizeni penzi je nékolik. Asi nejvyznamnéjsi je snizeni Zivotni Grovné spotie-
bitelt v post-produktivnim véku, které je patrné z velikosti jejich spotiebnich vydajt.
Spotiebitelé pii nizsi hodnoté parametru y vice spoii, pricemz vyssich tspor dosahuji
spiSe vyssi pracovni aktivitou nez omezenim spotieby v produktivnim véku. Dale vyssi
vyplacené penze prohlubuji rozpoctovy deficit.

Jasny zavér této simulace je, ze pro kompenzovini demografickych zmén jsou dulezita
predevsim informovanost spotiebiteli o vysi jejich budoucich penzi a moznostech tspor
a tim padem také stabilni pravni a institucionalni prostfedi. Bohuzel v realité rada

téchto pfedpokladi splnéna neni. Jednim z mnoha duvodii je, zZe vyse vladnich transferi
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Obrézek 5: Steady-state pro rizné hodnoty x

Ylastnéna aktiva mpotfeba
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je relativné snadno pouzitelny nastroj pro ziskani voli¢ské podpory. Dal§im problémem
je volatilita irokovych mér, které se méni v dusledku cyklického vyvoje ekonomiky. To
rovnéz snizuje ochotu subjekti k tisporam.

Uvazujme nyni situaci, kdy je realna trokova mira nizsi, a to r = 0,01. Jak jsme vidéli
na grafu {4 pfi nizké drokové mife roste zavislost spotfebitelii na statem vyplacenych
penzich. Z grafu [0] je zfejmé, Zze pii nizké urokové mife nevytvaieji subjekty dostateéné
velké tdspory a tim padem roste jejich zavislost na statem vyplacenych penzich. Poli-
tika nizkych turokovych sazeb, které jsou umeéle udrzovany centrdlnimi bankami, tedy
muze vést k prohlubovani problému deficitu verejnych rozpoctu, protoze spotiebitelé
pri nizkych trokovych sazbich nevytvareji dostate¢né velké tspory a spoléhaji na statni
penze. Z dlouhodobého hlediska ma tedy umélé snizovani trokovych sazeb spiSe nega-
tivni a¢inky na dichodovy systém.

Oba grafy potvrzuji zavéry z Diamondova modelu, ze dilezitym determinantem pro
vyvoj penzijniho systému je redlnd trokova mira. Pti nizké redlné trokové mife je pro
subjekty vyhodnéjsi nahradit soukromé uspory zavislosti na statu. Naopak pii vyssi

urokové mife je pro subjekty vyhodné na vlastni dichod si spofit.
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Obrézek 6: Steady-state pro rizné hodnoty y pii r = 0,01

Ylastnéna aktiva mpotfeba
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Analyza vlivu danové sazby

Velikost danovych sazeb primo ovliviiuje velikost a strukturu p¥ijmu statniho rozpoctu.
Zména danovych sazeb ma ale celou fadu disledki, mezi néz patii i prizpuisobeni v cho-
vani spotiebitelil, ktery mohou v nékterych piipadech snizovat efekt vyssich danovych
sazeb na dafové vynosy.

Na obrazku [7| vidime efekt zvySovani sazby spotiebni dané. Parametry simulace jsou
stejné jako v pfedchozich dvou, tirokova mira je stanovena na r = 0,03

Vidime, ze pfi zvySovani sazby spotiebni dané dochéazi ke zvySovani danovych vybéri.
Vyssi sazba spotiebni dané vede spiSe k nizsi spotiebé subjekti, relativni odpracovany
volny ¢as se tak vyrazné neméni. VySsi vynos ze spotiebni dané rovnéz vyrazné nemeéni
vybéry dané ze mzdy a dané z uroku.

Na obrazku [§] je provedena simulace zvysSeni dané ze mzdy. ZvySeni dané z piijmu opét
snizuje spotiebu a tim i Zivotni Groven spotiebiteli, soucasné se zvysuji danové piijmy.
ZvySeni dané z prijmi ovliviiuje strukturu danovych piijmi, protoze v disledku nizsi
spotieby klesi vynos ze spotfebni dané. Dal$im negativnim jevem je pokles vlastnictvi

finan¢nich aktiv spotiebiteli. Ti opét snizuji své tspory a tim roste jejich zavislost
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Obrézek 7: Steady-state pro ruzné hodnoty 7.
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na statem vyplacenych penzich. ZvysSovani sazby dané ze mzdy zvysuje danové vynosy
a opét dochézi ke zméné danové struktury, kterd je zptisobena poklesem spotieby a

poklesem vynosu ze spotiebni dané.

Problematika Lafferovy ktivky Lafferova kiivka je koncept vyvinuty americkym
ekonomem Arthurem Lafferem, prednim predstavitelem ekonomického sméru znamého
jako ekonomie strany nabidky. Podle Lafferovy teorie dochéazi pti zvySovani danové
sazby od urcitého bodu k poklesu danovych vynosu, které jsou zptisobovany oslabova-
nim ekonomické aktivity subjektd, pfipadné presunem do Sedé ekonomiky atd. [38] Dle
nasich vypoctu vede zvySovani danovych sazeb ke zvySovani danovych piijmu, takze
se efekt Lafferovy kiivky neprojevuje. V opa¢ném piipadé by existoval strop pro vysi
vladnich pfijmu, ktery by vlada nemohla piekrocil. V piipadé deficitniho rozpoctu i pii
dosazeni tohoto stropu by vlada musela pfistoupit k omezovani vySe penzi, piipadné
zvySeni sazby nékteré z dalsich dani.

Teoreticky tedy vlada mize fesit problém diichodového systému zvySovanim danovych

sazeb, dusledkem ovSem bude pokles Zivotni urovné spotiebitelt a rust zavislosti spo-
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Obrézek 8: Steady-state pro ruzné hodnoty 7.
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tiebitel v post-produktivnim véku na statem vyplacenych penzich.

Analyza vlivu zmény véku odchodu do penze i,

Jiz v popisu Auerbachova-Kotlikoffova modelu jsme si uvedli, ze vék odchodu do di-
chodu i, je jednim z ¢asto ménénych parametrt statni dichodové politiky. Budeme
simulovat vliv této zmény. Parametry simulace jsou opét stejné jako v predchozich si-
mulacich. V simulaci jsou zobrazeny Vy'sledkyEG] pro hodnoty i, = 40, ¢, = 43, i, = 46,
ip =49, i, = 52.

Z grafu[9) je zfejmé, Ze spotiebitelé pii vyssim véku odchodu do diichodu pracuji déle,
jinak ale nedochazi k vyraznéjsi zméné chovani spotifebitele v pribéhu jeho zivota.
Relativni mnozstvi odpracovaného c¢asu totiz s vékem reprezentativniho spotiebitele
klesa a klesani se projevuje i pii vyssim véku odchodu do dichodu. Pri niz§im véku

odchodu do dichodu je turoven spotieby spotiebitele v letech tésné po odchodu do

167 proporénich divodi v grafu nenf legenda pro jednotlivé hodnoty iy, ale konkrétni hodnoty jsou
ziejmé z grafu relativntho mnozstvi odpracovaného casu.
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4 PRAKTICKA APLIKACE AUERBACHOVA-KOTLIKOFFOVA MODELU

Obrazek 9: Steady-state pro ruzné hodnoty ¢,

“lastnéna aktiva spotfeba
0.4
0.z
L L I:I N L
a 20 40 B0 n 20 40 B0
[ [
Ind. saldo pfijmi z rozpodty Relativni odpracovany Eas
ELa)
7 Y
= o1 g os
£ 01 =
g 02 E
E 'I:I3 . . ] =" I:I . R
" a 20 4] B0 n 20 40 B0
[ [
Fodil penzi na rozpodtu w10 Daf. wybéry

diichodu mirné vyssi.

Pozitivni vliv ma zvySovani parametru 4, na podil penzi na datiovych vybérech. Efekt
spoc¢iva predevsSim ve snizeni vydaju na starobni penze ze statniho rozpoctu, protoze
vzhledem k relativné nizkému relativnimu odpracovanému c¢asu vyrazné neroste vybér
dané ze mzdy.

ZvySovani véku odchodu do dichodu je tedy moznosti, jak zlepsit bilanci vefejnych
rozpoc¢ti, z duvodu vyssiho odpracovaného ¢asu vSak klesa zivotni tiroven spotiebiteli.
Tato politika ma v praxi celou fadu dalsich komplikaci, pfedevsim zhorsujici se zdravotni
stav spotiebitelti a z toho plynouci nizsi produktivita prace. Tento problém by bylo
mozné tesit aplikaci kiivky individualni produktivity prace v zavislosti na véku. Pro
Ceskou republiku neni jeji odhad zatim k dispozici, v pfipadné simulaci by ale $lo
vychéazet napt. z odhadu pro ekonomiku Spojeného krélovstvi Velké Britanie a Severniho
Irska, které lze najit v ¢lanku [24].
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4 PRAKTICKA APLIKACE AUERBACHOVA-KOTLIKOFFOVA MODELU

Analyza vlivu tempa ristu produktivity prace x

Poslednim parametrem, ktery budeme ménit, je tempo ristu produktivity prace. Di-
leZitost tohoto parametru jsme odvodili jiz z Diamondova modelu (viz subkapitola
na strané 26). Abychom se vratili k diskusi v subkapitole 2.3} uvazujme v této simulaci
readlnou trokovou miru r = 0,02, abychom mohli analyzovat situace, kdy je drokova
mira vyssi i nizsi nez tempo rustu produktivity prace z. Rist produktivity prace je
velice komplikovanou otazkou a nelze jej dosdhnout dpravou parametrii vladni fisk&lni

politiky.

Obrazek 10: Steady-state pro rizné hodnoty i,
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Vyssi tempo produktivity prace zvysSuje Zivotni iroven spotiebiteld, protoze se zvySuje
jejich spotfeba (v produktivnim i post-produktivnim véku) a soucasné klesa relativni
mnozstvi odpracovaného ¢asu. Vyssi tempo ristu produktivity price zvySuje realné
mzdy, ¢imz se zvy$uji danové vybéry z dané z piijmu. Samoziejmé roste i vybér dané
ze spotieby, vzhledem k vySSim tsporam pti vyssi produktivité prace rostou i vybéry
dané z vynosu z finan¢nich aktiv.

Reédlnd mzda se pro jednotlivé varianty méni stejné jako produktivita prace. Protoze
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4 PRAKTICKA APLIKACE AUERBACHOVA-KOTLIKOFFOVA MODELU

vySe penze je dana fixné v zavislosti na prumérné mzdé, vyrazné se neméni podil penzi
na danovych vybérech. Vyssi tempo ristu produktivity prace by tedy zvysilo realnou
zivotni droven spotiebitelt i danové vybéry, vyrazné se ale neméni podil vyplacenych
penzi na danovych vybérech. P¥ipadné snizeni vladniho deficitu by muselo byt realizo-

vano snizenim hodnoty parametru y.
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5 Zavér

V této praci jsme si popsali zékladni vychodiska teorie ekonomického riistu a popsali
si zakladni myslenku modelt s piekryvajicimi se generacemi. Dale jsme si podrobnéji
popsaly dva z OLG modely: Diamondiuv model a Auerbachiv-Kotlikoffiv model. Do-
spéli jsme k zavéru, ze pro praktickou aplikaci a kalibraci na zakladé empirickych dat
je vhodnéjsi Auerbachuiv-Kotlikoffoviiv model. Tento model je v8ak svou konstrukci
vzdalené podobny prvnimu jmenovanému modelu.

Auerbachuv-Kotlikoffiv model je robustni vuc¢i Lucasové kritice, a tak jej lze pou-
zit k analyze vlivu zmény hospodaiské politiky na vyvoj ekonomiky. Vysli jsme s
demografické prognozy Ceského statistického tiadu a provedli simulace steady-state
Auerbachova-Kotlikoffova modelu pro rok 2065 pro Ceskou republiku. Sledovali jsme
predevsim to, jak zmény parametri modelu ovlivni steady-state. Z toho lze zjistit, jak
budou na zménu podminek v ekonomice reagovat spotiebitelé. Ménili jsme jak para-
metry pfimo ovlivnitelné hospodafskou politikou vlady, tak i parametry ¢asteéné (nebo
zcela) nezavislé na hospodaiské politice nasi vlady.

Na zakladé provedenych simulaci 1ze formulovat zavér, ze budoucnost diichodového sys-
tému zavisi nejen na demografickém vyvoji, ale na celé fadé dalsich parametri. Zivotni
situace spotiebitelid v produktivnim i post-produktivnim véku je zavisla jak na vysi
penzi a vysi zdanéni, tak i na ristu produktivity prace a svétové trokové miry. Vyssi
urokova mira zvysuje motivaci spotiebitelt k isporam a snizuje jejich zavislost na statu.
Vyssi produktivita prace zvySuje redlnou mzdu a tim i Zivotni troven osob v produktiv-
nim i post-produktivnim véku. V dlouhodobém ¢asovém horizontu by tedy vldda méla
vénovat pozornost piedevsim hledani politik zajistujici rust produktivity prace zamést-
nancii v Ceské republice. Pii vy$si produktivité prace lze snaze financovat duchodovy
systém, soucasné diky vyssim mzdam rostou tspory spotiebiteltu a klesa jejich zavislost
na statu. K feseni demografického problému by rovnéz nepochybné prispéla vyssi insti-
tucionélni a politickd stabilita, srozumitelny systém vypoctu penzi a minimalni zmény
v danovych sazbéch.

Zékladni verze Auerbachova-Kotlikoffova modelu je deterministickd. V1adni politika je
presné dana a znama vSem spotiebiteliim, nedochazi k vykyvam trokové miry a délka
7ivota je deterministicky dana. Ukolem daliiho vyzkumu mize byt vyvoj a kalibrace
modelu, ktery uvolni nékteré z vyse uvedenych ptredpokladi. Lze analyzovat, jak bu-
dou subjekty reagovat na stochastickou délku zivota a stochastické Soky, které mohou
predstavovat napiiklad zménu danovych sazeb nebo vykyvy na evropskych kapitalo-

vych trzich. Dal$i moZnosti je zahrnout do modelu i dalsi vefejné vydaje a vefejné
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5 ZAVER

financované sluzby, které jsou zavislé na demografické strukture, pfedevsim Skolstvi a
zdravotnictvi.

Vzhledem ke stalému starnuti populace lze pfedpokladat, ze témto vyzkumim bude
vénovana stale vétsi pozornost. Namétem dalsitho vyzkumu rovnéz mize byt analyza
presnosti prognéz Auerbachova-Kotlikoffova modelu a pfipadné zkoumani faktoru, které

tuto presnost zvysuji. Jejich eliminaci je pak mozné zvysit predikéni schopnosti modelu.
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